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 المقدمة

 
 بسم الله الرحمن الرحيم

 "وما أتيتم من العلم إلا قليلاً "
تقديم الخدمة لأبنائنا طلاب الدرحلة الجامعية وتأكيداً بأن علاقة العلوم  في إطار 

ببعضها البعض الإنسانية منها والتطبيقية وإيضاح أن العلوم التي قد يرى طلاب الدراحل 
الأولى أنها علوم جافة لا فائدة ترجى من تعلمها في بداية عمرىم ، وربما لعدم دراية  ةالتعليمي

مين بتدريسها بتوضيح أهميتها في الدستقبل ، وفى مراحل علمية متقدمة وىنا أيضاً من القائ
على سبيل الدثال لا الحصر علم الرياضيات الذي يلخص موضوع إنشائي طويل في معادلة 
رياضية )نموذج رياضي أو دالة رياضية أو علاقة رياضية( وىو علم قديم قدم الإنسانية وبتطور 

قتصادية في العصر الحدي  ههر علم جديد ىو علم الاقتصاد  العصور ووجود الدشكلة الا
كان في البداية يغلب عليو الجانب النظري ولكن لم يتأخر علماؤه الأوائل من مالتس وكورنو 
وغيرىم في ربطة بالرياضيات من أجل إعطاء العلاقات الاقتصادية صورة أكثر قوة وإيجاد 

تركة مع الرياضيات من أجل وضع خطط حلول للمشاكل الاقتصادية وبوجود حدود مش
أكثر مصداقية لتصب في مصلحة المجتمع وىو الذدف لدى كل من يعمل في حقل الاقتصاد 

  .وىذا كلو أوجد ما يعرف بعلم الاقتصاد الرياضي
الدؤلفين على العديد من الدراجع في ىذا الشأن ورغبة منا في الوصول  لاطلاعونظراً  

دراستو والتقليل كلما أمكن من تكرار مواضيع سبق دراستها من  للهدف وترغيب الطلبة في
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مبادئ الاقتصاد أو الاقتصاد الجزئي .... وغيرىا من الدواضيع التي يتم فيها الربط بين 
والرياضيات فقد تم التركيز على الدواضيع التي نرى إنو يفضل دراستها وتوضيح  دالاقتصا
 الطلاب مل الدشكلة الاقتصادية وتوضيح الصورة أمابين الاقتصاد والرياضيات لح الالتقاء

عند وضع السياسات الاقتصادية، بالإضافة إلى عدم الإطالة والسرد الدطول كما في مراجع 
أخرى ولدعرفة أن مدة العام الدراسي لزددة وإنو لو تم سرد ىذه الدوضوعات بالتفصيل 

ا الكتاب وسيلة لفائدة أبنائنا لأستغرق ذلك لرلدات، ونأمل من الله تعالى أن يكون ىذ
يستطيعون  ةالطلاب من أجل الوصول إلى غايتهم في قسم الاقتصاد وأن تكون لديهم أدا

 من خلالذا اتخاذ القرار الاقتصادي الصحيح.
 

 والله ولى التوفيق
 

 المعدون
 
 
 



 
 
 

  

 الفصل الأول
 ماهية الاقتصاد الرياضي
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 الفصل الأول
 ماهية الاقتصاد الرياضي

 

 تعريف علم الاقتصاد الرياضي
تمثيل العلاقة بتُ علم الاقتصاد وعلم الرياضيات وعلم الإحصاء بهذا لو جاز 

 نو يلاحظ التالي : إالشكل ف
 
 
 
 
 
 
 
 

 العلاقة بين علم الاقتصاد وعلم الرياضيات وعلم الإحصاء(  1 – 1شكل رقم )
 

أوجد ما يعرف بعلم  وجود حدود مشتًكة بتُ النظرية الاقتصادية والرياضيات وىذا
يهدف ىذا العلم إلى دراسة العلاقة بتُ فرعتُ من فروع الدعرفة هما ، حيث الاقتصاد الرياضي

يهتم بصيغة كما   الاقتصاد بشقيو النظري والتطبيقي والرياضيات بشقيها البحتة والتطبيقية.
وات العلاقات الاقتصادية بأسلوب رياضي مستخدماً في ذلك لستلف العناصر والأد

 الرياضية.

 اقتصاد
 رياضيات 

 إحصاء

إحصاء 
 رياضي

اقتصاد 
 قياسي

اقتصاد 
 رياضي

إحصاء 
 اقتصادي
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الدنهج الرياضي في التحليل الاقتصادي أي التعبتَ عن الدتغتَات كما يتم استخدام -
الاقتصادية بالرموز وإظهار الدعادلات الاقتصادية على شكل معادلات رياضية وحل ىذه 
الدعادلات ومعالجتها بأسلوب رياضي الذي يمكن من التوصل إلى نتائج لزددة ويهتم علم 

اللغوي دية في صورتها الرمزية بدلًا من الأسلوب الاقتصاد الرياضي بدراسة النظرية الاقتصا
 حتى يسهل مطابقتها مع الواقع الفعلي.

 ىو استخدام الدنطق والدوضوعية في التحليل الاقتصادي. المنهج العلمي :
 أهمية استخدام الرياضيات في التحليل الاقتصادي

أو ىندسية تصلح  . الأدوات الرياضية بصورىا الدختلفة سواء كانت حسابية أو جبرية 1
ويمكن تفستَ  كوسيلة من وسائل الإيضاح للتعبتَ عن حالات تعجز الألفاظ عن شرحها.

 ذلك من خلال الدثال التالي:
p D = a – b 

لتلك  تمثل السعر pثوابت و  b . aوكل من  لسلعة ما  ىي الكمية الدطلوبة  Dحيث أن
 .السلعة

تضفي على الفروض والتعريفات نوع من . صياغة النظرية الاقتصادية صياغة رياضية 2
 الصلابة وتجعل ىذه الفروض واضحة وصريحة في كل مرحلة من مراحل التحليل.

 المتغيرات المنتظمة والعشوائية :
بصورة واضحة وصريحة وتعبر عن مفهوم  في النموذج ىي التي تدخل :المتغيرات المنتظمة

 لزدد .
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ىي تلك الدتغتَات التي لا تظهر في الدعادلة بصورة واضحة ولا تعبر  :المتغيرات العشوائية
 عن متغتَات واضحة ولزددة.

 المتغيرات الداخلية والخارجية :
 .ىي الدتغتَات التي تتحدد كميتها أو قيمتها داخل النموذجالمتغيرات الداخلية: 

بعوامل أخرى خارج ىي الدتغتَات التي تتحدد كميتها أو قيمتها المتغيرات الخارجية: 
 النموذج موضوع الدراسة .

 المعادلات :
 تسمى الدعادلات التي يتكون منها أي نموذج بالدعادلات الذيكلية وتنقسم إلى :

 . المعادلات السلوكية :1
وىى نوع من الدعادلات التي تبتُ علاقة دالية بتُ الدتغتَات الدختلفة وتكون ىذه 

عتُ من جانب الأفراد أو جانب الدتغتَات الدختلفة التي العلاقة ناشئة أساساً عن سلوك م
 تؤثر على الدالة وتظهر ردود أفعالذم نتيجة للتغتَات التي تحدث في بعض الدتغتَات.

 . المعادلات التعريفية :2
وىي نوع من الدعادلات الذي يعرف وضعاً معيناً أو يعرف متغتَاً معيناً أو يعطي 

 قيمة لزددة لأحد الدتغتَات 
 : يحدث التوازن عندما تتساوى الكمية الدطلوبة مع الكمية الدعروضة أي عندما: مثال

       



 

 
 

8 

الدعادلة لا تظهر سلوكاً معيناً أو رد فعل ولكنها تكتفي بتعريف حالة  تلكمثل 
 التوازن بأنها تلك الحالة التي تتساوى فيها الكمية الدطلوبة مع الكمية الدعروضة .

 مثال أخر :
Y = I + C 

 ستهلاك .لاايمثل  Cستثمار ، لاايمثل  Iدخل ، لايمثل  Yحيث 
فإن ىذه الدعادلة لا تظهر سلوكاً معيناً ولكنها تكتفي بتعريف الدخل القومي أنو 

 يساوي لرموع ما ينفق على الاستهلاك وعلى الاستثمار.
 . المعادلات الفنية :3

مثل الخدمات اللازمة لإنتاج وحدة وىي تبتُ علاقات فنية بحتة بتُ الدتغتَات 
 واحدة من سلعة معينة .

 النماذج الاحتمالية وغير الاحتمالية :
 حتمالية :لاغير االنماذج . 1

 ذلك النوع الذي يبتُ وجود علاقات تامة بتُ الدتغتَات الدختلفة في النموذج. ىي
 :فمثلاً كتابة دالة الطلب لسلعة ما على الصورة
D = - P +     

وىنا  81فالكمية الدطلوبة ىي  11ىذا النموذج يعتٍ أنو إذا كان سعر السلعة ىو 
 تحديد الكمية الدطلوبة الدقابلة لأي سعر وقد تزيد الكمية الدطلوبة أو تقل عن ىذا نيمك

 الدقدار.
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 الاحتمالية :النماذج . 2
سابق على نتيجة لوجود متغتَات عشوائية ولذلك يفضل في الكتابة كتابة النموذج ال

 الصورة الآتية.
D = -  P+    +e 

يمكن أن يؤثر على الكمية الدطلوبة بالزيادة أو النقصان  ،متغتَ عشوائي eحيث 
والنماذج التي تدخل فيها مثل ىذه الدتغتَات العشوائية ىي ما تسمى بالنماذج الاحتمالية 

 .قياسية )الاقتصاد القياسي(ومثل ىذا النوع من النماذج ىو ما يهتم بو فعلًا في الدراسات ال
 تحليل نقطة التوازن

نقطة التوازن ىي نقطة تقاطع منحتٌ الطلب مع منحتٌ العرض والتي يتحدد من  
 خلالذا السعر والكمية التوازنية . 

 ويمثل ذلك بيانيا كما يلي :
 كانت   إذا

bpaD    طلبال دالة �  
dpCS  عرضال دالة �  

       الكمية الدطلوبة = الكمية الدعروضة بمعتٌ    التوازن شرطعند 
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 نقطة التوازن بين الطلب والعرض(  2 - 1شكل )
 :(1) مثال

  الآتيتتُسعر وكمية التوازن من دالتي العرض والطلب  قدر

PSPD � � 1,43 
 الحل

                      

التوازن                         عند
P

PP
PP

52
413

143

 
� �
� �

 

P* 

Q *Q
 

S D 

P  

D S 
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 ̅   
 
 التوازني السعر        

 .في إحدى الدالتتُ يتم التعويضالكمية التوازنية  لإيجاد
      (

 
 
)  

 
     

 
 

  
 

   
    
 

  
 

   
 
 
   

 
      

 التوازنية ىي  الكمية ?
5
2.1 

       
 

  
 

     
 
    

 
      

 
 

Q 

1.4     

S D 

P 

1.4 
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 :(2) مثال
 الطلب والعرض كالآتي  دالتيالسعر التوازني والكمية التوازنية إذا كانت  أوجد

                        
 :الحل

 
 
 
 
 
 
 

 

               تُالدالتالكمية التوازنية نعوض في إحدى  لإيجاد 
          (    )            

   7      
 
 
 
 

  
Q 73335 

S D 

P 

5333 

  =2+P            
 
          

10 –     P        P

        P

P =  
   
 السعر التوازني               
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 على التوازن السوقي ضريبة أو تقديم دعمفرض  أثر
 نوعين من الضرائب : هناك

على   دينار 4/1وحدة مثل فرض  كلوتفرض بمعدل مبلغ نقدي معتُ على  ضريبة نوعية:  أ.
 .كل علبة سجائر منتجة

وحدة من وحدات الإنتاج  كلتفرض في صورة نسب معينة على سعر  ضريبة نسبية:  ب.
 على كل علبة سجائر منتجة. % 5مثل فرض 

 فرض الضريبة على التوازن السوقي أثر
ضريبة فينتقل تبعاً لذلك  لفرضفي البداية على الدنتج فيقل العرض نتيجة  تؤثر

 ̅   الكمية الدعروضة )الدنتجة( قلة العرض جهة اليسار أي يقل العرض لشا يؤدي إلى منحتٌ
 .Pcالسعر التوازي  وزيادة

̅   الضرائبلفرض  نتيجة      ̅   
 
 
 
 
 
 

 أثر فرض الضريبة على التوازن السوقي( 3-1) شكل رقم

Q 

  ̀  
      
 ̀     

S 
D 

 ̀  

P 
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 . الضريبةالتوازن بعد فرض  فعند t ىورمز الضريبة  أن يكون ضاافتً  تم لو
         

 

        (   )  
معرفة ذلك  يتمفيمكن أن  الأمثلومعدل الضريبة النوعية  الضريبة حصيلةأما عن 

  :الدثال التالي خلالمن 
 : (1) مثال

 ما كما يأتي :  ةسلعلفي السوق  العرضو علمت أن الطلب  إذا
          

 

          
 : المطلوب

 . قبل فرض الضريبة التوازن. إيجاد سعر وكمية 1
 .دينار للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  1بمعدل  نوعية. إذا فرضت ضريبة 2
 .السعر والكمية الدقابلتُ وحصيلة الضريبة و  الأمثل. أحسب معدل الضريبة 3
 ؟.لفرض ضريبة على التوازن السوقي الاقتصاديةالآثار  يى . ما4

 :الحل
 (1)        عند شرط التوازن فإن               
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 كالتالي:    أو     ض في إحدى الدعادلتتُ يعو يتم الت التوازنيةالكمية  لإيجاد

         
 

         
 

       
 

         ( )     
 

     
فإن الكمية والسعر التوازنيتُ  ،دينار للوحدة الدباعة 1 بمعدلفرضت ضريبة نوعية  إذا

 : يكون تقديرهما
                            ( ) 
 

      (   )     
 

             
 

        7  
 

   7      
 

    7  
 

P    
 
     7 



 

 
 

16 

 الكمية التوازنية الجديدة  ستكونفي دالة الطلب مثلاً بالتعويض  وبالتالي
                 

 

       7         
يتم وحصيلة الضريبة  الدقابلةوالسعر والكمية  الأمثلمعدل الضريبة للحصول على  (3) 

 يكون كالآتي. للكمية والسعر التوازن الجديدوبالتالي فإن  tضريبة بمعدل  افتًاض

 السعر الدتوازي عند الدعدل الأمثل ىو:
 

                 
 

      (   )     
 

              
 

            
 

          
 

        
 

  
 

 ̅      
 
 t 

 :الدعدل الأمثل ىي  عندالتوازنية  والكمية
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tQ

tQ

tQ

3
25

3
2510

3
2510

� 

�� 

¸
¹
·

¨
©
§ �� 

 

 (T  أن حصيلة الضريبة ) بما

2

3
25

3
25

ttT

ttT

QtT

� 

¸
¹
·

¨
©
§ � 

 

 

نقاط يجاد إخطوات  يتم إتباعالعظمى )الضريبة الدثلى( عندما  نهايتها T وتبلغ
  :وكالتالي عن طريق إجراء الدشتقة الأولى النهايات العظمى

75.3
4
35

3
45

0
3
45

 �u � 

 � 

ttt

t
dt
dT

 

 شتقة الثانية لدعرفة ما إذا كانت تلك القيمة تعطي نهاية عظمى وكالتالي:ثم بإجراء الد
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  -1.33وحيث أن القيمة الدتحصل عليها سالبة 
 لتلك الدالة. عظمى النهايةيتحقق شرط  ?
    7   نوعية مقدارىا لضريبة الاقتصاديالدخطط  بفرض  

 
نقدية يتم  وحدة 

 . 3.75 أكبر حصيلة ضريبية نتيجة لأن معدل الضريبة الأمثل ىو علىالحصول 
Qp تقدير كل من يصبح اىوعند  : كالآتي ,

tP       السعر التوازني الأمثل           
3
25�  

 
¸
¹
·

¨
©
§� 

4
15

3
25p 

 

 2
55 � p 

5.7 p 
̅       ىي:الكمية التوازنية الدثلى أما      

 
  

¸
¹
·

¨
©
§� 

4
15

3
25Q 

5.25.25
2
55  � � Q 

 الضريبة يمكن حسابها كالتالي:وفي ىذه الحالة، فإن حصيلة 

375.95.2*75.3
2
5

4
15

.

  u 

 QtT
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 لفرض الضريبة  الاقتصاديةالآثار  (4)

 
قبل فرض 

 الضريبة
بعد فرض الضريبة 

 دينار 1النوعية بمقدار 
 الضريبة المثلى

الأثر الاقتصادي لفرض 
 الضريبة

السعر التوازني 
( ̅) 

 زيادة السعر التوازني   7.5 5.667 5

الكمية التوازنية 
( ̅) 

 نقص الكمية التوازنية   2.5 4.333 5

 

 :السوقيعلى التوازن  (ةعانإ)دعم  مأثر تقدي
عليها نفس الطريقة تطبيق تضاف إلى سعر العرض ويتم  أيالدنتج منها  يستفيد

إلى انتقال منحتٌ العرض  تقدنً الإعانة سيؤدي ، أيالضرائب تمت بها معالجةالسابقة التي 
 السعر. وانخفاض الدعروضةإلى اليمتُ )زيادة( لشا يؤدي إلى زيادة الكمية 

 بيانياً كالآتي : وتمثل
 
 
 

 
 
 

 على الكمية والسعر التوازنيين تأثير الإعانة( 4-1شكل )
QQ o 

Q 

P

P

p
  

S- 
D 

S 
P 
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وارتفاع الأسعار يمكن تقدنً إعانة للمنتج أي  الإنتاجأنو في حالة قلة  أي
 الإنتاج. لدستلزمات

 (:1) مثال
التوازنية علماُ بأن  والكمياتمقدارىا الوحدة على الأسعار  إنتاجأثر منح إعانة  بتُ

 على النحو التالي: والعرضدالتي الطلب 
                            

 الحل
                 

 

            
 

         
 

          
 نتحصل على الكمية التوازنية   = Pبالتعويض في إحدى الدالتتُ بقيمة 

       ( )  
 

                 
 

                        
، فإن ذلك يؤدي إلى التغتَ في السعر والكمية الوحدةتقدنً دعم مقداره  عند

 كالتالي:  التوازنيتُ
� �

P
PP
PP

310
22210
12210

 
��� �
��� �

 P =   
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                  7

   

 
 

 
  
 
 
 

 

 الدعم بعد الدعم قبل 

                . P 4 3السعر التوازني  
     . Q 6  6الكمية التوازنية 

 :(2) مثال
على النحو  اوالطلب لمحصول القمح في السوق كانت العرضعلمت أن دالتي  إذا

 التالي:
      7        

 

            

Q 

  
4 

3.333 

S- 
D 

S 

P 

6.667 
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 .الحالات  جميعبالرسم في  مستعيناً 
 قبل فرض الضريبة والإعانة. التوازنقدر سعر وكمية  (1)
يتم وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد ) 1بمعدل  نوعيةإذا فرضت ضريبة  (2)

 .(      للكمية الدعروضة من السعر 1 طرح
يتم )وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  2للمنتج قدره  دعمبتُ أثر تقدنً  (3)

 . (لكمية الدعروضةا لسعر 2 إضافة
لتلك الضريبة وما ىي  الأمثل والسعر والكمية الدقابلتتُ الضريبةأحسب معدل  (4)

  حصيلتها.
)الأثر  لفرض ضريبة أو تقدنً إعانة على التوازن السوقي الاقتصاديةالآثار  يى ما (5)

 الاقتصادي ( ؟
 الحل

 نضع الدالتتُ في الصورة النموذجية 
                               

   =    -  p     ,          = -   +  p        (1) 
=           

      
   7                 

        

    
 

  

  السعر التوازني     
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الكمية التوازنية قبل فرض الضريبة  الدالتتُ للحصول على إحدىبالتعويض في 
 والإعانة.

   =    – ( ) ( ) 
 

   =    –          
 

   =                   

   وحدة /نقدية للوحدة الدباعة 1أثر فرض ضريبة نوعية بمعدل  (2)
 

( )                  - p = - +  (p- )                    
 

  - p = - + p -   
 

  - p = -  + p     
 

=  p      42   
 

p=    ⁄ 
 

P =  .        
التوازنية بعد فرض ضريبة  إحدى الدالتتُ للحصول على الكمية فيبالتعويض 

 :مقدارىا الوحدة
       =    -  p 

 

-  ( . )   27   = 
 

    =    -   .      
 

   =  .              
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، فإن الكمية والسعر التوازنيتُ سيتم حسابهما  وحدة نقدية 2بعد تقدنً دعم وقدرة  (3)

 كالتالي:
  -  P = -   +   ( P +  )  

  
  -  P =   +   p                

 

    =   p                
 

P =    
 
               
 

P =  .              
بالتعويض في إحدى الدالتتُ للحصول على الكمية التوازنية الجديدة بعد تقدنً 

 وحدة نقدية . 2إعانة مقدارىا 

Q
 

4 

p
  p 

S  

S  

S  
D 

4.7 

2.6 

12.9 15 19.2 
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   =    -  P  
 

    -   ( . ) =   .                       
 tفرض معدل ضريبة مقدارىا أثر  (4)

  -  P = -   +   ( P - t) 
 

  -  P = -   +   P -  t  
 

    +  t +   =   p                          
 

 t +    =  p                   
 

P =   
 
  
 
    

 

P =    
 
  

 ( t ( /  ) +  )   –    =   بالتعويض  
 

    -    -  t      
 

                 
 :حصيلة الضريبة 

T = tQ             
 

T= t (   -  t)  
 

T=  t -  t        
 

dT/dt =    -  t =           
 

 -  t =   15    
 
 =  t 15 
 
 =  t15 
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t =   
 
     

 

t =   7  
إذا   تعطى نهاية عظمى أي أنها dT /dt الثانيالضريبة الدثلى تتحقق عند التفاضل 

 . كان ناتج الدشتقة الثانية سالباً 
d T/dt  = -   <     

 

 .والكمية الدثلى( يتم الحصول على السعر 3.75= )  tبالتعويض عن قيمة 
      

 
           

 

        ( 
 
) (  

 
)  

 

          
 
           

 

                             
 . ̀ على قيمة  يتم الحصول  ̀ بالتعويض عن قيمة

  ̀                    
 

  ̀     ( ) (  
 
)  

 

 ̀     (  
 
)     

 

 ̀     (  
 
)    

 

 ̀     7         
 

 ̀  7                   



 

 
 

27 

  ةحصيلة الضريب (5) 
T = tQ 

 

T =(  .  )*( . )=  .    
 

 

الضريبة  قبل 
 والدعم

فرض ضريبة  بعد
 وحدة نقدية  1 بمعدل

 تقديم دعم بعد

 وحدة نقدية 2

معدل الضريبة  بعد
 الأمثل

حالة  في
 الضريبة

حالة  في
 الدعم

P 4 4.7 2.667
 

6.5       

Q 15 12.9      7.5
 

     
 

 
 نماذج الاقتصاد الكلى ) نموذج الدخل القومي ( : فيالتوازن  تحقيق

للدخل القومي بشكلو الدبسط من النمااذج الاقتصاادية الدألوفاة  ييعد النموذج الكينز 
( ، وكاااذلك متغااااتَين C)( والاساااتهلاك Yحياااث يتكاااون مااان متغاااتَين داخليااااتُ هماااا الااادخل )

 هما : الدوضحتتُ لذلك عادلتتُ الدو (  G) للدولة والإنفاق(  I)خارجيتُ هما الاستثمار 
 . ]( E)( = لرموع النفقات Y) القوميالدخل [: شرط التوازن )أ( 

Y = C + I  + G  
 إلى أنهما خارجيتُ  G   ،Iتشتَ الدائرة الصغتَة الدرفقة للمتغتَين 

 وىى معادلة سلوكية :  ك)ب( دالة الاستهلا
C = a + bY 

 الحااااااادي( تمثااااااال الديااااااال b)الاساااااااتهلاك الثابااااااات ، و( تمثااااااال مساااااااتوى a)علمااااااااً باااااااأن 
( بدلالاااة الدتغاااتَات والدعلماااات ̅ )( و ̅ )ولغااارض الحصاااول علاااى القااايم التوازنياااة  ،للاساااتهلاك
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كمااا و  القااوميشاارط تااوازن الاادخل  في دالااةالتعويض بدالااة الاسااتهلاك باايااتم  فااإن ذلااكالأخاارى 
 يلي :

Y = a + bY + I  + G  
   Y -  bY = a +  I  + G        

Y (   – b ) = a + I  + G  

 يمكن حسابو من الدعادلة التالية: (Y) أي أن الدخل القومي التوازني
 ̅            

   
                b         ( ) 

 ( يتم التعويض بمعادلة c-)ولغرض الحصول على الاستهلاك التوازني 
 :يليدالة الاستهلاك وكما  في التوازني القوميالدخل 

                                  
 

          
   

                      
  

 ̅     (       )
(   )

          
 

 ̅   (   )   (           )
   

  
 

 ̅                      
   

  
 

 ̅      (        )
   

  ( )        الاستهلاك التوازني 

 :   يليويمكن كذلك الحصول على الدضاعف كما 

الدضاعف   

    
         بشرط                      
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 نتيجاة لدضااعفة الاساتثمار القاومييتضااعف فيهاا الادخل  التيوىو يمثل عدد الدرات  
 Marginal للاساتهلاك الحااديتمثال الدياال  bمارة واحاادة فقااط. علمااً بااأن أو نفقاات الدولااة 

Propensity to Consume (MPC)،  القااوميويمكاان توضاايح كيفيااة تحقيااق تااوازن الاادخل 
 :   يليوالاستهلاك التاليتتُ كما  القوميالدخل  معادلتيبيانيا لاقتصاد مبسط متكون من 

Y = C + I  
 

C = a + bY 
 

 
 
 
 
 
 
 

 توازن الدخل القومي(   -  شكل رقم )
  :(1) مثال

    التاليلاقتصاد مبسط ومغلق على الشكل  القوميإذا كان نموذج الدخل  
Y = C + I  + G  

 ̀  

E, C, I  

Y=E 

 ̀,  ̀ c = a + by  ̀  

a + I 

a 

  Y 

E = c + I  

y = c + I  + G  
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C =    +  .  Y 
G  =       ،25 = I  

 . ̅  التوازنيوالاستهلاك   ̅  التوازني القوميإيجاد الدخل  .المطلوب : أ 

 . الاقتصاديالدضاعف وتفستَ معناه  اقاشتق .ب             
 :الحل

 يتم التعويض بمعادلة الاستهلاك في معادلة الدخل القومي كما يلي: أ.
Y =    +  .  Y  + I  + G  

 

Y =    +  .  Y  +    +    
 

Y-  .  Y =    
        =  .  ÷    = ̅              = Y    الدخل القومي التوازني

الدساااااااتخرجة ة الدالاااااااة الاساااااااتهلاكية ياااااااتم الحصاااااااول علاااااااى ̅  قيماااااااة  فيباااااااالتعويض 
      الاستهلاك التوازنى كما يلى : 

 ̅ =    +  .  (   ) =      
   ب .  يمكن استخراج مضاعف الاستثمار أو نفقات الدولة كما يلي :

    
  

  

     
  

 

  

     
        

 

 أو نفقات الدولة ويمكن تفستَ النتيجة الدتحصل عليها بأنو عند مضاعفة الاستثمار
 بمقدار خمس مرات.  القوميإلى مضاعفة الدخل  ييؤد مرة واحدة فأن ذلك
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 : يليكما مباشرة ً ( السابقتتُ 2،  1ويمكن الحصول على النتائج أعلاه بتطبيق الصيغتتُ ) -
 

 ̅            
   

    
 

 ̅            
     

        
 

 ̅      (        )
   

  
 

 ̅         (       )
     

      
  .وىى نفس النتيجة السابقة -
بمقدار  القوميقل من مستوى الدخل أ فيو الدخل القابل للتصرف أنعند افتًاض  -

سوف  التوازنيوالاستهلاك  التوازني القومين الدخل إالدفروضة على الدخل، ف  Tالضرائب 
 :  التاليتتغتَ مستوياتهما وذلك كما سيتضح من الدثال 

الدثال السابق قد تم توسيعو ليشتمل على  في القومينموذج الدخل  أن أفتًض (:2مثال )
 :  يليالضرائب وكما 

…………………… ( ) Y = C + I  + G  
 

C =    +  .  (Y - T)……….…… …… ( ) 
 

 .  Y.............................................. ( ) = T 
 I  =    ، I  =       

 ( Y - T ) = Yd    الدخل القابل للتصرف. 

 المطلوب : 
 .̅  التوازني  القوميإيجاد الدخل  .أ 
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 .̅    التوازنيوالاستهلاك  .ب 
 .̅   مقدار الضرائب التوازنية  .ج 

  :الحل
 بالتعويض عن قيمتيالدعادلة الأولى وكذلك  فيالدعادلتتُ الثانية والثالثة بيتم التعويض 

G  , I  
C =    +  .  (Y  -  .  Y)  

 

C =    +  .   Y                 
 

Y =    +  .   Y +    +     
 

Y -  .   Y =    
 

1    Y =                 ̅ =    ÷  .   =    .   
 

 = 222.73Y =  التوازنيالقومي الدخل 
 

C = a + bY 
 

    .    = (  .   )   .  +    = C      الاستهلاك التوازني  
 

 T =   Y    الضرائب التوازنية    
 

    (   .  ) =   .  1.3 = T  
مل علاااى الصاااادرات والاااواردات فتصااابح معادلاااة تيمكااان كاااذلك توسااايع النماااوذج ليشاااو 
 :   يليكما   القوميالدخل 

Y = C + I  + G  + ( X  - M ) 
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 .: تمثل الصادرات   X :حيث أن
M              تمثل الواردات :. 

  إذا كان نموذج الدخل القومي على الشكل التالي: : (3) مثال
Y = C + I  + G  + ( X  - M ) 

 

C = C  + bY  
 

M = M  + αY 
 

I  =    , α =  .   , b =  .  , M  =    , C  =      ،  , G  =   41 = X  
 

 .̅  ،̅  ، ̅ استخرج  المطلوب :
 :الحل 

الاستهلاك ، ومعادلة يتم التعويض في معادلة الدخل القومي وكل من معادلة 
 .Mالواردات 

Y = C +by + I  + G  + ( X  - M  - αY)                
 

      +  .  Y +    +    + (    -    -  .   Y)= Y 
 

Y =      +   .  Y +    -  .   Y                           
 

Y -  .   Y =      
 

 .   Y =     
    Y =             ̅ =     ÷  .   =    .   

 ̅  =         = التوازنيالدخل 
 

 ̅        ( 77   )      7    
 

 ̅         ( 77   )  7   7   
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 تمارين الفصل الأول
 ( عرف كل من الآتي : 1)

 .الدتغتَات الدنتظمة والعشوائية، الدعادلات الذيكليةالاقتصاد والرياضي، علم 
 : الآتيتينسعر وكمية التوازن من دالتي العرض والطلب  قدر( 2)

D =   - P , S =  P 
 في السوق سلع ما كما يأتي :  العرضالطلب دالتي علمت أن  إذا( 3)

D =   - P 
 

S =  P -   
 : المطلوب

 . التوازن. إيجاد سعر وكمية ا
 .دينار للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  1بمعدل  نوعية. إذا فرضت ضريبة ب
 .الضريبة  تلك وحصيلة لذا السعر والكمية الدقابلتُو  الأمثل. أحسب معدل الضريبة ج
 .لفرض ضريبة على التوازن السوقي الاقتصاديةىي الآثار  . ماد
التوازنية علماُ  والكمياتمقدارها الوحدة على الأسعار  إنتاجأثر منح إعانة  بين( 4) 

 على النحو التالي: والعرضبأن دالتي الطلب 
D =   - P 
S =  P -   

  التاليلاقتصاد مبسط ومغلق على الشكل  القوميإذا كان نموذج الدخل  (  5)
Y = C + I  + G  
C =    +  .  Y 
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G  =       ،26 = I  

 . ̅ التوازنيوالاستهلاك  ̅    التوازني القوميإيجاد الدخل  . أ المطلوب :
 . الاقتصادياشتق الدضاعف وتفستَ معناه  .ب             

 إذا توافرت لديك البيانات التالية :( 6) 
Y = C + I  + G  + ( X  - M) 

 

C = C  + bY  
 

M = M  + αY 
 

I  =    , α =  .   , b =  .  , M  =    , C  =      ،  , G  =   51 = X  
 . ̅  التوازني القوميإيجاد الدخل  .أ المطلوب : 
 .̅  التوازنيوالاستهلاك  .ب             

 :التوازنية إذا علمت أن  والكميةالسعر التوازني  أوجد( 7)
D =   - P 
S =  P -   

 وحدة نقدية . 2قدره  للمنتجبتُ أثر تقدنً دعم  ثم
  :حصول القمح في السوق كانت ما يليلوالطلب ل العرضعلمت أن دالتي  إذا( 8)

D -   - P =   
 

S +   =  P 
 ؟الحالات  جميعبالرسم في  مستعيناً 

 :المطلوب
 .التوازن( قدر سعر وكمية ا)
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 .وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  1بمعدل  نوعية( إذا فرضت ضريبة ب)
 .وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  2للمنتج قدره  دعم( بتُ أثر تقدنً ج)
 .الأمثل والسعر والكمية الدقابلتتُ وحصيلة الضريبة  الضريبة( أحسب معدل د)
 الأثر)لفرض ضريبة أو تقدنً إعانة على التوازن السوقي  الاقتصاديةىي الآثار  ( ماى)

 .( ؟الاقتصادي
حل النموذج الخطي للتوازن الجزئي التالي مستخرجاً السعر التوازني والكمية  (9)

 .التوازنية
Qd = Qs           

 

Qd =    -  P 
 

QS = -  +  P 
 

على كل من السعر    = tثم ما أثر فرض ضريبة نوعية على وحدة الإنتاج مقدارىا 
 .التوازني والكمية التوازنية؟

 



 
 
 
 
 
 

  

 الفصل الثاني 
 أنواع الدوال  الرياضية
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 الفصل الثاني
 أنواع الدوال  الرياضية

 

 Xبحيث لصد أن لكل قيمة للمتغنً  Yو  Xتعبر الدالة عن العلاقة بنٌ متغنًين 
 ويمكن وضع الدالة كالآتي .  yتتبعها قيمة للمتغنً 

Y= f (X) 
الدتغنً الدستقل  Xالدتغنً التابع بينما  Yويطلق على  X فيدالة  Yحيث تقرأ 

 ويمكن التعبنً عن الدالة نظرياً ورياضياً وبيانياً .
 Y= f (X )  تسمى الدالة ذات متغنً واحد 

Y= f (X  X  …………….. Xn)  دالة متعددة الدتغنًات 
 :( 1)مثال 

   +  Y= X +  X         إذا كانت
 X  =2عندما  Yأوجد قيمة 

 :الحل 
YX=   = X +   X  +   

 

YX=  =    +   ( )  +   
 

YX=  =  +  +   =    
 

YX=  =     
 متغنً     f (p)   =Qd   متغنً مستقل تمثلها العلاقة التالية: دالة الطلبإذا كان 

  .تابع
 .تمثل السعر Pتمثل الكمية الدطلوبة و   Qdحيث 

  لو تم افتراض البيانات التالية لكل من السعر والكمية لسلعة ما.
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 ( العلاقة بين السعر والكمية2 - 2شكل )
  

لاحظ أن كلما زاد السعر قلت الكمية لشا جعل منحنى الطلب ينحدر من أعلى ي
 ، أي أن الدنحنى يمثل العلاقة العكسية بنٌ السعر والكمية.إلى أسفل من الشمال إلى الجنوب

  تمثلها العلاقة التالية: دالة العرضأما إذا كانت 
           

 

 تمثل السعر. Pتمثل الكمية الدعروضة،     حيث 
 لو تم افتراض البيانات التالية لكل من السعر والكمية لسلعة ما.

 
 

dP
   
   
   
   

 

P2 

P1 

 دالة الطلب

Qd 
Qd2  Qd
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 ( يمثل العلاقة بين السعر والكمية المعروضة2-2شكل )
 الدالة .درجة 

فيها أو في حالة ضرب متغنًين أو أكثر في لدتغنً ىي عبارة عن قيمة أعلى أس 
 الدالة فدرجتها ىي عبارة عن لرموع أسسهم فمثلًا .

 .           دالة من الدرجة الخامسة

 .                    دالة من الدرجة الثامنة

QS P
01 
05 
216
25 

 

2 

8 
6 

4 

01 05 21 25 

 P دالة عرض

Q 
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 . الدالة الخطية 1
ىي التي تكون درجة الدتغنً فيها الدرجة الأولى، وىناك نوعان، الأولى غنً مبتدئة من  .أ

 y= a + bxنقطة الأصل . 
 

  
 
 
 
 

 
 دالة خطية غير مبتدئة من نقطة الأصل (3-2شكل )

 
 :( 1)مثال 

         
 :الأرقام الآتية بفرضمثل ىذه الدالة بيانياً 

                    
 

                    
 
 

Y 

y= a + bx 

X 
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 الحل:
 
 
 
 
 
 
 دالة خطية مبتدئة من نقطة الأصل. .ب

      
  

 
 
 
 
 
 

 

 دالة خطية مبتدئة من نقطة الأصل (4-2شكل )
 

0 

3 

7 

5 

2 0 3 1 

Y 

X 

Y 

X 
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 :(3) مثال
 :إذا كانت 

       
 مثل ىذه الدالة بيانياً .

 :الحل 
                                         

               
 
 

 
 
 
 
  التربيعية. الدالة 2

 التاليةوتكتب على الصورة 
                   

 :بتطبيق القانون Y  للدالة التربيعية عندما تنعدم قيمة Xويمكن إيجاد قيمة 
 

        √      
  

  
 

Y 

4 
 
2 

2      0 
X 
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 : (1) مثال
 :إذا كانت الدالة من الدرجة الثانية كالآتي

             
 . Xأوجد قيمة 

 : الحل

252    cba 
 

         √        
   

       √      
 

  
 

        
 

  
 

2
1

4
2

4
35 �

 
�

 
��

 X ماإ 
 

2
4
8

4
35

� 
�

 
��

 X  أو  

 . الدالة التكعيبية 3
                         

 

ىي  بمعنى أنها ودالة الإنتاج الغلةوىي تمثل دالة الإنتاج وتمثل أيضاً قانون تناقص 
 والإنتاج.( بنٌ الدوارد الإنتاجية التقنيةالعلاقة الطبيعية )الفنية  أو 

                      
 حجم الإنتاج    حيث 
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nXX ,,.........1m  الدال عناصر الإنتاج أو موارد الإنتاج مثل الأرض والعمل ورأس
 والإدارة.

 
 

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (MP، الناتج الحدي AP، الناتج المتوسط TPدالة الانتاج )الناتج الكلي  (5-2شكل )
 

 

EP=1 

EP < 0 

 الدرحلة
 الاقتصادية

EP = 0 

EP <1 

І 
 

  

    

Ap 

mp 

Tp 

 Yالإنتاج 

EP   

  X 
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 . الدالة الأسية :4
من أشهر الدوال في الاقتصاد الزراعي وتسمى دالة كوب دوجلاس وتأخذ الصورة 

 الآتية:
                     وحيد  )عنصر انتاج(  مدخل حالة في -

 .تسمى مرونة الإنتاج   bمورد الإنتاج وXتمثل الإنتاج الكلي و  Yحيث 
     في حالة مدخلنٌ )عنصري إنتاج(  -

    
   

دلالة اقتصادية معينة فهي تشنً إلى الدرونة الإنتاجية   b   ،bوفي ىذه الدالة لـ 
12لدوردي الإنتاج  XوX  .على الترتيب 

 .وىناك علاقة بنٌ العائد للسلعة في الدالة الإنتاجية والدرونات الإنتاجية 
 يقال أن الدالة الإنتاجية ذات عائد متزايد للسعة .  b   +b   >0إذا كان 

        b   +b  <0 .يقال أن الدالة الإنتاجية ذات عائد متناقص للسعة 
        b   +b   =1 . يقال أن الدالة الإنتاجية ذات عائد ثابت للسعة 

 
                                                          

          
                
      

 ( دالة ذات عائد متزايد للسعة7-2شكل ) دالة ذات عائد متناقص للسعة (6 -2) شكل

 الإنتاج

 الدورد الدورد

 الإنتاج
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 دالة ذات عائد ثابت للسعة (8 -2)شكل    
   

 ما الفرق بين الدالة الإنتاجية لكوب دوجلاس والدالة التكعيبية للإنتاج ؟ : س
0    )     

    
   

2     )                      
  :يلاحظ أن الفرق بينهما كالآتي

الذي يمثل   Yالعلاقة بنٌ الدتغنً التابع يلاحظ أن دالة كوب دوجلاس  حالة في
أما في الدالة  ،كمية الإنتاج مع موردي إنتاج وأن أسس كل متغنً )مورد( تمثل مرونتو

وعنصر إنتاجي واحد مع فرض ثابت باقي العوامل )موارد الإنتاج(  Yالتكعيبية فالعلاقة بنٌ 
 . وسطىذه الدالة التكعيبية للإنتاج خارج قسمة الناتج الحدي على الناتج الدت فيوإن الدرونة 

 : (1) مثال
 :ىي لإنتاج لزصول زراعي تأخذ الشكل التالي إذا كانت الدالة

 الإنتاج

 الدورد
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فما ىي مرونة الإنتاج للعنصر الأول ومرونة الإنتاج للعنصر الثاني وما ىي دلالة 

 . الاقتصادية الدرونتنٌ
 :الحل

  1.6  العنصر الأول ىي الإنتاجية الجزئية رونةالد
   1.7  العنصر الثاني ىي الإنتاجية الجزئية رونةالد

6.07.03.1لمرونتنٌ = لالدلالة الاقتصادية  �  

 ?� 3.11 
أكبر  الإنتاجيتنٌ الجزئية ىذه الدالة ذات عائد متزايد للسعة لأن لرموع الدرونتنٌ ?

 . 0من 
 الإنتاج بعض الاشتقاقات الخاصة بدالة

 . الناتج الكلي 1
( ىو إجمالي الإنتاج الدتحصل عليو باستخدام الدوارد الإنتاجية في TPيرمز لو بالرمز )

 :وىناك طريقتنٌ لتقدير الناتج الكلي العملية الإنتاجية.
م أو راجيلو أما بطريقة الناتج الكمي )الفيزيقي( أي بالكميات توضح سواءً بالك

 بالقنطار أو بالطن .....الخ 
 .أو بطريقة الناتج القيمي )النقود(

 سعر الوحدة الدنتجة × = عدد الوحدات الدنتجة  القيميالناتج أي أنّ 
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 MP. الناتج الحدي 2
 .ىو معدل التغنً في كمية الإنتاج بالنسبة للتغنً في عنصر الإنتاج 

 .نتاج )الحديات تفاضل الكليات(ويعبر عنو رياضياً بالتفاضل الأول لدالة الإ
 .أو ىو ناتج الوحدة الأخنًة من عنصر الإنتاج 
      

  
 =   

  
 

 تمثل عنصر الإنتاج. X ىو الناتج الكلي و Yحيث 
  AP. الناتج المتوسط 3

ىو متوسط كمية الإنتاج ويمكن الحصول عليو رياضياً بقسمة الإنتاج الكلي على 
 .من عنصر الإنتاجالوحدات الدستخدمة 

 

     
 

  
 . المرونة الإنتاجية .4

 ىي خارج قسمة الناتج الحدي على الناتج الدتوسط .

AP
MPEP   

 ( بين موردي الإنتاجالتقني. معدل الاستبدال الحدي )معدل الإحلال 5
الناتج وىو سالب الديل وينتج من خارج قسمة الناتج الحدي للمورد الأول على 

 الحدي للمورد الثاني .
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 : (1) مثال
 Y =   +  .  X في الشكل الخطي وتمثلها العلاقة التالية الإنتاجية إذا كانت الدالة

 الدورد الإنتاجي الدستخدم . Xكمية الإنتاج،   Yحيث 
 :الجدول الآتي  بيانات الجدول التالي فأكمل

 

 عناصر الإنتاج
X 

 كمية
Y 

AP MP 
AP
MPEP   

0 6.5 6.5 0.5 1.2 

2 8.1 - 0.5 1.4 

3 - 3.2 - 1.5 

4 00.1 2.9 0.5 - 
 

وىي الدرحلة  من مراحل الإنتاج في الدرحلة الثانية الإنتاجية تكونالعملية فإن إذن 
 لأن الدرونة الإنتاجية أقل من الواحد الصحيح.الاقتصادية 

 منحنى الإنتاج المتماثل  -
التي تعطي    ،    ىو عبارة عن لستلف التولفيات من عنصري الإنتاج وليكن 

 نفس القدر من الإنتاج والذي يحدد استخدام أكبر أو أقل من الدورد الإنتاجي ىو الندرة.
فإذا كان نادراً مثل عنصر رأس الدال في الدول النامية فيستخدم بقدر قليل والعكس 
في الدول الدتقدمة بينما إذا كان الدورد الإنتاجي موجود بكثرة مثل الأيدي العاملة فيمكن 

 .وغنًىااستخدام كمية أكبر منو كما في الدول النامية مثل الذند والباكستان ومصر .....
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   مورد 

رد 
مو

   

 ̀   

  ̀̀̀   

 ̀ 
̀  

 ̀    ̀ 
̀    ̀̀̀   

Q 

 
 منحنى الناتج المتماثل( 9-2شكل )

 
 نقطة توازن المنتج

 .ىي النقطة التي يتماس عندىا خط التكاليف الدتساوي مع منحنى الناتج الدتماثل 
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 نقطة التوازن للمنتج (01 -2شكل )
 

 . الدالة اللوغارتيمية 5

XLogY   
 .يجب معرفتها تاللوغاريتماىناك ثلاثة قواننٌ ىامة في 

ALogBALog

BLogALogBALog

BLogALogABLog

B  

� 

� 

/ 

 خط التكاليف
 الدتساوي

 منحنى الناتج الدتماثل

   مورد 

   مورد 

 نقطة التوازن
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 .الطرفنٌ لوغاريتمإلى دالة خطية تأخذ  اللوغارتيميةولذا يمكن تحويل الدالة 
 :(1) مثال

 دالة خطية .حول الدالة الآسية الآتية إلى 
 

      
   

 

 :الحل
 يأخذ لوغاريتم الطرفنٌ

             
                

 

                    
 : (2) مثال

 .حول ىذه الدالة من دالة آسية إلى دالة خطية 
      

   
 :الحل

XLogLogYLog

XLogLogYLog

XLogYLog

XY

25

5

5

5

2

2

2

� 

� 

 

 

 

 :( 3) مثال
12بفرض أن الدالة الآسية الآتية لشثلة لدالة إنتاج مستخدماً موردي إنتاج  XوX 

 ولشثلة بالعلاقة التالية .
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 ل ىذه الدالة إلى دالة خطية .حوّ 
 الحل 

 بأخذ لوغاريتم الطرفنٌ 

      

 
    

 
                                 

 

          

 
    

 
                                Log 

 

                

 
          

 
      Log 

 

         
 
         

 
        Log 

 . الدالة العكسية 6
 إذا كانت :  (1مثال )

XY  .تساوي( في نفس الدعادلة  Xفإن الدالة العكسية )تعني فإن   �32
 :الحل

3
2

32
�

 ?

 �
YX

XY
 

 . الدالة الصريحة والدالة الضمنية7
 :الدالة الصريحة  -

 .الدتغنً الدستقل بدلالةىي التي يكون فيها الدتغنً التابع معرفاً 
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 :(1) مثال

10523

532

23

2

��� 

�� 

XXXY

XXY
 

 الدالة الضمنية :  -
 :كالآتي   ىيالدول الضمنية 

 :(1) مثال

103  � XYX 
 يمكن تحويل الدالة الضمنية إلى حالة صريحة .

X
XY 310 �

  

 المشتقة وقواعد التفاضل:
لا بد أولًا من التعرف على كل من الدتغنً الدستقل والدتغنً التابع فالدتغنً الدستقل ىو 
الدتغنً الذي يحدث فيو التغنً أولًا وتبعاً لذذا التغنً يحدث تغنً بدرجات لستلفة في الدتغنً 

كمتغنً تابع كما   Yكمتغنً مستقل والدتغنً   Xالتابع، ويمكن تمثيل العلاقة الدالية بنٌ الدتغنً 
 يلي:

 

Y = f (X) 
 X، فــإذا حــدث تغــنً طفيــف جــداً في  Xىــو دالــة للمتغــنً  Yوىــذا يعــني أن الدتغــنً 

ويسـمى بالدشـتقة، ويرمـز  ΔYمقـداره  Yفإن ذلك يتبعـو تغـنً في  ΔXيقترب من صفر مقداره 
 لو برموز لستلفة مثل:

ΔY/ ΔX = dY/dX = f ( ̀) =  ̀ 
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 الدشتقة، يتم تطبيق قواعد التفاضل وفيما يلي أىم ىذه القواعد.ولاستخراج قيمة 
 مشتقة الدالة المرفوعة إلى قوة: 

 إذا كانت الدالة على الشكل التالي:
Y = Xn 

 فإن مشتقتها ىي: 
 ̀= n Xn-  

 . مشتقة الدالة الخطية1
 إذا كانت 

bXaY r  
 

b                                فإن
dX
dY

r  

  :(1) مثال
 . لذا إذا كانت الدالة الآتية تمثل دالة إنتاج فأوجد قيمة الناتج الحدي

 

XY

XY

XY

4
15

12

32

� 

 

� 

 .دالة صريحة منطلقة من نقطة الأصل   

، حيث يمكن الحصول عليو من إجراء الدشتقة الأولى (MPإيجاد الناتج الحدي ) :المطلوب
 الإنتاج السابقة.لكل من دوال 
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4
1

12

3

�  c

  c

  c

dX
dYY

dX
dYY

dX
dYY

 

 . مشتقة مجموع دالتين 2
 لدشتقيهما.ىي المجموع الجبري 

 :(1) مثال
42 412 XXY �  

 Yأوجد 
 :الحل 

31624 XXY � c 
 . مشتقة حاصل ضرب دالتين : 3

 تفاضل الأولى .× + الثانية  تفاضل الثانية× الدالة الأولى = الدالة الأولى 
 : (1) مثال

  :إذا كانت الدالة ىي

� �523 4 � XXY 
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Yفأوجد  c  أو
dX
dY . أو معدل التغنً في ىذه الدالة 

 :الحل 

� � � � � � � �34 125223 XXXY �� c 
 

 . مشتقة خارج قسمة دالتين4

الدقام  تفاضل البسط البسط  تفاضل الدقام                             

( الدقام
 

)
 

 : (1) مثال
 :إذا كانت الدالة الآتية ىي 

223
25
X
XY

�
�

  

 . Yأوجد 
 :الحل

� � � � � � � �
� �22

2

23
425223

X
XXXY

�

���
  

 اللوغارتيمية.مشتقة الدالة 5

 :إذا كانت 

XLogY   
 :فإن



 
 

64 

X
Y 1
  

 .مشتقة الدالة الآسية 6
 :إذا كانت دالة الإنتاج لشثلة العلاقة 

34XY   
 : يمكن حسابو كالتاليفإن الناتج الحدي لذذه الدالة  ، ىو مورد الإنتاج X حيث

 

212X
dX
dY

   

 :. مشتقة دالة الدالة 7
                 :إذا كانت

� � � �XFuuFY   , 
 :فإن

� �XFY   
 : (1) مثال

,32               :إذا كانت 24 �  XuuY 
 

   :فأوجد
dX
dY 
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 :الحل

� � � � XuXu
dX
dY

dX
du

du
dy

dX
dY

33 1644

.

  

 

 

 .مشتقة من درجة أعلى 8
 الدالة على النحو التالي:إذا كانت 

 

0

48

3048

63024

6158

352

2

23

234

 ccccc

 cccc

� ccc

�� cc

�� c

�� 

Y

Y

XY

XXY

XXXY

XXXY

 

 : (1) مثال
12بفرض أن الدالة لدوردي إنتاج  XوX . لشثلة بالعلاقة الآتية 

      

 
    

 
   

 

12أوجد الناتج الحدي لكل من موردي إنتاج  XوX . 

 فإن  
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 :الحل
  
   

      (    
 
  

 
     ) (  

 
 )  

 
  
   

      (    

 
  ) ( 

 
   

 
     

)  
 

 : (2) مثال
أكتب الصيغة الرياضية لدالة الإنتاج الزراعي كوب دوجلاس لدوردي إنتاج ثم أشتق 
منها الناتج الحدي والناتج الدتوسط والدرونة الإنتاجية ثم بنٌ العلاقة بنٌ العائد على السعة في 

 ىذه الدالة ثم مثلو بيانياً، ثم أوجد معدل الإحلال الدتساوي )التقني( .
 الحل
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  عائد  السعة                        
 

       
   

        
      

   

   
    

      
 

 : (3) مثال
بقرة للتعرف على العلاقة بنٌ كمية  75في إحدى التجارب التي أجريت على 

العلف الأخضر ولتكن البرسيم و  1Xوالدقادير الدستخدمة من العلف الدركز   (Qالحليب )
أمكن الوصول للدالة الإنتاجية التالية التي تبنٌ كمية الحليب والدقادير 2Xالحجازي

12الدستخدمة من موردي الإنتاج   XوX . 
 

50.0
2

44.0
16.3 XXQ   

 أحسب 
12الإنتاجية الحدية لكل من موردي الإنتاج  - XوX. 
12لكل من  متوسط الإنتاج - XوX. 
12الدرونة الإنتاجية لكل من موردي الإنتاج  - XوX. 
 .لكل من الدوردين  التقنيمعدل الاستبدال  -
 .في ىذه الدالة  للسعةالعلاقة بنٌ العائد  -
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 :الحل
 

� � � �

� � � �150.0
2

44.0
1

2
2

50.0
2

144.0
1

1
1

50.06.3

44.0*6.3

�

�

 

  

XX
dX
dQMP

XX
dX
dQMP

 

                

                         

50.0
2

144.0
1

2
2

50.0
2

144.0
11

50.0
2

44.0
1

1
1

.6.3

.6.3

.6.3

XX
X
QAP

XXAP

X
XX

X
QAP

�

�

  

 

  

 

      

� � � �
� � � �

44.0

6.3
44.0*6.3

1

50.0
0

144.0
1

50.0
2

144.0
1

1

1
1

 

  �

�

EP

XX
XX

AP
MPEP

 
 

� � � �
� � � �150.0

2
44.0

1

150.0
2

44.0
1

2

2
2 6.3

50.06.3
�

�

  
FF

XX
AP
MPEP 

� � � �
� � � �150.0

2
44.0

1

50.0
2

144.0

2

2

2

50.06.3
44.0*6.3

50.0

�

��
 

�
 

 

XX
XX

MP
MPMRs

EP
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 :ىذه الدالة  فيالعلاقة بنٌ عائد السعة 
 

94.050.044.021  � �bb 
 % 01، بمعنى أن زيادة عنصري الإنتاج بنسبة ىذه دالة ذات عائد متناقص للسعة 

 . % 9.4يؤدي إلى زيادة الإنتاج بنسبة 
 التطبيقات الاقتصادية للمشتقات

 : (1) مثال
 :إذا كانت التكاليف الكلية لدصنع بالجماىنًية لشثلة في الدالة الآتية 

206012 23 ��� QQQTC 
 معادلة التكاليف الحدية.ف على التكاليف الثابتة والدتغنًة ثم أوجد تعرّ 

 :الحل
 :التكاليف الدتغنًة ىي 

20

6012 23

 

�� 

TFC

QQQTVC
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أما التكاليف الحدية فيمكن حسابها عن طريق المشتقة الأولى لدالة التكاليف  
 كالتالي:  

60243 2 ��  QQ
dQ

dTCMC 

 : (2) مثال
  :إذا كان منحنى الطلب السوقي لسلعة ما ىو

PQ 2100�  
 .(MRومعادلة الإيراد الحدي )  (TRأوجد معادلة الإيراد الكلي )

 :الحل

PQTR

QP

QP

PQ

 

� 

� 

� 

5.050

1002

2100

 

� �

Q
dQ
dTRRTMR

QQTR

QQTR

�   

� 

� 

50

5.050

5.050

2 
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 : (3) مثال
 :إذا كانت دالة التكاليف الكلية ىي 

32 5.02050200 QQQTc ���  
 TFC الثابتةوتعرف على دالة التكاليف  (MCأوجد معادلة التكاليف الحدية )

ثم أوجد متوسط التكاليف الدتغنًة ومتوسط  TVCوتعرف على دالة التكاليف الدتغنًة 
 التكاليف الثابتة ومتوسط التكاليف الكلية.

 الحل

21

32

2

32

1

2

2

32

5.02050200

5.02050200

5.02050

5.02050

200200

35.02050

200

5.14050

5.02050200

QQQATc

Q
QQQATC

QQAVC

Q
QQQAVC

Q
Q

AFC

QQQTVC

TFC

QQMc
dQ

dTC

QQQTC

��� 

���
 

�� 

��
 

  

�� 

 

��  

��� 

�

�
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 : (4) مثال
 بالجماىنًية ىي :ما إذا علمت أن دالة التكاليف لدنشأة 

32

3
210005000 QQQTC ��  

 .ىي إجمالي التكاليف الكلية TCو ىو الناتج  Qحيث 
  :المطلوب

  .دالة التكاليف الحدية ومعدل تغنًىا أشتق. 0
 .دالة التكاليف الدتوسطة أشتق. 2
 .MC دالة مع AVC دالة . حجم الإنتاج الذي يتساوى فيو3

 الحل
 

 
 متوسط التكاليف الكلية = متوسط التكاليف الدتغنًة لأنو في ىذا الدثال لا توجد تكاليف ثابتة.

AVCATC

QQATC

Q
QQQ

QTCATC

QCM

QQMC

 

�� 

��
  

�� 

�� 

2

3
3
2

2

3
210005000

210005000
/

42000

220005000
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0
3
41000

220005000
3
210005000

220005000

3
210005000

2

22

2

2

 �

�� ��

 

�� 

�� 

QQ

QQQQ

MCAVC

QQMC

QQAVC

 

 

 : Qبقسمة الطرفنٌ على 

Q
3
41000   

 

750

4
3000

4
31000

 

 
u

 

Q

Q

 

 وىي تمثل الحجم الدثل للإنتاج.
 : (5) مثال

التكاليف الحدية دالة  عنده تتساويحدد حجم الإنتاج لدنشأة ما بالجماىنًية الذي 
 ، ثم احسب ميل دالة التكاليف الدتوسطة عند ذلك الحجم،متوسط التكاليف الدتغنًةدالة و 

 على النحو التالي: التكاليف الكلية للمنشأة ىي دالة علماً بأن
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32615 QQQTC ��  
 .ىو الناتج  Qحيث 

 :الحل 

2

32

2

32

615

615

31215

615

QQAVC

QQQTVC

QQMC

QQQTC

�� 

�� 

�� 

�� 

 

يتحقق حجم الإنتاج الأمثل عندما تتساوى دالة التكاليف الحدية مع دالة متوسط 
 التكاليف الدتغنًة كالتالي: 

0)3(2

026

31215615

2

22

 �

 �

�� ��

 

QQ

QQ

QQQQ

MCAVC

 

    = صفر أو  Qإما 

 وحدات فإن ذلك يعبر عن الحجم الأمثل لو . 3أي عندما يصل الإنتاج إلى   
ميل دالة التكاليف الدتغنًة عند الحجم الأمثل للانتاج  
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 الثانيتمارين على الفصل 

 ( أوجد مشتقة كل من الدوال التالية : 1)
Y =  X  +   X  -  X  

 

    √       ⁄  
 

   √        ⁄  
    +  Y = X +   X( إذا كانت 2)

 .    = Xعندما Yأوجد قيمة  
                   إذا كانت الدالة من الدرجة الثانية كالآتي .( 3)

 . Xأوجد قيمة  
نفرض أن الدالة الآسية الآتية ممثلة لدالة إنتاج مستخدماً موردي إنتاج ( 4)

12 XوX ولشثلة بالعلاقة التالية     :Y =     
  ⁄    

  ⁄ 

 حول ىذه الدالة إلى دالة خطية .                
 إذا كانت الدالة الآتية تمثل دالة إنتاج فأوجد قيمة الناتج الحدي .( 5)

Y =   +   X 
 ( أوجد مشتقة كل من الدوال التالية:6)

      
 

        ⁄  
 

    √   
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      ⁄   
 التالية:( أوجد مشتقة كل من الدوال 7) 

     
 

  √    
 
 

 

   
  

  
 ( أوجد مشتقة كل من الدوال التالية 8)

        
 

   
  √ 

     
 (  أوجد مشتقة كل من الدوال التالية : 9)

Y =  X /  (X  +  X)  
 

Y = (X-  -   )X                 
 

Y = (X  +  X)(X-  +  )  
 أوجد مشتقة كل من الدوال التالية :  (14)

    

   
       

 

     ⁄
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 أوجد مشتقة كل من الدوال التالية : (11)
 

  Y = (X  +  X +   )  
 

Y = (  +  X  + X ) /  
 
بقرة للتعرف على العلاقة بنٌ كمية الحليب  91في إحدى التجارب التي أجريت على ( 12)
(Q)   1والدقادير الدستخدمة من العلف الدركزX  العلف الأخضر ولتكن البرسيم الحجازي

2X أمكن الوصول للدالة الإنتاجية التالية التي تبنٌ كمية الحليب والدقادير الدستخدمة من
12موردي الإنتاج   XوX . 

        
          

     
 أحسب 

12الإنتاجية الحدية لكل من موردي الإنتاج  - XوX. 
12الإنتاجية الدتوسطة لكل من  - XوX. 
12الدرونة الإنتاجية لكل من موردي الإنتاج  - XوX. 
 .معدل الاستبدال التكنولوجي لكل من الدوردين  -
 .العلاقة بنٌ العائد للسلعة في ىذه الدالة  -
 ( اعتبر الدالة الثانية دالة إنتاج زراعي 13)

5.0
2

3.0
1 .2 XXY   
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12 تمثل كمية الإنتاج ، yحيث  XوX  هما موردي العمل ورأس الدال فأوجد
معدل تغنً كمية الناتج بالنسبة لكل من موردين ومرونة الإنتاج لكل منها والعلاقة بنٌ العائد 

 .التقنيللسعة لذذه الدالة ثم أوجد معدل الاستبدال 
 ( إذا علمت أن دالة التكاليف المنشأة بالجماهيرية هي :14) 

TC =     Q  +     Q  +  . Q  
 ىو الناتج الدطلوب  Qحيث 

  .. أشتق دالة التكاليف الحدية ومعدل تغنًىا0
 .. أشتق دالة التكاليف الدتوسطة2
 .MCمع  AVC. عدد حجم الإنتاج الذي يتساوى فيو 3
التكاليف الحدية  دالة حدد حجم الإنتاج لدنشأة ما بالجماىنًية الذي تتساوى عنده( 15)
 :الدتغنًة علماً بأن التكاليف الكلية للمنشأة ىيمتوسط التكاليف دالة و 

TC =    Q  +   Q  + Q  
 ىو الناتج ثم احسب ميل دالة التكاليف الدتوسطة عند ذلك الحجم . Qحيث 

 ( إذا كانت دالة التكاليف الكلية هي : 16) 
TC =     +   Q +   Q  +  .  Q   

x ( أوجد معادلة التكاليف الحديةMC)  . 
x  أوجد على دالة التكاليف الثانيةTFC . 
x  أوجد على دالة التكاليف الدتغنًةTVC. 
x متوسط التكاليف الدتغنًة ومتوسط التكاليف الثابتة ومتوسط  دالة كل من أوجد

 التكاليف الكلية.



 
 
 
 
 
 

  

 

 الفصل الثالث
 المصفوفات وتطبيقاتكا الاقتصادية
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 الفصل الثالث
  المصفوفات وتطبيقاتكا الاقتصادية

 
 المحددات

 : 2×2مفكوك المحدد من الرتبة 
حاصل  –= حاصل ضرب عناصر القطر الرئيسي  2×2 الرتبةمفكوك المحدد من  

 ضرب عناصر القطر الثانوي 
 : (1) مثال

 أوجد مفكوك المحدد 
                =

3
5      

6
2 

 الحل :
24-  =33- 6  =

3
5      

6
2 

 : 3×3مفكوك المحدد الرتبة الثالثة 
بطريقة الأسهم = حاصل ضرب وجمع الأقطار  3×3مفكوك المحدد من الرتبة 

 الرئيسية مطروحاً منو حاصل ضرب وجمع الأقطار الفرعية .
 أوجد مفكوك المحدد التالي  : (1) مثال

2
1
3

      
3
2
2

      
6
5
1
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 :الحل 
 .بالطريقة الأولى : )طريقة الأسهم(

                                                � � � �2033645124 ����� ' 
  

                                                  
3
2
2

      
6
5
1

    
2
1
3

    
3
2
2

     
6
5
1

 

 

5961� ' 
2 ' 

 
إذا تم اختيار الصف الأول لغرض حساب المحدد فأن الإشارات بالطريقة الثانية : )الطريقة العامة( :  

المحدد المرافق لو بعد إلغاء  فيالصف الأول  في، +( وضرب الرقم الأول  -)+ ،  ىيالجبرية التبادلية 
 منو الرقم وكذلك العمود ونستمر بنفس الطريقة مع بقيو أرقام الصف الأول . الذيالصف 

 المثال السابق بالطريقة العامة : فيدد أوجد مفكوك المح:  ( 2) مثال
    

 
3
2      

6
5 +    

2
1      

6
5  2-

2
1      

3
2 1 =Δ 

 (  - ) -   (  - ) +   (  -  ) 1 =Δ 

45 
12 

4 22 
3 

36 



 

 
 

79 

  -    +    1 =Δ 
           

 :  مثال
 بالطريقتين  تيأوجد مفكوك المحدد الآ

1
1
2

      
1
3
1

      
3
1
1

 

 الطريقة الأولى : 
 الحل

 

     
1
3
1

      
3
1
1

  
1
1
2

      
1
3
1

      
3
1
1

 

 
 ( + + ) - ( + +  ) =   -    = -    =Δ 

 الطريقة الثانية :
  

 1
1
2

      
1
3
1

      
3
1
1
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 :الحل
 

1
3      

3
1 2+   

1
1      

3
1  1-

1
1      

1
3 1 =Δ 

 

 (  - ) -   ( - ) +   ( - ) =  + -  = -   1 =Δ 

 : (4) مثال
  :بالطريقتين الآتيأوجد مفكوك المحدد 

1
1

2�
      

1
3
1�

      
3
1
1�

 

  الطريقة الأولى 
   

1
3
1�

      
3
1

1�
   

1
1

2�
      

1
3
1�

     
3
1

1�
 

 

{ (- ) +  (- ) + (- )} - {(-  +(- )+(- )} = -  +( -  ) = -    =Δ 
 الطريقة الثانية :

1
1
2

      
1
3
1

      
3
1
1

 

 

1
3      

3
1 + (  )   

1
1      

3
1  (1- )-

1
1      

1
3 1 =Δ 
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(  - ) -   ( - ) +   ( - ) =  + -  = -   1 =Δ 

 جمع المصفوفات :
نفس الرتبة ويتم الجمع بإضافة كل عنصر  فييتم جمع المصفوفات إذا كانت 

 على العنصر المناظر لو في المصفوفة الأخرى أي يتم جمع المصفوفات من نفس الرتبة .
 : (1) مثال

 جمع المصفوفتين الآتيتين :أوجد حاصل 
 :الحل

 

»
¼

º
12
9    «

¬

ª
9
6 =»

¼

º
8
7     «

¬

ª
6
5 +»

¼

º
4
2     «

¬

ª
3
1 

 
 : (2) مثال

 أوجد حاصل جمع المصفوفتين الآتيتين :
 :الحل

 

»
¼

º
2
5     «

¬

ª
4
3+

»
»
»

¼

º�

3

2
     

6

1
    

«
«
«

¬

ª

2

1
 

 
 .لا يتم الجمع لأنهما ليس من نفس الرتبة 

2x2 2x2 2x2 

2x3 2x2 
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 طرح المصفوفات 
 يتم الطرح مع تطبيق نفس شروط الجمع .

 : (1) مثال
 حاصل طرح المصفوفتين الآتيتين .أوجد 

 الحل

»
¼

º
4
4    «

¬

ª
4
4  =»

¼

º
4
2     «

¬

ª
3
1  - »

¼

º
8
6     «

¬

ª
7
5 

 
 ضرب المصفوفات 

 ضرب مصفوفتين ىو :ىناك شرط أساسي لكي يصلح 
وىو الشرط وتكون تساوي أعمدة المصفوفة الأولى مع عدد صفوف المصفوفة الثانية 

   الثانية النتيجة مصفوفة من رتبة عدد صفوف الأولى وعدد أعمدة المصفوفة
 ( :1)مثال 

 أوجد حاصل ضرب المصفوفتين الآتيتين :

»
»
»

¼

º

8

6
     

«
«
«

¬

ª

7

1
  

»
»
»

¼

º

5

3
     

«
«
«

¬

ª

4

2
 

 

2×2  2×2 2×2  

2×2  2×2  
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 :الحل
 

[
  

  
] [
  

  
]   [

[       ]        [       ]

[       ]          [       ] 
]  

 
 
 

»
¼

º
64
36    «

¬

ª
39
23   = 

  (:2) مثال
 أوجد حاصل ضرب المصفوفتين الآتيتين .

»
»
»

¼

º

0
4
1

     
1
3
0

      
0
2
2

      
«
«
«

¬

ª

2
0
1

   »
¼

º
0
1     

2
3     «

¬

ª
1
2 

                                         
 

 

  :الحل
[
[(   )  (   )  (   )]  [(   )  (   )  (   )]  [(   )  (   )  (   )]  [(   )  (   )  (   )]

[(   )  (   )  (   )]  [(   )  (   )  (   )]  [(   )  (   )  (   )]  [(   )  (   )  (   )]
]  

 

2×2  2×2  
  ص  × ع  ص× ع      

 الشرط
 

 النتيجة

4×3  3×2  

 الشرط
 

 النتيجة



 

 
 

84 

 [
       

    
]  

 
 أوجد حاصل ضرب المصفوفتين الآتيتين ::  (3) مثال

 

»
»
»

¼

º

1
1
2

      
1
3
1

      
«
«
«

¬

ª

2
1
1

  ×»
¼

º
1
3     «

¬

ª
2
1 

 
 
 

المصفوفة الأولى بها عمودين  الضرب لأنالمسألة غير صحيحة بالنسبة لعملية 
أي لا يتوفر فيها شرط  (2z3) وصفين والمصفوفة الثانية بها ثلاثة أعمدة وثلاثة صفوف

 ضرب المصفوفتين .
  : (4) مثال

]إذا كانت    
 
 
 
 

]  A =   ،[          ]  =B 

 ؟وماذا تستنتج  AB  ،BAأوجد ناتج 
 

4×2 

 الشرط 3×3 2×2
 
 

 النتيجة
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 :الحل
 

[
 
 
 
 

]  [          ]     AB =  

 
 
 

»
»
»
»

¼

º

5
0
10
5

   
1
0
2
1

     
4
0
8
4

    
«
«
«
«

¬

ª

3
0
6
3

 =AB  

 

> @16  => @5083 ���  =[
 
 
 
 

]    [          ]   BA = 

 
  

 
 .يستنتج أن عملية ضرب المصفوفات عملية غير تبديلية 

 
 

4×1 1×4 
 الشرط
 

 النتيجة

1×4 4×1 
 الشرط
 

 النتيجة
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 معكوس المصفوفات
 :  2×2كيفية إيجاد معكوس المصفوفة من الرتبة 

 :  ييتم ذلك كما يل
 إيجاد محدد المصفوفة .( 1)

وتغير إشارة عناصر القطر  يإيجاد مصفوفة المرافقات وذلك بعكس عناصر القطر الرئيس( 2)
 . يالفرع

مصفوفة المرافقات فيتم الحصول على  لقيمة المحدد في يتم ضرب المعكوس الضربي( 3)
 . 2×2معكوس المصفوفة من الرتبة 

معكوسها فيتم الحصول على مصفوفة  للتحقيق من صحة الحل يتم ضرب المصفوفة في( 4)
 .  -I = AA : أي الوحدة

 ( :1)مثال 
 معكوس المصفوفة الآتية .أوجد 

 
3
6
º
»
¼

    2
5

ª
«
¬

 

 الحل
    '=  12- 15=  -3. إيجاد المحدد كالتالي :                1
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بتبديل عناصر القطر  2×2يتم إيجاد مصفوفة المرافقات في حالة المصفوفة من الرتبة  . 2
  و تغير إشارتي القطر النوعي. الرئيسي ومتغيرات عناصر القطر الفرعي

 ̀   *    
   +  
 

3                                    .   =  
 
  ̀ 

 

4                                 .     
  
 [
   
   

]  
 

     [

 
  

  
  

  
  

 
  

]  

 . 2×2ىذه ىي معكوس المصفوفة 
لتحقيق صحة الحل يتم ضرب المصفوفة الأساسية في معكوسها لتعطي مصفوفة 

 الوحدة.

»
¼

º
1
0     «

¬

ª
0
1 

 : (2) مثال
 :أوجد معكوس المصفوفة الآتية في خطوة واحدة 

»
¼

º
30
4     «

¬

ª
5
1 

 



 

 
 

88 

 :الحل
13 =23 – 33  =' 

 

     [

  
  

  
  

  
  

 
  

]  
 

  3×  3معكوس المصفوفة من الرتبة 
 كالآتي .  3×3يتم إيجاد معكوس المصفوفة من الرتبة 

 .. إيجاد قيمة المحدد1
 .. إيجاد مصفوف المرفقات 2
 .. إيجاد محورة )محولة( المصفوفة 3

في  محولة المصفوفة ضرب. 4
'
 3×3فيكون الناتج ىو معكوس المصفوفة من الرتبة  1

 ، يتم ضرب المصفوفة في معكوسها للحصول على مصفوفة الوحدة.وللتأكد من صحة الحل
 

0
0
1

º
»
»
»¼

      
0
1
0

      � � � �1

1
0
0

�

ª
«$ $  ,  «
«¬

 

 : (1) مثال
 :أوجد معكوس المصفوفة الآتية 
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[
 
 
 
 
    

    

    ]
 
 
 
 

  

 :الحل
 إيجاد محدد المصفوفة بالطريقة العامة :

  

    |   
   

|   ( ) |  
   

|   (  ) |   
  

|  
 

 

(  - ) -   (- - ) -   ( + ) = - +  -  = -  1  =Δ 
 الطريقة الأخرى :

 
 

|
|

       

           

    

|
|

       

       

       

  

 
3-  =3 – 3 -  =' 

 القطر الرئيسي الفرعيالقطر 

6- 1 1 4-   3 



 

 
 

92 

[
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 |
   

   
|   |

  

   
|    |

   

  
|

|
      

   
|  |

   

   
|    |  

   

  
|

  |
   

   
|   |

   

  
|   |

  

   
|

  

]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

 ̀  

[
 
 
 
 
    

      

     ]
 
 
 
 

  

 :المصفوفة المحورة

[
 
 
 
 
     

     

     ]
 
 
 
 

  

 

       
 
 

[
 
 
 
 
     

     

     ]
 
 
 
 
  

[
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

  
 

 
 
 

  
 

 
 
 ]
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[
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 

  
 

 
 
 

  
 

 
 
 ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
    

    

    ]
 
 
 
 
  

[
 
 
 
 
   

   

   ]
 
 
 
 

  

 

 حل المعادلات باستخدام المصفوفات
 : (1) مثال

 حل المعادلتين الآتيتين باستخدام المصفوفات : 

1 23 5 19X X�   

1 26 7 4X X�   
 الحل

المصفوفات ثم تكتب ا بطريقة ميجب أن يتم وضع المعادلتين في الصورة النموذجية له
 المعادلتين في صورة مصفوفات بالشكل الآتي .

 مصفوفة المجاىيل .× مصفوفة الحدود المطلقة = مصفوفة المعاملات 

[
  

  
] [
  

   
]   [

  

 
]  

 

51 -  =33 – 21 -  =' 
 معكوس مصفوف المعاملات  = مصفوف المجاىيل× مصفوفة الحدود المطلقة 
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[
  

  
] [

  
   

  
   

  
   

 
   

]   [
  

 
]  

 

[
  

  
] [

 
  

 
  

 
  

 
  

]   [
  

 
]  

 

[
  

  
] [

 
  

 
  

 
  

 
   

]   [
  

 
]  

 

[
  

  
] [
(  
  
)  (  )   (  

  
)  ( )

(  
  
)  (  )   (  

   
)  ( )

]   [

      
  

      
  

]  
 

  3 =X       2=X  
 ض في إحدى المعادلتين ولتكن المعادلةيعو يتم التللتأكد من صحة الحل 

 .1 رقم
19 = X 5 + X 3 
�  2 = X     3 =X  
19 ( =2( )5( + )3( )3) 

19  =13   +9 
 .الحل صحيح  ?
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 : (2) مثال
 .الآتية باستخدام المصفوفات وتحقق من صحة الحل  تحل المعادلا

1 2 3 2

3 5 3

5 12 8

X Y

Y X

X Y

� � =  

� � =  

� � =  

 

 الحل
1 2 3 2

5 3

5 12 8

X Y

X Y

X Y

� � =  

� � =  

� � =  

 

 
 .مصفوفة المجاىيل× المطلقة = مصفوفة المعاملات مصفوفة الحدود 

 

[
 
 
 
 
 

 

 ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
   

   

    ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

 

 ]
 
 
 
 

  

 

 .معكوس مصفوفة المعاملات = مصفوفة المجاىيل × مصفوفة الحدود المطلقة 
C  ×A-  =X 
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[
 
 
 
 
 

 

 ]
 
 
 
 
  

[
 
 
 
 
   

   

    ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

 

 ]
 
 
 
 

  

 
  

    |
   
   
    

| |
   
   
    

|  

                    
(24+25+9)-(15+13+36 =)∆ 

 

3  =58 –  61  =  
 

[
 
 
 
 
 |
  
   |  |  

   |  |  
  |

|  
   |  |  

   |  |  
  |

|     
  |  |    

  |  |  
  |]

 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
     

     

    ]
 
 
 
 

  

 المصفوفة المحورة
 

[
 
 
 
 
     

     

    ]
 
 
 
 

  

3×3 1×3 1×3 

15 13 36 9 25 24 
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[
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[
 
 
 
 
 
  

 ⁄
  

 ⁄
 
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄

  
 ⁄

 
 ⁄ ]
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 

 

 ]
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 

 

 ]
 
 
 
 
  

[
 
 
 
 
 

 

(   ⁄ ) ( )  (   ⁄ )( )  (    ⁄ )( )

(   ⁄ )(  )  (    ⁄ )( )  (   ⁄ )( )

(      ⁄ ) ( )  (   ⁄ )( )  (     ⁄ )( )]
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 ]
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[
 
 
 
 
   

 

 ]
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للتأكد من صحة الحل وذلك بالقيم التي تم الحصول المعادلات  ىبالتعويض في إحد
 عليها.

 

 .الحل صحيح ?
 الحل بطريقة كريمر : 

X +  Y +  Z =  
 

X + Y +  Z =  
 

X +  Y +   Z =  

| |  |
|

   

   

    

|
|   |

  

   
|   |

  

   
|   |

  

  
|  

       

| |             
 

| |  |
|

   

   

    

|
|   |

  

   
|   |

  

   
|   |

  

  
|  

 

|  |   (  )   (     )   (     )  
 

|  |             

2 3 2

1 2 1 3 1 2

1 2 3 2

X Y� � =  

� u � u  

� �  



 

 
 

97 

 

  |  |
| |
  
 
    

 

 .لمثال السابق با كماعلى نفس النتائج   ويتم الحصول Y  ،Z قيمتحسب و بالمثل 
 

  |  |
| |
  
 
     

 

  |  |
| |
  
 
    

 :(3) مثال
وسعر   Yتبين المعادلات التالية التوازن السلعي والنقدي بدلالة الدخل القومي 

 .Rالفائدة 
0.3 100 252

0.23 200 176

Y R

Y R

�  

�  
 

 

 باستخدام المصفوفات .  (y  ،Rأوجد قيمة )
 الحل

0.3 100 252

0.23 200 176

Y R

Y R

�  

�  
 

 

[
 

 
]   [

      

        
]   [

   

   
]  

 

832360 � �� ' 
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[
 

 
]   [

    
   

    
   

     
   

   
   

] [
   

   
]  

 

[
 

 
]   [

           
  

          
  

]   

 

[
 

 
]   [

     
  

       
  

]   

 

[
 

 
]   [

       

     
]   

 :(4) مثال
 لإنتاج وحدة واحدة من الفحم فإن صناعة الفحم تستخدم 
 
 وحددة مدن الفحدم ،  

 
 

 وحدة من الكهرباء وإنتاج وحدة واحدة من الكهرباء تستخدم صناعة الكهربداء 
  
وحددة مدن  

 13الكهربددداء وإذا كدددان الطلدددب النهدددائي في سدددنة إنتاجهدددا مدددن الفحدددم والكهربددداء علدددى التدددوالي 
وحددددة في الكميدددات الدددتي يجدددب إنتاجهدددا مدددن الفحدددم والكهربددداء لتغطيدددة الطلدددب  15وحددددات، 

 النهائي.
 الحل :

 .   نفرض أن الكهرباء يرمز لو بالرمز و     نفرض أن الفحم يرمز لو بالرمز 



 

 
 

99 

1 2

1 2

1 1 10
6 3

1 1 15
2 12

X X

X X

�  

�  

 

[
  

  
] [

 
 

 
 

 
 

 
  

]  [
  

  
]  

 

1 1 1 1 1 1 1 12 11* *
6 12 2 3 72 6 72 72

� �§ · § ·'  �  �   ¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹
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[
  

  
]   [

(  
  
) (   

  
) (  

 
) (   

   
)

(  
 
) (   

   
) ( 

 
) (   

   
)
] [
  

  
]  

 

[
  

  
]   [

  
  

  
  

  
  

   
  

] [
  

  
]  

 

[
  

  
]   [

   
  
       

  

   
  
       

  

] [
  

  
]  

 

X =27.27           X         
 

 

 :التحقيق
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1 2
1 1 10
6 3

X X�   

� � � � 1036.16
3
127.27

6
1

 ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

 

1045.555.4  � 
 الحل صحيح. ?

 :(5) مثال
إذا كان للنشاط الاقتصادي في دولة ما يتكون من ثلاثة صناعات وكانت مصفوفة 

 المعاملات لإنتاج الصناعات الثلاثة ىي:

»
»
»

¼

º

2.0
3.0
2.0

   
5.0
1.0
3.0

    
«
«
«

¬

ª
 $

3.0
4.0
2.0

 

 وإذا كان الطلب النهائي للسلع الثلاث ىي :

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

210
200
150

F 

 المطلوب تحديد حجم الإنتاج من السلع الثلاث لتغطية الطلب في ىذه الدولة.
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 الحل بطريقة كريمر : 

| |  |
|

         

         

         

|
|  

 

| |     |
      

      
|     |

      

      
|     |

      

      
|         

 

    |  |  |
|

         

         

         

|
|  

 

|  |     |
      

      
|     |

      

      
|     |

      

      
|  

 
|  |                      

 

   
|  |
| |
    
     

        
 

    |  |  |
|

         

         

         

|
|  
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|  |     |
      

      
|     |

      

      
|     |

      

      
|  

 
|  |                    

 

   
|  |
| |
    
     

         
 

    |  |  |
|

         

         

         

|
|  

 

|  |     |
      

      
|     |

      

      
|     |

      

      
|  

 
|  |                      

 
   

|  |
| |
    
     

         
 

    293.9الصناعة الأولى =  فيحجم الإنتاج اللازم 
    154.6الصناعة الثانية =  فيحجم الإنتاج اللازم 
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    227.3الصناعة الثالثة =  فيحجم الإنتاج اللازم 
أحسب الأسعار التوازنية المشتقة من دوال العرض والطلب لثلاث سلع في :  (6) مثال

 النماذج التالية:
1 2 3

2 1 3

3 1 2

4 2 2 50

3 2 2 20

2 2 35 0

P P P

P P P

P P P

� �  

� �  

� � �  

 

 الحل :

3522

20232

50224

321

321

321

 ��

 ���

 ��

PPP

PPP

PPP

 

[
 
 
 
 
  

  

  ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
    

     

    ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
  

  

  ]
 
 
 
 

  

 

    |
|

    

     

    

|
|
|
|

    

     

    

|
|  

 8 4 24 6 8 16 
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  (      )  (      )  
 

           
 

[
 
 
 
 
 
 
 
   |

   

   
|   |

    

  
|   |

   

   
|

 |
      

   
|   |

       

  
|   |

     

   
|

  | 
   

   
|   |

    

    
|   |

   

   
|
]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
   

   

    ]
 
 
 
 

  

 

  :     المصفوفة المحورة

[
 
 
 
 
    

   

   ]
 
 
 
 

  

 

[
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  ]
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) (  )                 (   

 
) (  )
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) (  )   ( 

 
) (  )  ( 

 
) (  )

(  
 
) (  )   ( 

 
) (  )  (  

 
) (  ) ]

 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
  

  

  ]
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 

 

      
 

           
 

          
 ]

 
 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 
 
  

  

  ]
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 

 

  

  

  ]
 
 
 
 
 

  

 

1 2 35 60 75P P P?     
 :التحقيق 
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� �� � � � � �

1 2 34 2 2 50

4 5 2 60 2 75 50

20 120 150 50

100 150 50

P P P� �  

� �  

� �  

� �  

 

 

 الحل صحيح ?
 باستخدام المصفوفات  القوميحل نماذج الدخل 

 :  التاليباستخدام المصفوفات من خلال النموذج  ييمكن حل نماذج الدخل القوم
Y = C + I  + G  + ( X  - M ) 

 : الاستهلاك  C    القومي: الدخل  Yحيث 
I   : الاستثمارG                      الحكومي: الإنفاق 

X  الصادرات : M           الاستيراد : 
Y - C = I  + G  + ( X  - M ) ......( ) 

 فتمثلها المعادلة التالية :  القوميأما علاقة الاستهلاك بالدخل 
C = a + bYd 

:   b )أو الاستهلاك المستقل عن الدخل( : تمثل الحد الأدنى للاستهلاك aحيث 
 للاستهلاك الحديالميل 

Yd    : : الدخل المتاح ويمكن الحصول علية من المعادلة التالية 
Yd = Y - T  

 أن :  أي
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C = a + b(Y - T) 
 

C = a + bY - bT  
 

 by + C + b T = a............( ) –   
 تمثل الضرائب وترتبط بالدخل من خلال المعادلة التالية :  Tحيث 

 

T = e -tY  
 

 تمثل الحد الأدنى للضرائب  eحيث 
T = e............( )–tY  

 تمثل نسبة الضريبة  tحيث 
( متغديرات خارجيدة تتحددد مدن خدارج   M  , X  , G  , Iوإذا افدضض أن كدل مدن ) 

 :   يليالنموذج فإنو يمكن كتابة المعادلات الثلاث كما 
 

Y - C +    = I  + G  + ( X  - M )  
 

by + C + b T = a – 
 

 + T = e 3 +tY  - 
 

مددن خددلال  القددوميحددل نمددوذج الدددخل  فيويمكددن توضدديح كيفيددة تطبيددق قاعدددة كريمددر 
 .التاليالمثال 
 وضح كيفية تطبيق قاعدة كريمر في حل نموذج الدخل القومي التالي: (:1مثال )

Y = C + I  + G  
 

C =    +  .  ( Y - T ) 
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T =    +  .  Y 
 

I  =    , G  =     
 Y , C , Tإيجاد قيمة كل من :  المطلوب

 :الحل 
Y = C +    +                                                

 
Y - C  =   ...............................................( ) 

 

C =    +  .  (Y – T)                                       
 

0.9Y + C +  . T =   ……………..………...( ) 
  

- 0.2Y + T =   …………..…………..………...( ) 
 .|  |، |  |، |  |ولغرض استخراج القيم التوازنية نكون المحددات 

 

Y – C +   =    
 

-  . Y + C –  . T =     
 

-  . Y +   + T =    
 

    | |  |
|

    

        

      

|
|        
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    |  |  |
|

     

      

    

|
|       

 

    |  |  |
|

    

         

       

|
|         

 

    |  |  |
|

     

       

       

|
|         

 

 ̅  |  |
| |
    
    

      
 

 ̅ =     
 

 ̅  |  |
| |
      

    
      

 

 ̅  |  |
| |
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 تمارين على الفصل الثالث

 أوجد حاصل جمع المصفوفتين الآتيتين .( 1)

 
|  
  |  |

  
  |  

 
 

 أوجد مفكوك المحدد التالي  (2)

[
 
 
 
 
   

   

   ]
 
 
 
 
  

 
 

 كما يلي .  C,B,A( إذا كانت المصفوفات 3)
 

      »
¼

º
6
4 «

¬

ª
�

 
1

0
C             »

¼

º
5
1    «

¬

ª
 

0
4

B          »
¼

º
3
2  «

¬

ª
�

 $
1

3 

 
 

23  � kh 
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 المطلوب إثبات أن:     
 

         

 

 :إذا كان منحنى الطلب والعرض لسلعة ما هو  (4) 

PQ

PQ

2.050

5.0100

�� 

� 
 

 المطلوب :
من المنحنيين يمثل العرض وأيهما الطلب ثم إيجاد الكميات التوازنية والسعر  أي 

 التوازني باستخدام نظام المصفوفات.
 

� � � �

� �

� � � �

� �

� � � �

� �

1.

2.

3.

4.

5.

6.

B C A B C

K h C KC hC

A B C A BC

K B C KB KC

K B C KB C

A B C AB Ac

$� �  � �

�  �

 

�  �

 

�  �



 

 
 

112 

من ثلاث سلع علماً بأن  المكوّن ( أحسب الأسعار التوازنية في النموذج التالي5) 
 دوال العرض والطلب لكل منها كما يلي :

                    
 

            
 

                   
 

            
 

                  
 

           
 

 :  القوميالتالية عن نموذج الدخل ( إذا توافرت لديك البيانات 6)  
Y = C + I  + G  

 

C =    +  .  ( Y - T ) 
 

T =    +  .  Y 
 

I  =         ,     G  =     
 

 حل ىذا النموذج ؟ فيوضح كيفية تطبيق قاعدة كريمر 
إذا كان للنشاط الاقتصادي في دولة ما يتكون من ثلاثة صناعات وكانت مصفوفة (7) 

 المعاملات لإنتاج الصناعات الثلاثة هي :
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[
 
 
 
 
       

       

         ]
 
 
 
 

  

 
 وإذا كان الطلب النهائي للسلع الثلاث ىي :

D = 

[
 
 
 
 
   

   

   ]
 
 
 
 

 

 
تحديد حجم الإنتاج من السلع الثلاث لتغطية الطلب في ىذه الدولة بطريقة   :المطلوب

 كريمر.
  



 

            
 
 
 
 

 
  

  

 
 الفصل الرابع

 النهايات العظمى والصغرى )التعظيم و التدنية(
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 الفصل الرابع
 النهايات العظمى والصغرى )التعظيم و التدنية(

 

من أىم الافتراضات في النظرية الاقتصادية ىو فرض تعظيم التصرفات الإيجابية على 
والكلى وكذلك تدنية التصرفات السلبية مما يساعد على شرح سلوؾ  الجزئيالدستوى 

الوحدات الاقتصادية في المجتمع فالوحدات الاقتصادية الدختلفة براوؿ الوصوؿ إلى القيمة 
والتعظيم ىنا يعني برديد النقطة التي يتم عندىا  لقيم والدتغنًات.العظمى أو الصغرى لبعض ا

تعظيم العائد أو الربح بالنسبة لدنشأة ما أو شخص ما أو تعظيم الدنفعة لتحقيق أقصى إشباع 
للمستهلك أو تعظيم الإنتاج لزيادة دخل الدنتج أو تعظيم الحصيلة الضريبية للخزينة العامة  

 وغنًىا.الدالية .....كأداة من أدوات السياسة 
من أمثلتها تدنية التكاليف أو تقليل الخسارة وىو ما  (النهايات الصغرى)أما التدنية 

 . تسعى أي وحدة اقتصادية سواءً على الدستوى الجزئي أو الكلي لتحقيقو
  :  التاليالشكل  فيإيجاد النهايات الصغرى والعظمى للدوال : 

 
 

 
 الصغرى والعظمى( يبنٌ النهايات 1-4شكل )
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نجد أف النقاط حيث يلاحظ أف ىناؾ أكثر من نهاية سواء عظمى أو صغرى 

1357 XوXوXوX  ىي نقط نهايات صغرى ولكي يتوافر شرط ىذه النهايات يجب أف
246تتحوؿ حركة الدنحنى من التناقص إلى التزايد ، أما النقاط  XوXوX  ىي نقاط

 عظمى، وتتحوؿ عندىا من الدوجب إلى السالب أي من الزيادة إلى النقصاف. اتنهاي

 أولًا: النهايات العظمى والصغرى غير المقيدة: 
 النهاية العظمى والصغرى )في حالة متغير مستقل واحد( :أ. 

  Xدالة في  Yإذا كانت 

� �XFY   
بأخذ الدشتقة الأولى لتلك الدالة  فإف طريقة إيجاد النهاية العظمى والصغرى تتم

 :كالآتيو 

)1(0 � 
dX
dY 

             إيجاد الدشتقة الأولى ومساواتها بالصفر فنحصل على جذور الدعادلة بعد أف يتم 
 .( X)أي قيم 

)2(2

2

 �
dX

Yd 

 . 2في الدعادلة  1يتم التعويض بالجذور الدعادلة 

2فإذا كانت -

2

dX
Yd

 .نهاية صغرىتعطي الدتحصل عليها  Xقيمة صفر أي موجبة يعني أف �
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2إذا كانت  -

2

dX
Yd

 .عظمىنهاية  تعطي الدتحصل عليها Xقيمة صفر أي سالبة يعني أف  !

2إذا كانت  -

2

dX
Yd

 Xفإف قيمة  مطلق فإذا كانت إشارتو موجبة حد   عدد ثابت أو 

الدتحصل  Xفإف قيمة نهاية صغرى وإذا كانت سالبة  الدتحصل عليها من حل الدعادلة تعطي
 .نهاية عظمى تعطي  عليها

 التي )القيم( بالجذور يتم التعويضللحصوؿ على قيمة النهاية العظمى أو الصغرى 
 الدالة الأصلية.في  الدعادلة حل الحصوؿ عليها من تم

 :ملحوظة 
عدد نقاط النهايات العظمى يقل بدقدار واحد صحيح عن درجة الدالة أي تساوي 

 درجة الدالة ناقص واحد.
 : (1) مثال

 إذا كانت الدالة ىي 

1023 2 �� XXY 
 التي تؤدي إلى التعظيم أو التدنية . Xأوجد قيمة 

 :الحل

1023 2 �� XXY 
 211 � عدد نقط النهايات 
(1)                                   
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X =  
 
    

 

 Xعندما تكوف  ?
3
في حالة  الدالة فإف الدالة عند ىذه النقطة أما أف تكوف 1

 ولذلك يتم  اللجوء لأخذ الدشتقة الثانية لتلك الدالة. نهاية عظمى أو نهاية صغرى

(2)  062

2

! 
dX

Yd 

 النهاية صغرى لأف إشارة الحد الدطلق موجبة ?  

تؤدي إلى التدنية ىي   التي Xالقيمة  ?  
3
1

 X 

 .في الدالة الأصلية Xالتعويض بقيمة يتم لإيجاد قيمة ىذه النهاية )إحداثيات النهاية( 

3
2910

3
2

3
1

10
3
12

9
13

10
3
12

3
13

1023
2

3
1

2

 �� 

�¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

�¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

�� 

 

Y

Y

y

XXY

X

 

 :قيمة النهاية الصغرى ىي  إحداثيات?

¸
¹
·

¨
©
§

3
29,

3
1 
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 :(2)مثال 

القيمة الدتوسطة للتكاليف الكلية وأف العلاقة  ىي Yىي كمية الإنتاج ،Xأعتبر 
 :ىي  Yو X  للمتغنًين الدمثلة

4062 �� XXY 
 

ومثلو حسب الحجم الأمثل للإنتاج )أي الذي يحقق أقل متوسط تكاليف متغنًة ( أ
  بيانياً.

 - 9  
 

 

- 8     
 

- 7 
 

 

- 6 
 
 

- 5 
 
 

- 4 
 
 

- 3 
 

- 2 
 
 

- 1 

 

Y 
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 :الحل

4062 �� XXY 
 :: يتم برديد نقاط البيانات وكالتاليأولاً 

  1=1-2نقاط النهايات =عدد 
 : يتم إجراء الدشتقة الأولى للدالة ويتم مساواتها بالصفر ثم حل الدعادلة وكالتالي:ثانياً 

 

                (1)  
3
62

062

 
 

 � 

X
X

X
dX
dY

 
 

ىذه النقطة أما أف تكوف في حالة نهاية  دفإف الدالة عن X 3عندما تكوف  ?
  وللتأكد من ذلك يتم إجراء الدشتقة الثانية وكالتالي: عظمى أو صغرى

 

               (2) 022

2

! 
dX

Yd 
 

 فإف X =3وحيث القيمة الدتحصل عليها من إجراء الدشتقة الثانية موجبة عندما  ?
 تكوف الدالة في نهايتها الصغرى. X = 3عندما  Yقيمة 

 الدتحصل عليها. Xيتم التعويض في الدالة بقيمة  Yوللحصوؿ على قيمة 

                 (3) 
31409

401893

 �� 

��  

Y

YX
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�ىي : النهاية الصغرى  إحداثيات ? �31,3 
التكاليف الدتوسطة أقل منحنى  وفيكوحدات(  3الإنتاج )حجم عندما يكوف أي 

 .( وحدة نقدية 31ما يمكن وىي )
 
 
 
 
 
 
 
 

 :( 3)مثال 
 ما ىي : إذا علمت أف دالة الدنفعة الكلية لدستهلك

  

U = 18Q – 3 Q2 
 

 فحدد كمية السلعة التي تعطي للمستهلك أقصي إشباع . 
 :الحل 

U = 18Q – 3 Q2 
 

 

 

 
 

35 
 
 

 
 
 

30 
 

25 
 
 
 
 5    4     3     2      1 
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 1=1-2عدد نقاط النهايات = 

06

3618

0618

2

2

�� 

 � 

 � 

dQ
Ud

QQ

Q
dQ
dU

 

 النهاية عظمى  ?       
 وكالتالي: Q=  3عندما  Uنوجد قيمة     

 

272754

933183

 � 

u�u  

U

UQ

 
  

 Q=3يتحقق التعظيم أي أقصي إشباع من ىذه السلعة لذذا الدستهلك عند  ?
 . لذلك الدستهلكوحدة إشباع  27قدرىا كلية ة  نفعوالتي تعطي م

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 Q 

U 

35 
 

 

30 
 

 

25 
 

20 
 

15 
 

10 
 
5 

5     4     3     2      1 
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 :  (4) مثال
 أوجد قيمة كل من النهاية العظمي والصغرى عندما :

593 23 ��� XXXY 
 :الحل 

 

Y = X  - X  -  X +   
 

  2=1-3عدد نقاط النهايات = 
 

� � � � � �� �
� �

6
1446

6
108366

32
93466

2
4

0963

0963

593

2

2

2

2

23

r
 

�r
 

���r��
 

�r�
 

 ��

 �� ?

��� 

X

X

a
acbbX

XX

XX
dX
dY

XXXY�
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 ماإ
      

 
   

 
    

 

 أو
      

 
   

 
     

 للدالة : الثانيبأجراء التفاضل 

2

2

dX
Yd= 6X - 6 

   :كالتالي وو العظمى أالدتحصل عليهما لدعرفة أيهما برقق النهاية الصغرى  Xقيمتي بتحديد 
  

   
      

  = (6) (-1) -6 
 

 
= -6 - 6 = -12 <   

 

 .عظمىنهاية تكوف   -X  =1النهاية عندما  ?  
 

   
     

  = (6) (3) -6 
 

    –             
 .صغرىنهاية تكوف  X   3النهاية عندما  ?

 

 X   3عندما  Yقيمة 
 

Y = (3)3 - 3(3)2 - 9(3) + 5 
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Y =27 -27 -27 + 5 
 

Y = -22 
 X  =-1عندما       X (-1 ،11 )Y     إحداثيات ىذه النهاية  ?

  

� � � � � �

10

5931

519131 23
1

 

���� 

������ � 

Y

Y

YX

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Y  عندماX  =1- ىي : 

-1 

- 22  

3 

1  
Y 

X 
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Y = (-1)3 - 3(-1)2 – 9 (-1) + 5 
 

Y = -1 -3 +9 +5 
 

Y = 1  
 :  (5) مثال

كانت على   (L)ما تستخدـ العنصر ( Q) إذا علمت أف دالة الإنتاج لدنشأة 
  التالية: الصورة

 3212 LLQ �  
فوضح نقاط بلوغ الناتج الكلي والناتج الدتوسط والناتج الحدي لأقصى مستوى لذم 

 .مثل ذلك بيانياً وماذا تلاحظ و والعلاقة بنٌ تلك النقاط وماذا يحدث عند تلك النقاط 
 :الحل
 2=  1-3قاط النهايات = عدد ن

0324 2  �  c LL
dL
dQQ 

a
acbbQ

2
42 �r�

  
 

0,24,3   � cba 
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� � � �� �
� �

6
2424

6
57624

32
0342424 2

�
r�

 
�
r�

 

�u
�r�

 

Q

Q

 

         

0
6

2424
 

�
 أما    ��

 

8
6
48

6
2424

 
�
�

 
�
 أو   ��

 

L
dL

QdQ 6242

2

�  cc
  

0   242
0

2

  cc
 LdL
ydQ

 
2448242

8

2

� �  cc
 LdL
ydQ

 
 

والأخرى برقق شرط النهاية    Lىناؾ نقطتنٌ إحداهما يحقق النهاية الصغرى وىي 
 . L 8العظمى  وىي 

الواقع لأنو لا يوجد إنتاج  فيولا توجد  وىذه النهاية الصغرى غنً منطقية اقتصادياً 
 إذا لم يتوفر عنصر العمل 
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  كالآتي:  نهاية يتم حسابها رياضيا ولا توجد لذا منطقية اقتصادية فهي ? 
 بالتعويض في الدعادلة الأصلية 

� � � �32

32
0

20012

12

� 

�  LLQL

 

 

  (1،  1إحداثيات النقطة أو النهاية الصغرى )
 L  =8بػػػػػػ  ̿ بالتعويض في 

Q cc= 24 - 6L = 24 - 6(8) = -24<   
 .العظمى النهاية ? 

 :كالآتي  L=8عن قيمة  بالتعويض في الدعادلة الأصليةثم 
 

� � � � � �

256

512768

8812

12

32
8

32

 

� 

� 

� 

 

Q

Q

Q

LLQ

L

 

 (  8،  256) النهاية العظمىإحداثيات 
         وحدات من  8عند استخداـ  256الناتج الكلي وصل أقصى قيمة لو وىي 

 ." Lالدورد "
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 :كالآتي   فإنو يتم حسابهاالناتج الدتوسط لأقصى قيمة  دالة أما عند بلوغ
 

Q = 12L2 -L3 
 

2

60212

12

12

2

2

2

32

�  cc

 ? �  c

� 

�
  

dL
APdPA

LL
dL

dAPPA

LLAP

L
LL

L
QAP

 
 6ونظراً لأف قيمة الدشتقة الثانية لدالة الناتج الدتوسط سالبة فإنهم عند استخداـ 

 وحدات من عنصر العمل يكوف الناتج الدتوسط في أقصى قيمة لو أي في نهايتو العظمى.
 .قيمة الناتج الدتوسط القصوى تساوي ?

 

� � � �

363672

6612

12

2

2

 � 

� 

� 

AP

AP

LLAP

 

 .   AP     (36،6)    L   إحداثياتها    

وحدات  6 استخداـوحدة عندما تم  36يتضح أف الناتج الدتوسط بلغ أقصاه وىو 
 ( . Lمن الدورد )
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  الحدي فيمكن حسابها بأخذ التفاضل الأوؿ لدالة الإنتاج وكالتالي:الناتج دالة أما 
2324 LL

dL
dQTPMP �    

 يتم كالتالي:ولدعرفة عدد وحدات العمل الذي يتحقق عندىا أقصى إنتاج حدي 
 

 

 

فإف الناتج الحدي يكوف في أقصاىا ، أي  عملوحدات  4أي عند استخداـ عدد 
 في نهايتو العظمى.

 لدالة الإنتاج النهاية العظمى إحداثياتبالتعويض في الدالة الأصلية للحصوؿ على 
 الحدي، فإنو يتم التعويض بعدد العماؿ.للناتج 

 

MP =   L - L             
 

484896

)4()3()4()24( 2
4

 � 

�  LMP
 

06

4

624

0624

2

2

�� 

 

 

 �  

dL
MPd

L

L

L
dl

dMpMP
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 . Lوحدات من الدورد  4عند استخداـ  48يصل الناتج الحدي أقصاه وىو 
MP     (48،4)      L   

 

 : كالتاليف الناتج الكلى يكوف  إإلى أقصاه ف الحديوعند وصوؿ الناتج 
 

TP =   L  -L  
 

TP = (  )( )  - ( )  

 

TP =     
TP       (148،4)       L 

 )الانقلاب(.وىى نقطة الانعكاس 
 عند ىذه الدالة ؟ماذا يحدث  MP مع دالة   APدالة عند تساوى 

 

24L –  L  =   L – L  

 

12L =  L  

 

2L  –   L =   
 

2L ( L –  ) =   
 

L =   
 

    = Lيتم اختيار  نو تم شرح ذلك مسبقاً فإنو أوحيث 

 AP   ، MP فيويتم التعويض  
 

MP = (  ) ( ) –  ( ) =    -     =    
 

AP = (12) (6) – (6) 2 = 72 – 36 = 36 
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مع الدتوسط  الحديفإنو يتساوى الناتج  6عندما يصل عدد وحدات العمل  ?
  إنتاج وىى نهاية الدرحلة الأولى . وحدة 36يصل الناتج الدتوسط أقصاه وىو  وعندىا فعلاً 

 لو تم افتراض أف الناتج الحدي يكوف مساوياً للصفر؟ماذا يحدث 
 2  –         

 

      –        
 ىاعند 256وصل الناتج الكلى أقصاه وىو  L = 8عندما كانت وىى وكما تم ذكره 

 .وىى نهاية الدرحلة الثالثة 8صفر فتكوف عدد وحدات العمل  يساوى الحدي الناتج
 

 
 
 
 

  
 
 

 بلغ أقصاه أولًا وعند بداية نقطة الانعكاس الحديمما سبق يتضح أف الناتج 
تساوى مع عندما  ةً للناتج الكلى ثم بلوغ الناتج الدتوسط أقصاه بعدىا مباشر  )الانقلاب(

الدرحلة الأولى، وبداية الدرحلة الثانية وىى الدرحلة الاقتصادية ثم  نهاية وىى نقطة الحديالناتج 

І 

AP 
MP 

(4,148) 

(8,0) 

(8,256) 

8                        4    

(6,36) 

Π ПΙ 
Tp 

 الناتج

 عدد العمال

256 

(8,0) 
36 
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صفر، ووصوؿ الناتج الكلى أقصاه وىى نهاية الدرحلة  الحديبعد ذلك عندما يصل الناتج 
 .الثانية وبداية الدرحلة الثالثة 

 :( 6) مثال
  :الدنتجات الزراعية في إحدى الدزارع ىي إحدىالطلب علي  لةإذا كانت معاد

 

qqP
4
120

4
80

� 
�

  

 ىي الكمية الدطلوبة . q تمثل السعر و Pحيث 
 .عند أي مستوي من الإنتاج يصل الإيراد الكلي إلي أقصاه المطلوب : 

 :الحل 
 يتم حساب دالة الإيراد الكلي وكالتالي:أولاً : 

qPTR .  
qqTR )

4
80( �

  

4
80 2qqTR �

  
2

4
120 qqTR �  

أقصى إيراد كلي، فإنو يتم ذلك عن طريق أخذ الدشتقة  ولتقدير الإنتاج الذي يحقق
 الأولى لدالة الإيراد الكلي وكالاتي :
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q
dq

dTRRT
4
1)2(20 �  c 

40
220

2
120

0
2
120

 
u 

  

 �  c

q
q

q
dq

dTR

q
dq

dTRRT

 

وحدة يحقق أقصى إيراد كلي فإنو يتم  41 الإنتاجوللتأكد من أنو عندما يكوف 
 اللجوء لأخذ الدشتقة الثانية لدالة الإيراد الكلي.

0
2
1

2

2

��  cc
dq

TRdRT 

2وحيث أف نتيجة الدشتقة الثانية كانت سالبة )
1

( ، فإف كمية الإنتاج الدتحصل �
 وحدة برقق شرط النهاية العظمى. 41عليها وىي 

الدالة  في q   =41ويمكن إيجاد إحداثيات النهاية العظمى للإيراد بالتعويض عن
 .الأصلية 

� � � � � �
4

404080
4

80 22

40

�
 

�
 

 

qqTR
q

 

400
4

16003200
 

�
 TR 

TR       (411،41 )      q 

 .وحدة نقدية  411يصل الإيراد الكلي أقصاه وىي  q=  41عندما 
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 : (7) مثال
 : على الشكل التالي شأة في سوؽ تنافسي دالة تكاليف كلية ىينإذا علمت أف لد

10339 23 ��� QQQTC 
 ىو الناتج. Qتمثل التكاليف الكلية و  TCحيث 

 :علماً بأف سعر البيع ىو الذي يحقق أعلى )أقصى( إيراد، فأحسب مستوى الإنتاج
P=   . 
 :الحل

لإيجاد مستوى الإنتاج الذي يحقق أقصى إيراد ممكن فإنو يتعنٌ الحصوؿ على دالة 
 وكالتالي :( ومن إجراء الدشتقة الأولى لذا ومساواتها بالصفر πالربح )
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وللتأكد من أي الكميتنٌ برقق شروط النهاية  Q  =5أو  Q  =1إما   
العظمى، يتم إجراء الدشتقة الثانية لدالة الربح حيث يتم فيها التعويض بتلك الكميتنٌ 

 وكالتالي:

� �� � 0121816
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d
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        1 - (1) 15 - 2(1) 9 + 3(1-)فإف قيمة الربح تكوف = Q  =1عند 
- 17 = (π) 
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( 1، 17-) فإنها تعطي النهاية الصغرى للدالة التي إحداثياتها Q  =1عندما  ? 
، وعليو يتم حيث لا يوجد ربح بالسالب فتستبعد وىذا ليس الدستوى الأمثل للإنتاج

 وحدات. 5اللجوء للكمية الثانية للناتج وىي 

� � � � 01218562
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 ( 5، 15إحداثيات النهاية العظمى )
لذا من الدورد الإنتاجي يتحقق وحدات  5 الدنشأة النهاية عظمى عند استخداـ ?

للإنتاج الذي يتحقق عند وحده نقدية ويتحقق عندىا الحجم الأمثل  15أكبر عائد وىو 
AVC أقل ما يمكن . 
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QQAVC

 

 :طريقة أخرى للحل 
الذي يتحقق الذي يحقق أقصى ربح  ويمكن الوصوؿ إلى نفس النتائج أي الحجم

مع التكلفة الحدية أي  الحديعنده أكبر ربح في حالة الدنافسة الكاملة عندما يتساوى الإيراد 
 :أف
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 .دالة الربح الأصلية يتم الحصوؿ على نفس النتائج السابقة فيوبالتعويض 
 : (8) مثال

  :إذا كانت دالة الطلب لدشروع ىي

0290  �� PQD 
 :ودالة التكاليف الدتوسطة ىي

Q
QQATc 25782 ���  

 ما إ

 أو 
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  :المطلوب
 :برديد مستوى الإنتاج الذي

  .أ. يعظم الإيراد الكلي 
 .التكاليف الحدية  يدنىب . 

 .ج . يعظم الأرباح
 :الحل

 أ. للحصوؿ على الإنتاج الذي يعظم الإيراد الكلي يتم إتباع الخطوات التالية:
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012
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dQ
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 النهاية عظمى  ?
وحدة  45يكوف عند حده الأقصى عند تصل الكمية الدنتجة إلى  TRومن ىنا فإف 

 كالآتي :  الكلي منتجة . وعلية سيتم حساب إحداثيات تعظيم الإيراد

� �� � � � � �

5.1012

5.10122025

455.04545

5.045
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 (.45، 1112.5وحدة نقدية إحداثيات النهاية العظمى للإيراد ىي )
 حجم الإنتاج الذي يدني التكاليف يتم حسابو كالآتي:ب. 

Q
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2578 23 ��� QQQTC 

57163 2 ��   c QQMc
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1662 � Q
dQ
dMc 

 

0166  � Q
dQ

dMc
 

06

7.2
6
16

2

2

! 

 
�

 

dQ
Mcd

Q

 

 النهاية صغرى  ?
وحدة  2.7 ىأدى نقطة لذا عند كمية الناتج وى تصلولذلك فإف التكاليف الحدية 

 :من ىنا تكوف التكاليف الحدية يساوي إنتاج 
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(35.67 ،2.7) 

وحدة  35.67يدنى التكاليف الحدية إلى  الذيوحدة وىو  2.7مستوى الإنتاج 
 .نقدية

 الخطوات التالية:الحصوؿ عليو بإتباع حجم الإنتاج الذي يعظم الربح يمكن  .ػج
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ولدعرفة أيهما برقق شرط النهاية العظمى )أي أقصى ربح ( ، فإنو يتم حساب 
 الدشتقة الثانية لدالة الربح والتعويض بتلك الكميتنٌ وكالتالي: 
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، حيث يتحقق أعظم ربح أي وحدات 4عند إنتاج  يتحقق النهاية عظمى شرط ?
 يمكن حساب قيمتو وكالتالي:
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 (.4،6أي أف إحداثيات النهاية العظمى لدالة الربح )
 فإف: Q   =1أما عندما 
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d S 

تعظيم  ىو تستبعد لأف الذدؼ وىذه الكمية يتحقق الصغرىالنهاية شرط  ?
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 .الأرباح وليس تدنيتها 
 :طريقة أخرى للحل 
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 عند تعظيم الأرباح
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 .تم التوصل إليها بالطريقة السابقة  التيوىى نفس النتيجة 
  :( 9) مثال

على النحو  (TC)وتكاليف إنتاجو( Qسلعة ) ينتج مصنع ما تم افتراض أفلو 
 :التالي

 2000131559 23 ��� QQQTc 
 

 لذذا الدصنع تمثلها الدالة التالية:وكانت دالة العائد 
221000 QQTR �  
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 :أوجد كمية الإنتاج لذذا الدصنع التي يمكن منها الحصوؿ على اكبر ربح ممكن 
 :الحل
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           أو Q  =3باستخداـ القانوف السابق يتم الحصوؿ على كميتي الإنتاج وىي 
Q  =35 . 

يتم اللجوء للمشتقة الثانية حيث يتم التعويض وللتحقق من شرط النهاية العظمى 
  عن تلك الكميتنٌ وكالتالي:

 دالة الربح
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 سالبة. Q  =35ونظراً لأف ناتج الدشتقة الثانية عند التعويض بكمية الإنتاج 

        أما  Q  =35 يكوف في أقصاه عندما الربحقد برقق، أي  عظمىالالنهاية شرط  ?
 ناتج الدشتقة الثانية يكوف موجب.ف إف Q       =3 عند
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لأف الذدؼ ىو تعظيم الربح وليس  صغرى وىذا مستبعدالالنهاية أي يتحقق شرط 
 قيمة ويكوف 35عندما تكوف الكمية الدنتجة من الدورد تساوي يتعظم الربح تقليلو. بدعنى أف 

 وحدة نقدية، حيث تم حسابها كالتالي: 13125في ىذه الحالة بنحو الربح 
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 قة الأخرى للحل في حالة الدنافسة الكاملة.  الطري
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 .الطريقة السابقة  فيويتحقق نفس النتائج   Q  ،= Q  35=3 عند 
 : (10) مثال

 ىي :إذا كانت دالة تكاليف لإنتاج سلعة ما في مصنع 

501117
3
1 23 ��� QQQTC 

 :والطلب على ىذه السلعة ىو 

QP � 100 
 .أوجد الكمية التي تمكن ىذا الدصنع من الحصوؿ على أكبر ربح 
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 :الحل
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 ( لأنها تدني الربح.1= ) Qوتستبعد قيمة  النهاية صغرى ?
 :بالتعويض في دالة الربح 

 النهاية عظمى 
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 وحدة نقدية 463.7وحدة يتعظم الربح ويساوي  11عند إنتاج 
  :طريقة أخرى للحل في حالة المنافسة الكاملة
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  وىى نفس النتيجة السابقة . 
 :متغيرين مستقلين التعظيم والتدنية في حالة ب.

 يتم ذلك كالآتي :
 أوبالدالة الدراد تعظيمها  لكل من الدتغنًين )التفاضل الجزئي( إجراء الدشتقة الأولىأولًا : 
  .تدنيتها
لإيجاد قيم الدتغنًين أما بطريقة  )أي الدشتقة الأولى لكل من الدتغنًين( حل الدعادلتنٌثانياً : 

 .الدصفوفات أو بطريقة الحذؼ أو بطريقة التعويض 
تعطي نهاية عظمى أـ بعد حل الدعادلتنٌ عليها لدعرفة ما إذا كانت القيم الدتحصل ثالثاً : 

والحصوؿ على محددة للدالة الدراد تعظيمها أو تدنيتها  صغرى لا بد من إجراء الدشتقة الثانية
 .(H)ف ياىيش

  |
      

      

|  

تمثل الدشتقة الثانية للدالة بالنسبة للمتغنً  F11حيث أف  ةوجبمF22 و   F11 قيم إذا كانت -
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القيم  إذفموجبة  وقيمة المحدد .تمثل الدشتقة الثانية للدالة بالنسبة للمتغنً الثاني F22الأوؿ، 
وقيمة المحدد  ةسالب F22و F11النهاية صغرى وإذا كانت  الدتحصل عليها للمتغنًين تعطي

 النهاية عظمى. القيم الدتحصل عليها للمتغنًين تعطي موجب إذف
بقيمة جذور الدعادلة التي تم التحصل عليها باستخداـ الدشتقة الأولى في  يتم التعويض -

 . الدالة الأصلية فتعطي الدطلوب سواءً تدنية أو تعظيم
 : (1) مثال

 :أوجد النهايات الصغرى والعظمى للدالة التالية 

16412105 2121
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1 ����� XXXXXXY 

 :الحل
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 وكالتالي X1  ،X2يتم إجراء الدشتقة الأولى الجزئية للمتغنًين 
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 باستخداـ طريقة الدصفوفات يتم تسوية الدعادلتنٌ السابقتنٌ بالصفر ويتم حلهما 

62012 21  � XX 
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 حل آخر :
 :باستخداـ طريقة الحذؼ 
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=  X1( ب 2( أو )1) بالتعويض في الدعادلة
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23بضرب الدعادلة



 
 

158 

14
3

2
1

7
3

2
1

7
18

7
1812

2

2

2

2

 

 u 

u 

 

X

X

X

X

 

 أـ الدتحصل عليهما برققاف شرط النهاية العظمى X1  ،X2لدعرفة ما إذا كانت قيم 
 الصغرى فيتم اللجوء للمشتقة الثانية للدالة ثم تكوين مصفوفة ىيشياف وكالتالي:
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( أما قيمة 21موجبة ) F22قيمة وأيضاً  11وىو موجب  F11 العنصر الأوؿقيمة 
 . F11  ،F22 فتساوي لمحددا

56144200  � ' 
 ة.موجب ة وقيمة المحددموجب F11  ،F22وحيث أف قيمتي 

 .النهاية صغرىالدتحصل عليهما برققاف شرط  X1  ،X2قيمتي  ?
  :(2) مثال

 ىي كالتالي.أف دالة التكاليف لدصنع الحليب الذي يعمل بخطي إنتاج  تم افتراضلو 
 

2
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1 22 QQQQTC ��  

 

كمية الحليب الدبستر وسعر بيع الوحدة من  Q2كمية الحليب الدعقم،  Q1حيث   

112 Q   218وسعر بيع الوحدة من Q   الدبستر التي و أوجد الكميات من الحليب الدعقم
 ينتجها الدصنع لكي يتمكن من الحصوؿ على أكبر صافي عائد.

 :الحل
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 :( -4( في )1الدعادلة ) يتم ضرب
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01530                                  بالجمع 1  �� Q 

23015 1  ? ? QQ 
 . Q2للحصوؿ على قيمة  (1في معادلة ) Q1عن قيمة  بالتعويض
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العظمى، برققاف شرط النهاية  Q1  ،Q2لدعرفة ىل القيم الدتحصل عليها لكل من 
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 وتكوين مصفوفة ىيشياف.يتم ذلك عن طريق الدشتقة الجزئية الثانية للدالة الرئيسية 
 

4
1

1
4

�
�
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�

 H 
 

15116  � ' 
 سالبتنٌ ، بينما محدد الدصفوفة موجب .    ،      وحيث أف قيمة 

عند إنتاج ، بدعنى برققاف شرط النهاية العظمىالنهاية عظمى  Q1  =2  ،Q2  =4عندما  ?
وحدات إنتاج من الحليب الدبستر تمكن ىذا الدصنع من  4وحدة من الحليب الدعقم و 2

  .الحصوؿ على أكبر صافي عائد )أكبر ربح(
  (:3) مثال

 :  تمثلها العلاقة التالية لدصنع البطاطنٌ بالدرجأف دالة التكاليف  تم افتراضلو 
2
221

2
1 QQQQTc ��  

 = عدد الفرش. Q2= عدد البطاطنٌ ،  1Qحيث:  
211تمثلو الدالة التالية:     1Qسعر بيع  55 QQP ��  
212تمثلو الدالة التالية:   2Q سعر بيع 270 QQP ��  

ثم أوجد قيمة  ،ربح أقصىالتي بذعل الدصنع يحصل على  2Qو  1Qأوجد كمية 
 عند تلك الكميتنٌ.سعر السلعتنٌ 
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 : الحل
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 (-2( في )1بضرب الدعادلة )
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 ضلغر  Q1بكمية  بالتعويض في إحدى الدعادلتنٌ
 

  . Q2الحصوؿ على كمية  
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 ف يامحدد ىيش
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  -4الرقم الأوؿ سالب 

15924  � ' 
 

 موجب   سالب                                      
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 .النهاية عظمى ?
من الفرش يتحصل ىذا الدصنع على أكبر  7.6وحدات من البطاطنٌ  8عند إنتاج   

 ربح وعند سعره للسلعتنٌ على الترتيب ىو : 
            

 

            
 

     2 
 

8.46

2.15870

)6.7(2870

270

2

2

2

212

 

�� 

�� 

�� 

p

p

p

QQp

 

 :(4) مثال
ونفس الإنتاج وكانت دالة تكاليف في الدثاؿ السابق نفس الدصنع  تم افتراض أفلو 

 :الإنتاج 
2
221

2
1 22 QQQQTc ��  

 = الفرش  Q2  = عدد البطاطنٌ  Q  1حيث أف 
 

DP 101                             DP 182   
 

 سعر الفرشة بالدينار
 

 سعر البطانية بالدينار
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 .أوجد كمية الفرش والبطاطنٌ الدنتجة في ىذا الدصنع التي برقق أكبر ربحاً 

 :الحل 

1211 .. QPQPTR

TcTR
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  -4( في 1بضرب الدعادلة )
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 Q  =1.5( ب1بالتعويض في الدعادلة )
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 ف يامحدد ىيش
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F11  ،F12 ،النهاية عظمى  ? وقيمة المحدد موجبة، سالب. 
 

12الكميات من الإنتاج  ? 5.1,4 QQ عند إنتاجها يتحقق لذذا الدصنع    
فيتم الحصوؿ على قيمة ىذا الربح  Q1 ، Q2دالة الربح عن قيمة  فيأعلى ربح وبالتعويض 
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 .بالوحدات النقدية 
 التعظيم والتدنية في حالة أكثر من متغيرين مستقلين جػ.

عظمى أو صغرى في حالة ثلاثة متغنًات مستقلة يتم لإيجاد النهاية وإذا ما كانت 
 ذلك كالآتي :

إيجاد التفاضل الأوؿ بالنسبة لكل متغنً من الدتغنًات الثلاثة ومن خلاؿ ذلك يتم إيجاد  .1
 الجذور أي إيجاد قيمة أو كمية كل متغنً في كل حالة.

  .فيايتم إيجاد محدد ىيش .2
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      |   موجبة الثنائية ة ومحدد الدصفوفةموجب F11قيمة كل . إذا كاف 3
      

ومحدد   |

|    الدصفوفة الثلاثية
         
         
         

فإف الكمية أو القيمة الدتحصل عليها موجبة  |

  النهاية الصغرى.لكل متغنً برقق شرط 

 سالب ومحدد الدصفوفة الثنائية F11قيمة  كانت  إذا أما 
22

12

21

11

F
F

F
F

H   

|   موجب ومحدد الدصفوفة الثلاثية
         
         
         

سالب القيمة أو الكمية لتلك  |

 الدتغنًات فإف الدالة الرئيسية برقق شرط النهاية سالب موجب سالب.
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 النهاية عظمى.   

 : (1) مثال
 –مصنع الجبل الأخضر لعصنً الفواكو ينتج بثلاثة خطوط ىي )العصنً الدركز 

  تمثلها الدواؿ التالية:الدربى( فإذا علمت أف سعر البيع لكل ىذه السلع الدنتجة  –السانتوب 

33

22

11

675

5105

463

QP

QP

QP

� 
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� 

 

 :ودالة التكاليف الكلية للإنتاج ىي 

QTC 1520 �  
�ىي   Qحيث  �321 QQQ أوجد السعر والكمية لذذه الخطوط الثلاثة لكي  ��

 يحقق الدصنع أكبر صافي عائد 
 :الحل

= TR - TC 𝜋 
 

TR = P Q  + P Q  + P Q  
 

TR =   Q  –  Q 
  +    Q  –  Q 

  +   Q  –  Q 
  

 

=   Q  –  Q 
  +    Q  –  Q 

  +   Q  –  Q 
  – (   +   Q) 𝜋 

 

𝜋 =   Q  –  Q 
  +    Q  –  Q 

  +   Q  –  Q 
  -    +   Q  +   Q  +   Q  
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𝜋 =    Q  –  Q 
 +   Q  –   Q 

  +   Q  –  Q 
  –    
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126001260
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QQ
dQ
dy

Q

QQ
dQ
dy

Q

QQ
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الدتحصل عليها برقق شرط النهاية العظمى  Q1  ،Q2  ،Q3وللتأكد من أف كميات 
وتكوين Q1  ،Q2 ، Q3ويتم إجراء الدشتقة الثانية الجزئية لدالة الربح بالنسبة للمتغنًات 

 مصفوفة ىيشياف الثلاثية وكالتالي:
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 2×2 الرتبةوىو سالب والمحدد من  8- بالدصفوفة الرقم الأوؿ 11Sوحيث أف قيمة 
  961قيمتو =  لدصفوفة ىيشياف والمحدد من الرتبة الثالثة ةموجب قيمة وىى 81قيمتو تساوي 

 . ةسالبوىى 
ىذا الدصنع يحقق نهاية عظمي أي يتحقق تعظيم للربح )صافى عائد( في حالة  ?

 وحدات من الدربى .  5من السانتوب و  9وحدات من العصنً الدركز و 6نتاج إ
 .في كل مرة Q1 بكمية يتم التعويضيتحقق عنده ذلك  الذيوقيمة سعر البيع   
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  (:2) مثال
 إذا كانت 
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123بنٌ ما إذا كانت  ,, XXX  برقق نهاية عظمى أـ صغرى. 
 :الحل
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320 ' 
وىي موجب  81موجب تساوي  2 2والمحدد من الرتبة  8قيمة الرقم الأوؿ موجب 

 وىي موجبة . 321قيمتو =  3 3والمحدد من الرتبة 
 ، برقق نهاية صغرى. X1  ،X2  ،X3ىذه القيم الثلاثة لػػ  ? 

 موجب  موجب   موجب 
 .النهاية صغرى  ?

  :(3) مثال
 :إذا كانت

242 2
331

2
221

2
1 ����� XXXXXXXY 

123بنٌ ما إذا كانت  ,, XXX  برقق نهاية عظمى أـ صغرى. 
 :الحل

04 321
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]حيث   . A-1معكوس الدصفوفة أي الدصفوفة    [

 

000 321    XXX 
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  (64+ + )                                                (8+ +2)         

 

5433  ' u 
 موجبموجب         موجب         

 النهاية صغرى  ?
 النهايات العظمى والصغرى المقيدة

حالة وجود شرط قيد   فيوىى تعنى إيجاد النهاية العظمى أو الصغرى لدالة ولكن 
 :كشرط الدخل أو التكاليف فمثلاً 

 .تعظيم الدنفعة عرضة لقيد الدخل  فيشخص يرغب  -
 .تعظيم الإنتاج عرضة قيد التكاليف  فيمنشأة ترغب  -

  .تعظيم الإيراد الكلى عرضة لقيد التكاليف فيمنشأه ترغب  -

ا يسعى إلية الدنتج أو ىو م أييسمى الذدؼ الدرغوب أو الدطلوب ىو دالة الذدؼ  -
يحد من  الذي، أما القيد ىو الشرط  لتحقيقوالدستهلك أو الشركة أو الدنشأة أو المجتمع ككل 

 .برقيق دالة الذدؼ ويمكن ربط دالة الذدؼ بدالة القيد بواسطة دالة لاجرانج

      Y=F(X1,X2,.........Xn)ويكوف تعظيمها أو تقليلها بناءاً   الذدؼدالة  ىي
 . على شرط القيد
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 دالة لاجرانج = دالة الذدؼ + مضروب لاجرانج

𝜆  )شرط القيد(     
 وبعد ذلك يتم إيجاد النهاية العظمى أو الصغرى كآلاتي :

لإيجاد جذور  الجزئيإجراء الدشتقة الأولى لدالة لاجرانج باستخداـ التفاضل  أولًا :
 .X1,X2  ، λإيجاد  أيالدعادلات 

  
   

=                   
   

 =              
  λ

 =   

 إجراء الدشتقة الثانية :  ثانياً :
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21
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الدعادلات الثلاثة          ة فالقيم الدتحصل عليها من حل( موجبHإذا كاف قيمة المحدد ) : ثالثاً 
 ةسالب قيمة المحدد  أما إذا كاف ،عظمىاللنهاية )معادلات الدشتقة الأولى الجزئية( برقق شرط ا

  صغرى .الالنهاية فيتحقق شرط 
  :  (1) مثال

 النهاية الصغرى أو العظمى لذذه الدالة : اللذاف يحققاف شرط X1، X2 قيم أوجد
Y= X2

1 + 2X1X2 

 أف ىناؾ شرط القيد التالي:بدعلومية 
- X1 + 3X2=1 
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 :الحل
 كالآتي:يتم برويل دالة الشرط إلى دالة صفرية  

 

+X1 -3X2 =  1 
 

L = X2
1 +2X1X2 + λ ) 1 + X1 - 3X2) 

 
L = X2

1 +2X1X2 + λ  + λ X1 - 3X2 λ 
 

  
   

 =2x1 + 2x2 + λ =                   (1) 
 

  
   

 =2x1 - 3λ =                           (2) 
 

  
   

 = 1 - x1  - 3 x2 =                   (3) 
 

 .  X1,X2 ،λلو تم اختيار طريقة الدصفوفات لإيجاد قيمة 
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( +18+ )         -  (  - 6 - 6)  =  
 

∆ = -12 - 18 = - 3  
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  مصفوفة الدرافقات 
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 الدصفوفة المحورة :
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   =   
  

                      =   
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  = X1قيم سالبة وبالتالى تكوف  Hقيمة المحدد   

  
  ، X2 =  

  
    ،   =-  

   

 .(31 -لأف محدد الدصفوفة كاف سالباً ) صغرىالالنهاية  برقق الشرط
 : (2) مثال

  ىي:وكانت دالة الإشباع  X2 ، X1إذا تم شراء سلعتنٌ 
 

U = X2 X1 
    : ىيوكانت دالة الشرط  X2,X1نفاقها على إدينار ليتم  6ومقيد بشرط الداؿ وىو 

= 6  2X1 - X2 
 :الحل 

 شرط القيد
6-2X1 - X2 =   
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L = X2 X1 + λ )6 - 2X1 - X2) 

 
L = X2 X1 + 6λ  - 2X1 λ - X2 λ 

 
  
   

 = x2 - 2λ =             X2 = 2λ………………….)1( 
 

  
   

 = x1 - λ =               X1 = λ…………..………)2( 
 

= 6 - 2x1  +  x2 =     ……..…………….)3(           
  

      
 ( 3الدالة رقم ) فيباستخداـ طريقة التعويض 

 

            
    𝜆    𝜆     

 

   𝜆   𝜆     
 

  2𝜆     
 

  2𝜆  
 

λ   
 
      

 

 
 

X2 = 3 ػػػػػػػ X2 = 2λ 
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                       +(2+ ،2 ،1+(                       )+1 ،1 ،+1) 

∆ = 4 
 

 X1  ، X2فإف الكميتنٌ الدتحصل عليهما من موجبة  ىيشيافقيمة محدد وحيث أف 
 .عظمى برققاف شرط النهاية ال

من السلعة الثانية عند شرائها  3وحدات من السلعة الأولى،  1.5باستخداـ  وبالتالي
  .دينار 6ظل وجود شرط الداؿ وىو  في إشباعيتحقق لذذا الدستهلك أقصى 

 
  :(3) مثال

أف يستهلك  فيوإنو يرغب  دينار 111أف مستهلك يملك دخل قدرة  بفرض
PXعلمت أف ثمن فإذا، X2,X1سلعتنٌ 

1
PX2 السلعة الثانية، وأف ثمن دينار 2=

 .دينار  5=  
 
 

 المطلوب : 
يستطيع الدستهلك الحصوؿ عليها من ىاتنٌ السلعتنٌ إذا  التيبرديد الكمية التوازنية أ. 

 .U= X2 X1 ىيعلمت أف دالة الإشباع أو الدنفعة 
استهلاؾ  فيدينار ىل يزيد الدستهلك  151لو فرض أف دخل الدستهلك زاد إلى ب. 
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  ؟حالة ثبات نفس السعر  فيالسلعتنٌ أـ لا 
دينار  3دينار مع زيادة سعر السلعة الأولى إلى  151لو فرض أف دخل الدستهلك زاد إلى ج.  

 وضح بالرسم كل الحالات السابقة . ؟ىذه الحالة  فيدينار ماذا يحدث  11والثانية إلى 

 :الحل
U = X2 X1 

 

𝟐               
 

    = S.T  1   - 2X1 +5 X2   شرط القيد
 

L = X2 X1 + λ (1   - 2X1 +5 X2) 
 

L = X2 X1 + 1  λ  - 2X1 λ -5 X2 λ 
 

  
   

 =x2 - 2λ =      (1)       X2 = 2λ 
 

  
   

 =X1 - 5λ =      (2)     X1 =5 λ 
 

  
  

 = 1   - 2X1 + 5 X2 =        (3) 
 

 ( 3الدالة رقم ) فيباستخداـ طريقة التعويض 
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 ومنها 
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 .فالنهاية عظمى   موجبة ىيشيافقيمة محدد   
 X1  ، X2موجبة فإف الكميتنٌ الدتحصل عليهما من  ىيشيافوحيث أف قيمة محدد 

 عظمى .برققاف شرط النهاية ال
 5بسعر  X2وحدات من  11دينار وشراء  2بسعر  X1وحدة من  25شراء  عندأي 

 111مقداره  الذيظل وجود الشرط وىو الدخل  فيدينار يحقق لذذا الدستهلك أقصى إشباع 
 دينار . 

 .ظل نفس الأسعار فيدينار  151)ب( إذا زاد الدخل إلى 
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𝟐               

 

   = S.T = 15  - 2X1 +5 X2  دالة الشرط
 

L = X2,X1 + λ )15  - 2X1 +5 X2) 
 

L = X2,X1 + 15 λ  - 2X1 λ -5 X2 λ 
 

  
   

 =x2 - 2λ =      (1)           x2 = 2λ 
 

  
   

 =x1 - 5λ =      (2)            x1 =5 λ 
 

  
  

 = 15  - 2X1 + 5 X2 =   (3) 
 

 ( 3الدالة رقم ) فيباستخداـ طريقة التعويض 
 

                         
 

                      
 

            
 

λ =    
  

 
 

          
 

  ومنها
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5
0
1

�
     

2
1
0

�

   
0

5
2

�
�

     
5

0
1

�
     

2
1
0

�
 H

 
 

 21  =H∆ 
برققاف  X1   ،X2فإف الكميتنٌ الدتحصل عليهما من موجبة ىيشيافقيمة محدد 

 .النهاية عظمىشرط 
وحدة من السلعة الثانية يتحقق  15ووحدة من السلعة الأولى  37.5ف استهلاؾ إ 

حالة وجود دخل  في X2دينار ؿ  5و X1دينار ؿ  2لذذا الدستهلك أعلى إشباع عند سعر 
حالة  فيدينار عنو  151حالة زيادة الدخل ؿ  فيدينار ويلاحظ زيادة الاستهلاؾ  151قدرة 
من  15إلى  11من السلعة الأولى ومن  37.5إلى  25دينار حيث زاد الاستهلاؾ من  111

إنو كلما زاد الدخل زاد الاستهلاؾ ولكن طبقاً لقانوف تناقص  السلعة الثانية وذلك يعني
 . الدنفعة

 .دينار 151دينار والدخل بقى   11دينار والثانية إلى  3إذا زاد سعر السلعة الأولى إلى ( ـج)
          

 
𝟐               
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              𝜆        𝜆        𝜆  

 
  
   

 =x2 - 3λ =     (1)        X2 = 3λ  
 

  
   

 1 1 λ =     (2)       X1 =1  λ      
 

  
  

   15 - 3X1 +1  X2 =           (3)  
 

 ( 3الدالة رقم ) فيباستخداـ طريقة التعويض 
 

- 3(1 λ( +1  (3λ ( =  151 
 

-3  λ - 3  λ =  151 
 

15 = 6  λ 
 

λ =    
  

 
 

λ = 2.5 
 ومنها

X2 = (3)(2.5) = 7.5 
 

X1 = (1 )(2.5) = 25 
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 ∆= 6   

برققاف  X1  ،X2موجبة فإف الكميتنٌ الدتحصل عليهما من  ىيشيافقيمة محدد  
 شرط النهاية العظمى.

دينار فإف  11،  3دينار وأرتفع السعر للسلعتنٌ إلى  151وبدا أف الدخل زاد إلى  
وحدة من  7.5وحدة من السلعة الأولى،  25الدستهلك يحقق أكبر منفعة عند استهلاؾ 

 5وحدة من السلعة الأولى ومن  25إلى  37.5وأف الكمية الدستهلكة قلت من  الثانية السلعة
أف ثبات الدخل وارتفاع  أيالأسعار  من السلعة الثانية بسب ثبات الدخل وارتفاع 7.5إلى 

 .النهاية  فيالأسعار يحد من زيادة الطلب على الغذاء مما يقلل حجم الإنتاج 
 تعريف خط الميزانية : 

 .دودظل الدخل المح فييمثل إمكانية الاستهلاؾ  
 X1 =    

 
 .)أ(الدخل لو انفق على السلعة الأولى             5 = 

X2 =    
 

 .الدخل لو انفق على السلعة الثانية          2 = 
 . نفس الإشباع يلتعط سلعتنٌيمثل التوليفات الدختلفة من منحنى السواء : 
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X1 = 15 /2 = 75                  ب(     .الدخل لو انفق على السلعة الأولى( 
X2 = 15 /5 = 15                 الدخل لو انفق على السلعة الثانية. 
X1 = 15 /3 = 5                  (ج)     .الدخل لو انفق على السلعة الأولى 
X2= 15 /1  = 15                لو انفق على السلعة الثانية الدخل. 

   :(4) مثال
وعنصر ، X1 الأرض عنصرإذا علمت أف دالة إنتاج الطماطم بدزرعة تعتمد على  

 :  يليوكانت الدالة الإنتاجية كما  X2 الآلة
 

Y = 2X1X2 + 24X1 -   
  - 2  

  
 

دينار، وسعر  PX1   =5، فإذا علمت أف سعر شراء الأرض ىو الإنتاج  Yحيث  

X2

1     2      3    4    5    6    7     8            
                                

2  
 

15 
 

1  
 
5 
 

 منحنى السواء

U=X1 X2

X1
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  .دينار للقنطار PY2=دينار وسعر بيع الطماطم  PX2   =4 الآلةشراء 
 المطلوب :

 .أوجد ربح الدزارع من إنتاج الطماطم وما قيمتو( 1)
 .ىذه الحالة فيأوجد ربح الدزارع  X1X2دينار فقط لشراء   41إذا كاف لدى الدزارع ( 2)

دينار وسعر السلعة  6إلى  X1دينار وزاد سعر  81وضح بالرسم إذا زاد دخل الدزارع إلى ( 3)
 ؟دينار ىل يزيد ربح الدزارع أـ لا وما قيمتو X2  =5الثانية 
 :الحل

(1): 
                     

       
 

  
 

      –      
 

                              
 

           
 

                        
      

    
 

                       
       

 
  

 
       –      

 

  =4X1X2 + 48X1 - 2  
  - 4  

 
 - ( 5X1 + 4X2) 

 

2   =4X1X2 + 48X1 - 2  
  - 4  

 
 -  5X1 - 4X 
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2   =4X1X2 + 43X1 - 2  
  - 4  

 
 - 4X 

 
  

   
 = 4X2 + 43X1 - 4X1  =           (1) 

 
  

   
 = 4X1 + 8X2 - 4 =                  (2) 

 (1( من )2بطرح )
               

 

           
 

X2=    
  

 
 

X1=   
 

 
  X2  =9.75( عن قيمة 1الدعادلة ) فيالتعويض ب 

 

                     
 

           
 

   
   

   2  
 

   
   

      
 

   
   

     
   

  2  
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∆H= 32 - 16 = 16 

 

  :التالييبلغ  لربحوليحقق تعظيم  X2من  X1  ،9.75من  21.5أف الدزارع ينتج  أي 
 

  =4X1X2 + 43X1 - 2  
  - 4  

  - 4X2 
 

  =4(2 .5)(9.75) + 43(2 .5) - 2(21 - 4  
  - 4X) 

 
  = 799.5 + 881.5 – 84 .5 – 38 .25 -39 

 

  = 421.25 
(2): 

 

L =   =4X1X2 + 48X1 - 2  
  - 4  

  + λ (4  - 5X1+4 X2)    
 

L =   =4X1X2 + 48X1 - 2  
  - 4  

  + 4 λ  - 5X1 λ - 4 X2 λ 
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  الدصفوفة المحولة
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X1 = 7. 94              X2= 1.132          λ= 4.8 
 

 التحقيق 
4  – 5X1 – 4X2 =   

 

4  – 5 (7. 94) – 4(1.132) =   
 

4  – 35.471 – 4.528 =    
 

4  – 4  =   
 

  الجذور صحيحة     ?     
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∆H= 424 
 

? ∆H  النهاية عظمى ?موجبة.  
 

يتحقق لدزارع الطماطم  X2من  X1  ،1.132من  7.194 ػالدزارع ل باستخداـ ?
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1       2        3      4      5      6      7     8                          
                 

1  
 
8 
 
6 
 
4 
 
2 
 

1 
  

 خط التكاليف

X1

X1

 نقطة توازف الدنتج التي برقق تعظيم الربح
1.13،7

 

 منحنى الناتج الدتساوي

          ، X1=5وحدة نقدية وسعر  41 مساوياً لنحو دخلو أف وىو القيدوجود  فيأعظم ربح ولكن 
X2 =4 . 

𝟐   –           
 

 . X1=  8يكوف    X2فقط وبدوف استخداـ  X1عند استخداـ 
 . X2= 11يكوف    X1فقط وبدوف استخداـ  X2عند استخداـ 

عند تمثيل ذلك بيانياً نتحصل على خط التكاليف الذي يمثل إمكانية الإنتاج في 
ل قيد الدخل والنقطة التي يحصل فيها منحنى الناتج الدتماثل )منحنى الناتج الدتساوي( وىو ظ

 لتعطي نفس الإنتاج.التوليفات الدختلفة من موردي الإنتاج 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  يترؾ للطالب الحل. :(3)
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 تمارين الفصل الرابع

 

 :التي تؤدي إلى تعظيم أو تدنية الدالة  X1  ،X2 أوجد قيمة( 1) 
 

Y = 1 X1 + 2 X2 - 2X2
1 - X1X2 - 2X2

2 
 

 :لو فرضنا أف مصنع الدرج ينتج بطاطنٌ وفرش وكانت دالة تكاليف الإنتاج ( 2)
 

TC = 2Q2
1 +Q1Q2 + 2Q2

2 
 

 11عدد الفرش وإذا كاف سعر بيع البطاطنٌ =   Q2ىو عدد البطاطنٌ  Q1حيث 
دينار أوجد كمية الفرش والبطاطنٌ الدنتجة لذذا الدصنع  18دينار وسعر بيع الفرش ىو 

 للحصوؿ على أكبر ربح.
لو تم افتراض أف مصنع الفاكهة بالجبل الأخضر ينتج بثلاثة خطوط أحدهما للعصنً  (3)

( والثالث لإنتاج الدربى   ( وسعر بيعو )  ( والثاني سانتوب )  وسعر بيعو )(   الدركز )
تمثلها العلاقات     ،   ،  علمت أف سعر بيع كل من  (، إذا  ( وسعر بيعو )  )

 التالية :
      2     

 

             
 

            
 دالة تكاليف الإنتاج في الخطوط الثلاثة ىي :  وإف 
             حيث أف :                 
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 أوجد ربح ىذا الدصنع وما قيمتو.              
 : ىيإذا علمت أف دالة الإشباع لدستهلك  (4)

 

U = X2,X1 
 

 المطلوب : 

وبرقق    X2,X1يستطيع الدستهلك الحصوؿ عليها من السلعتنٌ التيأوجد الكمية التوازنية  )أ(
 PX1  =2دينار وسعر السلعة الأولى  111لو أقصى إشباع إذا كاف لدى الدستهلك مبلغ 

 دينار . PX2   =5دينار،  
 .الدشتراة X2,X1دينار ىل تتغنً  211إذا زاد دخلة إلى )ب( 

برقق أقصى  التي X2,X1دينار أوجد كمية X1 5 =دينار وسعر  211إذا زاد دخلة إلى )ج( 
 إشباع مع التوضيح بالرسم لجميع الحالات .

 :  ىي( إذا كانت دالة الإنتاج لدصنع ما 5)
 

Y = 2X1X2 + 24X1 - X2
1 + 2X2

2 
 

وكاف  X2والعماؿ  X1 ألألأتإنتاج هما  عنصريوإذا علمت أف الدصنع يعتمد على  
أوجد  PY =5وكاف سعر بيع الدنتج  PX1  =8وسعر شراء الآلة  PX2  =5مل العا أجر

 يمكن من خلالذا الحصوؿ على أكبر ربح وما قيمتو .  التي X1  ،X2الكميات من 
 

X1(N ، )X2(P )إنتاج هما  عنصريمزرعتو تعتمد على  فيمزارع ما دالة إنتاج الشعنً  (6)
 :  التاليوىى على النحو 

 

Q = 2X1X2 + 12X1 - X2
1 - 2X2

2 
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الإنتاج وكاف  عنصريوحدة نقدية فقط لشراء كل من  41وإذا كاف لدى الدزارع 
وحدات نقدية  4وىو  PX2وحدات نقدية للطن وكاف سعر شراء  5ىو  PX1سعر شراء 

 للطن . 
يستطيع الدزارع باستخدامها الحصوؿ على  التيأوجد الكمية التوازنية من العنصرين 

 أعظم إنتاج موضحاً الحل بالرسم .
 

 يمكن أف برقيقها من ىذه الدالة : التيأوجد كمية الإنتاج  (7)
 

                  –     
 

 الثاني ىو عنصر الإنتاج Yىو عنصر الإنتاج الأوؿ،  Xىو الناتج ،  Qبأف  علماً 
 علماً بأف شرط القيد ىو: الدخل ىي Iحيث  PY  =5 ،PX = 2 ، I  =11وإذا علمت أف 

  

            
  



 

 
 
 
 
 
 

 
 

  

 

 الفصل الخامس
 البرمجة الخطية
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 دالة الهذف

 التعظيم التدنيت المساواة

 طرق البرمجة الخطية

 الطريقت البيانيت الطريقت الجدوليت

 الفصل الخامس
 البرمجة الخطية

التحليل  تستخدم في أحد فروع بحوث العمليات التي يى:  البرمجة الخطية تعريف
 التعظيم أو التدنية لذدف معتُ . بغرض  يالاقتصاد

 متطلبات البرمجة الخطية :  
 دالة الهدف. (1)

   
 

  
 القيود. (2)
 عدم السالبية. (3)

 طرق البرمجة  الخطية :  -
 
 
 
 

 أولاً : الطريقة البيانية 
 الرسم البياني الطريقة التي تشتًط وجود متغتَين فقط وذلك لتواجد لزورين في يوى  

 هما المحور السيتٍ والمحور الصادي. 
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إذا علمت أن دالة الذدف الخاصة بإنتاج أحد الدصانع اللازمة لإنتاج سلعتتُ هما  مثال : 
(X ( و )X كانت كالتالي ): 

Max :  X  +  X  
S.T :  

      ≥    X  +  X       رأس الدال      
      ≥    X  +  X        العمل           

   ≤   X  , X                    عدم السالبية       

 :الحل
(1  )        =    X  +  X   

  X   =0           =      Xإذا كانت 
X  =   /  =         (  ,  ) 

  X   =0              =    Xإذا كانت 
X  =   /  =         (  ,  ) 

(2)         =      X  +  X  
  X   =0         =    Xإذا كانت 

X  =   /  =         (  ,  ) 
  X   =0          =      Xإذا كانت 

X  =   /  =         (  ,  ) 
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 :جبريا معاً  2،  1( يتم حل الدعادلتتُ Cنقطة )لإيجاد 

                                                                        =  2X  +  X  
       - =    X  -  X  -                           -1  ( في2بضرب  الدعادلة رقم )    

                                                                             12- = X  4-   
X  = -  /-   =   

 ( 1ولتكن الدعادلة )  Xتنتج قيمة   Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في
12=      X  +  X  
4 X  =   +( )  2 
12 -    =      =    X   

 

X   =  /  =  .  

X  

F.R 

 الدنطقة الدنظورة
Feasible Region  

(  ,   ) B 

(  ,   ) D 

(  ,  ) A (  ,   ) B (  ,   ) D 

C 

) ( 

) ( 

X  
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 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط  
 .دالة الربح   في

2X  +  X  = 
 

2( ) +  ( ) =   
 

3( ) +   ( . ) =   .  
 

3 ( ) +   ( ) =   
 .(3،  1.5يتحقق عند النقطة ) 13.5الحل الأمثل لتحقيق أقصى ربح ? 
وحدة من  1.5،   ( X)وحدات من 3أي أن أقصى ربح يتحقق عندما يتم إنتاج  

(X .) 
 :مثال

 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 
Max :  X  +  X  

S.T :                                                                                      
     ≥    X  +  X             تغليف

      ≥    X  +  X        تشطيب   

     ≥    X  +  . X     تعبئة        

   ≤   X  , X               عدم السالبية 
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 :الحل
 

(1 )         =      X  +   X  
  X   =0        =      Xإذا كانت 

X  =  /  =          (   ,   ) 
  X   =0            =      Xإذا كانت 

X  =  /  =           (   ,   ) 
(2    )         =      X  +  X   

  X   =0           =      Xإذا كانت 
X  =  /   =             (   ,   ) 

  X   =0           =      Xإذا كانت 
X  =   /  =             (   ,   ) 

(3         )         =      X  +  .  X   
  X   =0          =      Xإذا كانت 

X  =  /  =              (  ,   ) 
  X   =0         =      . Xإذا كانت  -

X  =  / .  =            (   ,   ) 
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      =   X + X ( 1معادلة رقم )
 X + . X =     1( 3معادلة رقم )

 (  -( في )3بضرب الدعادلة رقم )
X + X   =  2 

 

-  X + . X = -   
 

 X  =   
 

X  =  
 
      

X  
(  ,  ) A (  ,   ) B ( ,   ) D 

(  ,   ) D 

(  ,   ) B 

F.R 

C 

) ( 

) ( 

) ( 

X  
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 :  X)عن قيمة )( 1) الدعادلة رقم بالتعويض في

 =   X  +  ( ) 
 

 

  -   =   X =   =    X  
 

X  =  
 
     

( X  ،(X  (2  ،2( 
 بالتعويض في دالة الذدف:

 X  +  X  = 
  ( ) +  ( ) =    =AZ 
 ( ) +   ( ) =  3  =BZ 
( ) +   ( ) =     3  =    CZ 
 ( ) +   ( ) =      =    DZ 

 .(3،  2يتحقق عند النقطة ) 10الحل الأمثل لتحقيق أقصى ربح ? 
 (. X( ووحدتتُ من ) Xوحدات من ) 3أي لتحقيق أقصى ربح يتم إنتاج 

 :مثال
 : يللبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى التدنيةأوجد الحل الأمثل لنموذج  

Min :  X  +  X  
S.T :                                                                                      

     ≤    X  +  X                  تغليف   
               ≤    X  +  X          تشطيب                                      
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               ≤   X  , X                    السالبيةعدم                        

 :الحل
(1       )            =      X  +   X  

  X   =0               =    Xإذا كانت 
X  =  /  =             (   ,   ) 

  X   =0               =      Xإذا كانت 
X  =  /  =                  (   ,   ) 

(2 )                 =      X  +  X   
    X   =0               =      Xإذا كانت 

X  =  /  =                 (   ,   ) 
  X      =       = صفر         Xإذا كانت 

X  =  /  =                  (   ,   ) 
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X + X =  1 
 

X + X =  1 
 ( -بالضرب في )

X + X =  1 
 

- X - X = -   
 

X =  2 
 

X =  
 
   

 (1بالتعويض في الدعادلة رقم )

X  

X  

(  ,  ) A (4 , 0 )B ( ,   ) D 

(  ,   ) D 

(  ,   ) B 

 منطقة الحلول الدمكنة

F.R 

C 

) ( 

) ( 
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1X + ( )=   
 

X =             1 
 ( 1ولتكن الدعادلة )  Xتنتج قيمة   Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في

 =      X  +  X  
  ( ) =   +   X  

3  =    X  
X  =     

  (X ) +   X    =Z 
0   =AZ 

 ( ) +   ( ) =     =BZ 
 ( ) +   ( ) =       =    CZ 

( ) +   ( ) =     3  =    DZ 
 للوصول إلى النقطة الددنية للتكاليف ي

   .دالة التكاليف في A , B  , C , Dتم التعويض عن قيم النقط 
 X  +  X   = 

 

 ( ) +  ( ) =    
 

  ( ) +  ( ) =    
 

 ( ) +   ( ) =    
 (3،  0يتحقق عند النقطة ) 12 أقل تكاليف ممكنةالحل الأمثل لتحقيق  ? 
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 :مثال
 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 

Max :  X  +  X  
S.T :                                                                                      

 X  +  X    ≤     
 

5X  +  X    ≤      
   ≤   X  , X          عدم السالبية

 :الحل
(1        )           =      X  +   X  

  X   =0              =      Xإذا كانت 
X  =  /  =                     (   ,   ) 

  X   =0               =      Xإذا كانت 
X  =  /  =                    (   ,   ) 

(2            )          X  +  X      =    
  X      =        = صفر          Xإذا كانت   

X  =   /  =                     (   ,   ) 
  X   =0                =      Xإذا كانت 

X  =   /  =                     (   ,   ) 
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 جبريا معاً  2،  1( يتم حل الدعادلتتُ Cلإيجاد نقطة )

 X   +    X   5  =  30           5 – بالضرب في                  
                                   15=    - 5X1  +  3X2 

           15- = X  7- 
X  =    

 
     

 ( 1ولتكن الدعادلة )  Xتنتج قيمة   Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في
 =      X  +  X  

(  ,   ) D 

X  

X  

(  ,  ) A (3 , 0 )B (6, 0 )D 

(  ,   ) B 

 الحلول الدمكنةمنطقة 

F.R 

C 

) ( 

) ( 
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  ( . )  =    +X 1 
-   .  = .   6 = X 1 

X  =  .  
 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط  

  .دالة الربح  في
2X  +  X    دالة الربح = 
2( ) +   ( ) =    =BZ 

2 ( . ) +   ( . ) =  .     =          CZ 
2 ( ) +   ( ) =      =    DZ 

 .(2،  3) النقطة عند يتحقق  .9 ربح أقصى لتحقيق الأمثل الحل ? 
 :مثال

 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 
Max   X  +  X  

S.T : 
 X  +  / X    ≤       
 / X  +  / X    ≤       
 / X  +  / X    ≤      

   ≤   X  , X              عدم السالبية

 الحل
(1     )          =      X  +   / X  

  X   =0               =      Xإذا كانت 
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X  =    /  =              (     ,   ) 
  X   =0              =     / Xإذا كانت 

X  =    / /  =                 (   ,     ) 
(2      )          / X  +  / X      =     

  X   =0               =      / Xإذا كانت 
X  =     / /  =                  (     ,   ) 

  X   =0              =      / Xإذا كانت 
X  =  / /    =                    (   ,     ) 

(3      )          / X  +  / X      =     
  X   =0               =      / Xإذا كانت 

X  =     / /  =                    (    ,  ) 
  X   =0               =      / Xإذا كانت 

X  =  / /    =                 (   ,     ) 
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 جبريا معاً  3،  1( يتم حل الدعادلتتُ Cلإيجاد نقطة )

 X +   / X   2/1 =  30         -4  بالضرب في                  
  X  +  / X /  = 15             16  بالضرب في                 

1200-  = X -  / X  2 
1600=  2X  +  X 2 
400- = X   3/8- 

X  =  -    /-  /  =     
 ( 2ولتكن الدعادلة )  Xتنتج قيمة   Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في

X 

X  

(  ,  ) A (150 , 0 )B (600, 0 )D 

(  ,     ) F 

(  ,     ) B 

 منطقة الحلول الدمكنة

F.R 

C 

) ( 

) ( 

) ( 
(  ,     ) D  

(   ,  )  F 
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300 =      / X  +  / (   ) 
     =     –     = / X  

X  =     
 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط  

 .دالة الربح   في
5X  +  X   =   دالة الربح 

5(   ) +  ( ) =      
5(   ) +   (   ) =      

5 ( ) +   (   ) =      
 (5،  8) النقطة عند يتحقق 3700 ربح أقصى لتحقيق الأمثل الحل ? 

 :مثال
 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 

Max     X  +  X   
S.T :                                                                                      

 X  +  . X    ≤     
                                                   X  +  X    ≤      
                                                    X  +  X    ≤     

      ≤   X  , X           عدم السالبية                            

 الحل
(1      )                  X  +  . X    = 

  X   =0              =      Xإذا كانت  
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X  =  /  =                (   ,   ) 
  X   =0           =      . Xإذا كانت 

X  =  / .  =  .                (   ,  .  ) 
(2      )              X  +  X      =   

  X   =0              =      Xإذا كانت 
X  =   /  =                    (   ,   ) 

  X   =0               =      Xإذا كانت  
X  =  /  =                    (   ,   ) 

(3       )          X  +  X      =   
  X   =0                 =      Xإذا كانت 

X  =   /   =                      (   ,   ) 
  X      =      = صفر          Xإذا كانت  

X  =  /  =                   (   ,   ) 
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 معاً  جبرياً  2،  1( يتم حل الدعادلتتُ Cلإيجاد نقطة )

 X +   . X  1=  9           2  بالضرب في                  
 X  +  X 2  = 8           1-  بالضرب في                 

18 =   X +   X   2 
                  =    X  + X 2- 

                                            10 = X   6  
X  =     /  =  .               

 ( 1ولتكن الدعادلة )  Xتنتج قيمة   Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في

X 

X  

(  ,  ) A (4 , 0 )B ( ,   )F 

(  ,   ) F 

(  ,   ) B 

 منطقة الحلول الدمكنة

F.R 

C 

) ( 

) ( 

) ( 
(  ,  .  ) D 

( ,   )D 
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9  =      X  + ( . )( . ) 
  .   =  .  –    =1X  

X  =  .  
 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط  

  .دالة الربح  في
4X  +  X   = 

 

4( . ) +  ( . ) =   .  
 

 .( .  ، 177) النقطة عند يتحقق 1775 ربح أقصى لتحقيق الأمثل الحل ?
 :) السمبلكس( الجبريةثانيا : الطريقة 

يتطلب  يالقيود الأمر الذ وىذه الطريقة تتم إذا كان يوجد أكثر من متغتَين في
الحل النهائي وذلك من  تتسم بالدقة في أستخدم الطريقة الجبرية وىى من أكثر الطرق التي

 :  النقاط التالية خلال عدة خطوات سوف يتم تناولذا في
( Slakvariables( )S) تحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية. 1

 للحصول على الحل الأمثل.

لأنها إذا كانت  ≥ يظل مسائل التعظيم ى التحويل من أن علامة الدتباينة فيالتأكد قبل . 2
 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة .

 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى . 3

 ولتوضيح ىذه الخطوات سوف يتم طرح مثال تطبيقي لذذه الخطوات :
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 مثال : 
 80ىكتار ويوجد بها  100إذا توافرت لديك البيانات التالية عن مزرعة مكونة من 

ألف دينار ويريد أن يزرع ثلاث لزاصيل ىم  30عامل ويمتلك صاحبها رأس مال قدره 
عمال  2يستخدم عدد واحد ىكتار من الأرض وعدد  أنالقطن والأرز والذرة بحيث 

نار للطن ، وأن يستخدم عدد واحد ىكتار من دي 30دينار علماً بأن سعر القطن  2000و
دينار للطن، وأن يستخدم  40دينار علماً بأن سعر الأرز  4000عمال و 3الأرض وعدد 

دينار  20دينار علماً بأن سعر الذرة  2000عمال و 1عدد واحد ىكتار من الأرض وعدد 
 يحقق أقصى ربح لصاحب الدزرعة ؟ يللطن . فما ىو الحل الأمثل الذ

كن تحويل ىذا الدثال اللفظي من خلال مكونات وعناصر البرلرة من دالة الذدف يم
 الخطوات التالية : والقيود وعدم السالبية كما في

 :الحل
Max :   X  +   X  +   X  

S.T :                                                                                      
       ≥   X  +  X  +  X        الأرض 
      ≥   X  +  X +  X           العمال

      ≥   X  +  X  +  X        رأس الدال 

   ≤   X  , X  , X           عدم السالبية

( Slakvariables( )Sتحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية  ). 1
 للحصول على الحل الأمثل.

Max :   X  +   X  +   X  +   S +   S +   S  
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S.T :                                                                                     
لأنها إذا كانت  ≥ يظل مسائل التعظيم ى التأكد قبل التحويل من أن علامة الدتباينة في.2

 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة .
          =    +   +  X  +  X  +  X  +   S             الأرض                

                                      =    +  X  +  X +  X  +   +   S     العمال                
      =   X  +  X  +  X   +  +   +   S             رأس الدال                
            ≤   X  , X  , X  , S  ,S  ,S          السالبيةعدم        

 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى . 3
 

Max الأنشطة الحقيقية الأنشطة الوهمية S.A R C 

عناصر 
 الإنتاج

0 
S3 

0 
S2 

0 
S1 

20X3 
 40X2 

 أكبر رقم
X130 الأسعار الموارد العرض النشط 

100 0 0 1 1 1 1 100 S  0 
26.7 0 1 0 1 3 2 80 S  0 

15 1 0 0 2 
2 

 S  0 30 4 الارتكاز

0 0 0 0 0 0 0 0 Z  
0 0 0 0 20 40 30  C - Z  

 البرنامج الأول

 
 
 

-  /  0 1 0 0 -   85 S  0 
-  /  1 0 -   0 -   35 S  0 

1/  0 0 1 1 2 15 X  40 
20 0 0 40 40 80 600 Z  

-    0 0 -    0 -    600 C - Z  
  تكلفة الفرصة البديلة سعر الظل

 نهاية البرنامج
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 The Optimal Solution is الحل الأمثل :

 
X  =                                S  =    

X  =                                                     S  =    
X  =                                   S  =   

 بطريقة السمبلكس  كيفية الحصول على أرقام البرنامج الثاني
 
 

1 1 
2 2 

 
- X         1 

                                             

1 100 
2 30 

 

 -  X   /   =   100  
 

3 80 
2 30 

 

 -  X   /   =   80 
 
 ملحوظة على الحل النهائي  :  

Z =     , S  =    , S  =    , X  =    
عنصر  فدان من الأرز وأن ىناك فائض في 15إنو لتعظيم الربح يلزم إنتاج  ىذا يعتٍ

حتُ أن رأس الدال تم  عامل ، في 35عنصر العمل قدرة  فدان، وفائض في 85الأرض قدرة 
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تعتبر   S  ,  Sحتُ أن  إنو عنصر نادر في وىو يعتٍ  Sبالكامل بدليل عدم ظهور  واستغلال
 عناصر غتَ نادرة .

 X 40  =600 15ربح الفدان =  Xالأربحية = عدد الأفدنة الدزروعة بالأرز  ?
 جنية 

 : يتحقق أقصى ربح ه يوبناء علية فأن التوليفة المثلى من عناصر الإنتاج الت

 .( فائض85 – 100) 15=    الأرض
 .( فائض  35 – 80)  45=    العمل

 .( لا يوجد فائض عنصر نادر  30 – 30)  30=   رأس الدال
 ملحوظة على جدول السمبلكس  :  
فإنو يحتوى على الإشارة السالبة فهذا يعتٌ إنو  السطر الخامس من البرنامج الثاني في .1

 البرنامج الأمثل وىذا يعتٌ أن جدول السمبلكس انتهى .  

البرنامج الثالث  يعتٌ أن البرنامج لم ينتهي ونبدأ فيأما إذا كانت الإشارة موجبة فهذا . 2
 والرابع حتى يتم الوصول إلى الإشارة السالبة .

بند عناصر الإنتاج اسم الأسعار الظلية ويعكس  السطر الأختَ في البرنامج النهائي في في. 3
فرصة فهذا يمثل تكلفة ال Zثمن استخدام ىذا العنصر الإنتاجي وفى صف  يىذا السعر الظل

 .  البديلة بالنسبة للأنشطة الحقيقية
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 مثال : 
وحدات إنتاجية الأولى لتصنيع العبوات والثانية  3مصنع لتعليب الفاكهة ينقسم إلى 

أن ىذا الدصنع يستخدم نوعتُ  ضالدصنعة ، وبأ فتًا ةوالثالثة لتعبئة الفاكه ةلتجهيز الفاكه
درىم وعلبة  2كان سعر علبة الدانجو يحقق صافى دخل   فإذاهما الدانجو والبرتقال  ةمن الفاكه

ألف  20الدتاح يحقق تعليب  ومقدار الدانج ندرىم ، وإذ أكا 3البرتقال تحقق صافى دخل 
 في ةألف علبة ، وأن وحدة تعبئة الفاكه 25علبة، ومقدار الدتاح من البرتقال يحقق تعليب 

 40تعمل  ة، أما وحدة تجهيز الفاكهألف علبة فقط كل أسبوع 30الدصنع تستطيع تعبئة 
ساعة ، وعلبة البرتقال تستغرق  0.002ساعة أسبوعيا فقط علما بأن علبة الدانجو تستغرق 

 التجهيز . ساعة في 0.001
ظل الدوارد  تعمل على تعظيم صافى دخل ىذا الدصنع في التي الدثلىوضع الخطة المطلوب : 

 الدتاحة وذلك باستخدام أسلوب البرلرة الخطية .
 :الحل

Max :  X  +  X  
S.T :                                                                                      

 X   ≤                
                                                         X   ≤       

 .   X  +  .   X    ≤      
   ≤   X  , X             عدم السالبية

( Slakvariables(  )Sتحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية ). 1
 للحصول على الحل الأمثل .

Max :  X  +  X  +   S +   S  
S.T :                                                                                      
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لأنها إذا كانت  ≥ يظل مسائل التعظيم ى التأكد قبل التحويل من أن علامة الدتباينة في. 2
 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة.

 X   +  S  +     =       
 X  +   +   S    =        

   ≤   X  , X  , X  , S  ,S           عدم السالبية
 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى . 3

Max الأنشطة الحقيقية الأنشطة الوهمية S.A R C 

عناصر 
 الإنتاج

0 
S2 

0 
S1 

3X2 

 أكبر رقم
2X1 

العرض 
 النشط

 الأسعار الموارد

∞ 0 1 0 1 20 S  0 
25 1 0 1 0 25 S  0 
40 0 0 0 0 40 Z  
0 0 0 3 2 40 C - Z  

 البرنامج الأول

20 0 1 0 1 20 S  0 
∞ 1 0 1 0 25 X  3 
75 0.001 0 0 0.002 15 15 0 
0 3 0 0 0 75 Z  

0 3 0 0 2 75 C - Z  

 يالبرنامج الثان

 

0.5 500 0 0 12500 S  0 
1 0 1 0 2500 X  3 

0.005 500 0 1 7500 X  2 
- 2.99 0 3 2 90000 Z  

- 2.99 0 0 0 90000 C - Z  

 نهاية البرنامج
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 The Optimal Solution is الحل الأمثل :
 

X  =                   S  =       
X  =                     S  =   

 مثال :  
Max :   X  +   X  +   X   +   X  

S.T :                                                                                      
 X  +  X  +  X  +  X   ≤       
 X  +  X +  X  +  .  X   ≤       
 X  +  X  +  X  +  X  ≤      

   ≤    X  , X  , X  , X          عدم السالبية

( Slakvariables( )Sتحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية ). 1
 للحصول على الحل الأمثل .

Max :   X  +   X  +   X   +   X   +   S +   S +   S  +   S  
S.T :                                                                                     

لأنها إذا كانت  ≥ يظل مسائل التعظيم ى التأكد قبل التحويل من أن علامة الدتباينة في. 2
 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة .

X  +  X  +  X  +  X   +   S  +   +    =    1 
 

 X  +  X  +  X  +  .  X  +   +   S  +    =     
 

 X  +  X  +  X  +  X   +   +   +   S   = 
 

   ≤   X  , X  , X  , S  , S  , S                عدم السالبية
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 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى .3 
Max الأنشطة الحقيقية الأنشطة الوهمية S.A R C 

عناصر 
 الإنتاج

0 
S  

0 
S  

0 
S  

12 
X  

40 
X  

10 
X  

30 
X  

العرض 
 النشط

 الأسعار الدوارد

100 0 0 1 1 1 1 1 100 S  0 
∞ 0 1 0 0.5 0 1 0 100 S  0 
40 1 0 0 0 2 0 1 80 S  0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 Z  
0 0 0 0 12 -40 10 30 0 C - Z  

 البرنامج الأول

60 0.5 0 1 1 0 1 0.5 60 S  0 

200 0 1 0 0.5 0 1 0 100 S  0 

∞ 0.5 0 0 0 1 0 0.5 40 X  40 
0 20 0 0 0 40 0 20 1600 Z  
0 20 0 0 12 0 10 10 1600 C - Z  

 يالبرنامج الثان

120 0.5 0 1 1 0 1 0.5 60 X  12 

280 0.25 1 0.5 0 0 0.5 0.25 70 S  0 

80 0.5 0 0 0 1 0 0.5 40 X  40 
0 14 0 12 12 40 12 26 2320 Z  
0 14 0 12 0 0 2 4 2320 C - Z  

 البرنامج الثالث

 

1 0 1 1 1 1 0 20 X  12 

0.5 1 0.5 0 0.5 0.5 0 90 S  0 
1 0 0 0 2 0 1 80 X  20 

18 0 12 12 48 12 30 2640 Z  
- 

18 
0 

- 
12 

0 - 8 - 8 0 2640 C - Z  

 البرنامج النهائي
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 The Optimal Solution isالحل الأمثل : 
S  =   X  =    
S  =    X  =    

S  =   
 

  



 

 
 

229 

 الخامستمارين على الفصل 

 حل المسائل التالية بطريقة السمبلكس :
(1) 

Max :  X  +  X   +  X  
S.T : 

3X  + X   ≤      
X  +  X   ≤     

2X  + X  + X   ≤     
   ≤  X  , X  , X              عدم السالبية

 (2)  
Max :   X  +  X  

S.T : 
X  +  X   ≤     

X   ≤     
X  ≤     

   ≤  X  , X           عدم السالبية

(3) 
Max :   X  +  X  

S.T : 
4 X  +   X   ≤        
8X  +  X  ≤         

X  +   X  ≤       
   ≤  X  , X      عدم السالبية

(4) 
Min :   X  +   X  
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S.T : 
6X  +  X  ≤      
3X  +  X  ≤      

X  +    X  ≤     5 
   ≤  X  , X               عدم السالبية

(5) 
Max :  X  +  X  +  X  

S.T : 
3X  + X  ≤      

X +  X   ≤     
2X  + X  + X   ≤     

   ≤   X  , X  , X             السالبيةعدم 

(6) 
Max :   X  +   X  +   X  

S.T : 
6X  +  X  +  X  ≤      
2X  + X  +   X   ≤      

   ≤   X  , X  , X           عدم السالبية
(7) 

Max :  X  +  X  
S.T : 

6X  +  X  ≤      
X  +  X   ≤     5 
X  +  X   ≤     2 

   ≤ ,  X  , X            عدم السالبية
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 بعض المصطلحات العلمية الاقتصادية والرياضية

 
 Investment استثمار

 Colums أعمدة

 Mathematical Economic اقتصاد رياضي

 Marginal Revenue الحديالإيراد 

 Marginal Analysis التحليل الحدي

 Dynamic Analysis التحليل الحركي

 Minimization التدنية

 Maximization التعظيم

 Marginal Cost التكلفة الحدية

 Function Particular الدالة الخاصة 

 Function  Complementary الدالة الدتممة

 Function Inverse الدالة الدعكوسة

 Integrand Function   الدالة الدكملة

 Necessary Condition الشرط الضروري

 Sufficient Condition الشرط الكافي

  Total Demand الطلب الإجمالي

 Individual Demand الطلب الفردي

 Competitive Demand الدتنافي الطلب

 Composite Demand الطلب الدركب

 Joint Demand الطلب الدشترك



 

   
 

234 

 Demand Intermediate الطلب الوسيط

 Ineffective Demand الطلب غير الفعال

 Present Value القيمة الحالية

 Constraints القيود

 The Quantity Demanded الكمية الدطلوبة

 The Quantity Supplied الكمية الدعروضة 

 Exogenous Variables الدتغيرات الخارجية

 Endogenous Variables الدتغيرات الداخلية 

 Cross Partial Derivatives الدشتقات الجريئة الدتقاطعة

 Matrices and Linear Models الدصفوفات والنماذج الخطية 

 Cofactor Matrix الدصفوفة الدرافقة 

 Multiplier الدضاعف

 Behavioural Equations الدعادلات السلوكية 

 Common Denominator الدقام الدشترك

 Marginal Propensity to Consume الديل الحدي للاستهلاك 

 Continus Dynamic Model النماذج الديناميكية الدستمرة

 Model Economic النموذج الاقتصادي

 Dynamic Model النموذج الحركي

 Model    Econometric النموذج القياسي

  Dual Model النموذج الدقابل

 Post - Chang بعد التغير 

 Data بيانات

 Summation تجميع
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 Profit Maximization تعظيم الربح
 Differential تفاضل 

 Integration تكامل 

 Tangency تماس

 Decreasing Relurns to Scale   تناقص غلة الحجم

 Constant Relurns to Scale ثبات غلة الحجم

 Matrix Algebra جبر الدصفوفات

 Root جذر

 Addition of Matrices جمع الدصفوفات

 Calculus حساب التفاضل والتكامل

 Solution حل

costs Lines خطوط التكاليف متساوية الديل  -  Iso 

Profit Lines خطوط الربح متساوي الديل  -  Iso 

 Exponential Function    دالة آسية

 Hyperbola Function دالة القطع الزائد

 Function Rectangular- hyperbolic دالة القطع الدكافئ

 Function Objective دالة الذدف

 Quadratic Function  دالة تربيعية

 Function Linear دالة خطية

 Explicit Function دالة صريحة

  Implicit Function دالة ضمنية

 Linear Function-Non دالة غير خطية

 Function Logarithmic دالة لوغاريتمية 
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 Homogeneous Function  دالة متجانسة

 Increasing Function دالة متزايدة 

 Composite Function دالة مركبة

  Continuous Function دالة مستمرة 

 Cubic and higher Power Function دالة من الدرجة الثالثة فأكثر 

 Degree of an Equation درجة الدعادلة

 Capital رأس الدال

 Order رتبة

 Net Profit صافى الربح

 Rows صفوف

 Method Iterative طريقة التكرار

  Simplex Method طريقة السمبلكس

 Minor Method طريقة المحيدد

 Minor Method طريقة المحيدد

 Interest فائدة

 Rule of Sum and Differences قاعدة الجمع والطرح
  Function Rule Constant قاعدة الدالة الثابتة

 - Chang Pre قبل التغير

 Sector قطاع

 Diagonal of a Determinant قطر المحدد

 Rules Differentiation قواعد التفاضل

 Value قيمة

 Vector متجه
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 Dependent Variables متغير تابع

 Variables Independent متغير مستقل
 Set لرموعة

 Unknown لرهول

 Convex لزدب

 Determinant لزدد

  Transactions Matrix مصفوفة التحويلات

 Coefficients Matrix مصفوفة الدعاملات 

 Unit Matrix مصفوفة الوحدة

 Matrix Singular مصفوفة شاذة

 Matrix Zero صفريةمصفوفة 

 Upper Triangular Matrix  مصفوفة مثلية عليا

  Adjoint Matrix مصفوفة لزاذية )مبدلة مصفوفة الدرافقات(

 Matrix Square مصفوفة مربعة

  Difference Equation معادلات الفروق

  Differential Equation ضليةامعادلة تف

  Difference Quotient Equation معادلة قسمة الفرق

 Parameters معلمات 

 Concave مقعر

 Tangent مماس

 Perfect Competition منافسة كاملة 

 Isoquant Curve منحنى الناتج الدتساوي

 Feasible Solution Region منطقة الحلول الدمكنة  
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 Game Theory نظرية الألعاب

 Turnig Point نقطة الانقلاب

  Input models – Output الدنتج -نماذج الدستخدم 

 Cobweb Model نموذج نسيج العنكبوت

 Explosive Cobweb Model نموذج نسيج العنكبوت الدتباعد

 Damped Oscillating -Non نموذج نسيج العنكبوت الدتذبذب غير الدتقارب 
 Cobweb Model 

 Damped Cobweb Model نموذج نسيج العنكبوت الدتقارب
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