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 بسم الله الرحمن الرحيم

 "وما أتيتم من العلم إلا قليلاً "
تقديم الخدمة لأبنائنا طلاب الدرحلة الجامعية وتأكيداً بأن علاقة العلوم  في إطار 

ببعضها البعض الإنسانية منها والتطبيقية وإيضاح أن العلوم التي قد يرى طلاب الدراحل 
الأولى أنها علوم جافة لا فائدة ترجى من تعلمها في بداية عمرىم ، وربما لعدم دراية  ةالتعليمي

مين بتدريسها بتوضيح أهميتها في الدستقبل ، وفى مراحل علمية متقدمة وىنا أيضاً من القائ
على سبيل الدثال لا الحصر علم الرياضيات الذي يلخص موضوع إنشائي طويل في معادلة 
رياضية )نموذج رياضي أو دالة رياضية أو علاقة رياضية( وىو علم قديم قدم الإنسانية وبتطور 

قتصادية في العصر الحدي  ههر علم جديد ىو علم الاقتصاد  العصور ووجود الدشكلة الا
كان في البداية يغلب عليو الجانب النظري ولكن لم يتأخر علماؤه الأوائل من مالتس وكورنو 
وغيرىم في ربطة بالرياضيات من أجل إعطاء العلاقات الاقتصادية صورة أكثر قوة وإيجاد 

تركة مع الرياضيات من أجل وضع خطط حلول للمشاكل الاقتصادية وبوجود حدود مش
أكثر مصداقية لتصب في مصلحة المجتمع وىو الذدف لدى كل من يعمل في حقل الاقتصاد 

  .وىذا كلو أوجد ما يعرف بعلم الاقتصاد الرياضي
الدؤلفين على العديد من الدراجع في ىذا الشأن ورغبة منا في الوصول  لاطلاعونظراً  

دراستو والتقليل كلما أمكن من تكرار مواضيع سبق دراستها من  للهدف وترغيب الطلبة في



 
 

�� 

مبادئ الاقتصاد أو الاقتصاد الجزئي .... وغيرىا من الدواضيع التي يتم فيها الربط بين 
والرياضيات فقد تم التركيز على الدواضيع التي نرى إنو يفضل دراستها وتوضيح  دالاقتصا
 الطلاب مل الدشكلة الاقتصادية وتوضيح الصورة أمابين الاقتصاد والرياضيات لح الالتقاء

عند وضع السياسات الاقتصادية، بالإضافة إلى عدم الإطالة والسرد الدطول كما في مراجع 
أخرى ولدعرفة أن مدة العام الدراسي لزددة وإنو لو تم سرد ىذه الدوضوعات بالتفصيل 

ا الكتاب وسيلة لفائدة أبنائنا لأستغرق ذلك لرلدات، ونأمل من الله تعالى أن يكون ىذ
يستطيعون  ةالطلاب من أجل الوصول إلى غايتهم في قسم الاقتصاد وأن تكون لديهم أدا

 من خلالذا اتخاذ القرار الاقتصادي الصحيح.
 

 والله ولى التوفيق
 

 المعدون
 
 
 



!

!

!

 !

 الفصل الأول
 ماهية الاقتصاد الرياضي
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 الفصل الأول
 ماهية الاقتصاد الرياضي

 

 تعريف علم الاقتصاد الرياضي
تمثيل العلاقة بتُ علم الاقتصاد وعلم الرياضيات وعلم الإحصاء بهذا لو جاز 

 نو يلاحظ التالي : إالشكل ف
 
 
 
 
 
 
 
 

 العلاقة بين علم الاقتصاد وعلم الرياضيات وعلم الإحصاء(  1 – 1شكل رقم )
 

أوجد ما يعرف بعلم  وجود حدود مشتًكة بتُ النظرية الاقتصادية والرياضيات وىذا
يهدف ىذا العلم إلى دراسة العلاقة بتُ فرعتُ من فروع الدعرفة هما ، حيث الاقتصاد الرياضي

يهتم بصيغة كما   الاقتصاد بشقيو النظري والتطبيقي والرياضيات بشقيها البحتة والتطبيقية.
وات العلاقات الاقتصادية بأسلوب رياضي مستخدماً في ذلك لستلف العناصر والأد

 الرياضية.

 اقتصاد
 رياضيات 

 إحصاء

إحصاء 
 رياضي

���©�Ž�¼�˜�×�•
�ò�³�Ž�ô�× 

اقتصاد 
 رياضي

إحصاء 
 اقتصادي
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الدنهج الرياضي في التحليل الاقتصادي أي التعبتَ عن الدتغتَات كما يتم استخدام -
الاقتصادية بالرموز وإظهار الدعادلات الاقتصادية على شكل معادلات رياضية وحل ىذه 
الدعادلات ومعالجتها بأسلوب رياضي الذي يمكن من التوصل إلى نتائج لزددة ويهتم علم 

اللغوي دية في صورتها الرمزية بدلًا من الأسلوب الاقتصاد الرياضي بدراسة النظرية الاقتصا
 حتى يسهل مطابقتها مع الواقع الفعلي.

 ىو استخدام الدنطق والدوضوعية في التحليل الاقتصادي. المنهج العلمي :
 أهمية استخدام الرياضيات في التحليل الاقتصادي

أو ىندسية تصلح  . الأدوات الرياضية بصورىا الدختلفة سواء كانت حسابية أو جبرية ��
ويمكن تفستَ  كوسيلة من وسائل الإيضاح للتعبتَ عن حالات تعجز الألفاظ عن شرحها.

 ذلك من خلال الدثال التالي:
p D = a �± b 

لتلك  تمثل السعر pثوابت و  b . aوكل من  لسلعة ما  ىي الكمية الدطلوبة  Dحيث أن
 .السلعة

تضفي على الفروض والتعريفات نوع من . صياغة النظرية الاقتصادية صياغة رياضية ��
 الصلابة وتجعل ىذه الفروض واضحة وصريحة في كل مرحلة من مراحل التحليل.

 المتغيرات المنتظمة والعشوائية :
بصورة واضحة وصريحة وتعبر عن مفهوم  في النموذج ىي التي تدخل :المتغيرات المنتظمة

 لزدد .
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ىي تلك الدتغتَات التي لا تظهر في الدعادلة بصورة واضحة ولا تعبر  :المتغيرات العشوائية
 عن متغتَات واضحة ولزددة.

 المتغيرات الداخلية والخارجية :
 .ىي الدتغتَات التي تتحدد كميتها أو قيمتها داخل النموذجالمتغيرات الداخلية: 

بعوامل أخرى خارج ىي الدتغتَات التي تتحدد كميتها أو قيمتها المتغيرات الخارجية: 
 النموذج موضوع الدراسة .

 المعادلات :
 تسمى الدعادلات التي يتكون منها أي نموذج بالدعادلات الذيكلية وتنقسم إلى :

 . المعادلات السلوكية :1
وىى نوع من الدعادلات التي تبتُ علاقة دالية بتُ الدتغتَات الدختلفة وتكون ىذه 

عتُ من جانب الأفراد أو جانب الدتغتَات الدختلفة التي العلاقة ناشئة أساساً عن سلوك م
 تؤثر على الدالة وتظهر ردود أفعالذم نتيجة للتغتَات التي تحدث في بعض الدتغتَات.

 . المعادلات التعريفية :2
وىي نوع من الدعادلات الذي يعرف وضعاً معيناً أو يعرف متغتَاً معيناً أو يعطي 

 قيمة لزددة لأحد الدتغتَات 
 : يحدث التوازن عندما تتساوى الكمية الدطلوبة مع الكمية الدعروضة أي عندما: مثال
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الدعادلة لا تظهر سلوكاً معيناً أو رد فعل ولكنها تكتفي بتعريف حالة  تلكمثل 
 التوازن بأنها تلك الحالة التي تتساوى فيها الكمية الدطلوبة مع الكمية الدعروضة .

 مثال أخر :
Y = I + C 

 ستهلاك .لاايمثل  Cستثمار ، لاايمثل  Iدخل ، لايمثل  Yحيث 
فإن ىذه الدعادلة لا تظهر سلوكاً معيناً ولكنها تكتفي بتعريف الدخل القومي أنو 

 يساوي لرموع ما ينفق على الاستهلاك وعلى الاستثمار.
 . المعادلات الفنية :3

مثل الخدمات اللازمة لإنتاج وحدة وىي تبتُ علاقات فنية بحتة بتُ الدتغتَات 
 واحدة من سلعة معينة .

 النماذج الاحتمالية وغير الاحتمالية :
 حتمالية :لاغير االنماذج . 1

 ذلك النوع الذي يبتُ وجود علاقات تامة بتُ الدتغتَات الدختلفة في النموذج. ىي
 :فمثلاً كتابة دالة الطلب لسلعة ما على الصورة
D = -��P + ������ 

وىنا  ����فالكمية الدطلوبة ىي  ����ىذا النموذج يعتٍ أنو إذا كان سعر السلعة ىو 
 تحديد الكمية الدطلوبة الدقابلة لأي سعر وقد تزيد الكمية الدطلوبة أو تقل عن ىذا نيمك

 الدقدار.
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 الاحتمالية :النماذج . 2
سابق على نتيجة لوجود متغتَات عشوائية ولذلك يفضل في الكتابة كتابة النموذج ال

 الصورة الآتية.
D = -�� P+������ +e 

يمكن أن يؤثر على الكمية الدطلوبة بالزيادة أو النقصان  ،متغتَ عشوائي eحيث 
والنماذج التي تدخل فيها مثل ىذه الدتغتَات العشوائية ىي ما تسمى بالنماذج الاحتمالية 

 .قياسية )الاقتصاد القياسي(ومثل ىذا النوع من النماذج ىو ما يهتم بو فعلًا في الدراسات ال
 تحليل نقطة التوازن

نقطة التوازن ىي نقطة تقاطع منحتٌ الطلب مع منحتٌ العرض والتي يتحدد من  
 خلالذا السعر والكمية التوازنية . 

 ويمثل ذلك بيانيا كما يلي :
 كانت   إذا

bpaD    طلبال دالة �  
dpCS  عرضال دالة �  

       الكمية الدطلوبة = الكمية الدعروضة بمعتٌ    التوازن شرطعند 
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 نقطة التوازن بين الطلب والعرض(  2 - 1شكل )
 :(1) مثال

  الآتيتتُسعر وكمية التوازن من دالتي العرض والطلب  قدر

PSPD � � 1,43 
 الحل

                      

التوازن                         عند
P

PP

PP

52

413

143

 
� �
� �

 

P* 

Q *Q
 

S 
D 

P  

D S 
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 ̅   
 
 التوازني السعر        

 .في إحدى الدالتتُ يتم التعويضالكمية التوازنية  لإيجاد
      (

 
 
)����

��
     

 
 

����
��

   
    
 

����
��

   
 
 
   

 
      

 التوازنية ىي  الكمية ?
5
2

.1 
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�������������� 
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 :(2) مثال
 الطلب والعرض كالآتي  دالتيالسعر التوازني والكمية التوازنية إذا كانت  أوجد

                        
 :الحل

 
 
 
 
 
 
 

 

               تُالدالتالكمية التوازنية نعوض في إحدى  لإيجاد 
          (    )            

   7      
 
 
 
 

 !
Q 73335 

S D 

P 

5333 

  =2+P            
��
          

10 �±����������P��� ������������P

����� ����������P

P = 
 
   

 السعر التوازني         ���������� �
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 على التوازن السوقي ضريبة أو تقديم دعمفرض  أثر
 نوعين من الضرائب : هناك

على   دينار ��/��وحدة مثل فرض  كلوتفرض بمعدل مبلغ نقدي معتُ على  ضريبة نوعية:  أ.
 .كل علبة سجائر منتجة

وحدة من وحدات الإنتاج  كلتفرض في صورة نسب معينة على سعر  ضريبة نسبية:  ب.
 على كل علبة سجائر منتجة. % ��مثل فرض 

 فرض الضريبة على التوازن السوقي أثر
ضريبة فينتقل تبعاً لذلك  لفرضفي البداية على الدنتج فيقل العرض نتيجة  تؤثر

 ̅   الكمية الدعروضة )الدنتجة( قلة العرض جهة اليسار أي يقل العرض لشا يؤدي إلى منحتٌ
 .Pcالسعر التوازي  وزيادة

̅   الضرائبلفرض  نتيجة      ̅   
 
 
 
 
 
 

 أثر فرض الضريبة على التوازن السوقي( 3-1) شكل رقم

Q 

  ̀  
      
 ̀   ����

S 
D 

 ̀!!

P 
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 . الضريبةالتوازن بعد فرض  فعند t ىورمز الضريبة  أن يكون ضاافتً  تم لو
         

 

        (   )  
معرفة ذلك  يتمفيمكن أن  الأمثلومعدل الضريبة النوعية  الضريبة حصيلةأما عن 

  :الدثال التالي خلالمن 
 : (1) مثال

 ما كما يأتي :  ةسلعلفي السوق  العرضو علمت أن الطلب  إذا
          

 

          
 : المطلوب

 . قبل فرض الضريبة التوازن. إيجاد سعر وكمية ��
 .دينار للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  ��بمعدل  نوعية. إذا فرضت ضريبة ��
 .السعر والكمية الدقابلتُ وحصيلة الضريبة و  الأمثل. أحسب معدل الضريبة ��
 ؟.لفرض ضريبة على التوازن السوقي الاقتصاديةالآثار  يى . ما��

 :الحل
 (��)        عند شرط التوازن فإن               
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 كالتالي:    أو     ض في إحدى الدعادلتتُ يعو يتم الت التوازنيةالكمية  لإيجاد
         

 

         
 

       
 

         ( )     
 

     
فإن الكمية والسعر التوازنيتُ  ،دينار للوحدة الدباعة �� بمعدلفرضت ضريبة نوعية  إذا

 : يكون تقديرهما
                            ( ) 
 

      (   )     
 

             
 

        7  
 

   7     !
 

    7  
 

P    
 
     7 
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 الكمية التوازنية الجديدة  ستكونفي دالة الطلب مثلاً بالتعويض  وبالتالي
                 

 

       7         
يتم وحصيلة الضريبة  الدقابلةوالسعر والكمية  الأمثلمعدل الضريبة للحصول على  (3) 

 يكون كالآتي. للكمية والسعر التوازن الجديدوبالتالي فإن  tضريبة بمعدل  افتًاض

 السعر الدتوازي عند الدعدل الأمثل ىو:
 

                 
 

      (   )     
 

              
 

            
 

          
 

        
 

  
 

 ̅      
 
 t 

 :الدعدل الأمثل ىي  عندالتوازنية  والكمية
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 (T  أن حصيلة الضريبة ) بما
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نقاط يجاد إخطوات  يتم إتباعالعظمى )الضريبة الدثلى( عندما  نهايتها T وتبلغ
  :وكالتالي عن طريق إجراء الدشتقة الأولى النهايات العظمى

75.3
4
3

5
3
4

5

0
3
4

5

 �u � 

 � 
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t
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 شتقة الثانية لدعرفة ما إذا كانت تلك القيمة تعطي نهاية عظمى وكالتالي:ثم بإجراء الد
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  -����.��وحيث أن القيمة الدتحصل عليها سالبة 
 لتلك الدالة. عظمى النهايةيتحقق شرط  ?
    7   نوعية مقدارىا لضريبة الاقتصاديالدخطط  بفرض  

 
نقدية يتم  وحدة 

 . ����.�� أكبر حصيلة ضريبية نتيجة لأن معدل الضريبة الأمثل ىو علىالحصول 
Qp تقدير كل من يصبح اىوعند  : كالآتي ,

tP       السعر التوازني الأمثل           
3
2

5�  

 
¸
¹
·

¨
©
§� 

4
15

3
2

5p 
 

 2
5

5� p 

5.7 p 
̅       ىي:الكمية التوازنية الدثلى أما      
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 الضريبة يمكن حسابها كالتالي:وفي ىذه الحالة، فإن حصيلة 
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 لفرض الضريبة  الاقتصاديةالآثار  (4)

 
قبل فرض 

 الضريبة
بعد فرض الضريبة 

 دينار 1النوعية بمقدار 
 الضريبة المثلى

الأثر الاقتصادي لفرض 
 الضريبة

السعر التوازني 
( ̅) 

 زيادة السعر التوازني   ��.�� ������.�� ��

الكمية التوازنية 
( ̅) 

 نقص الكمية التوازنية   ��.�� ������.�� ��

 

 :السوقيعلى التوازن  (ةعانإ)دعم  مأثر تقدي
عليها نفس الطريقة تطبيق تضاف إلى سعر العرض ويتم  أيالدنتج منها  يستفيد

إلى انتقال منحتٌ العرض  تقدنً الإعانة سيؤدي ، أيالضرائب تمت بها معالجةالسابقة التي 
 السعر. وانخفاض الدعروضةإلى اليمتُ )زيادة( لشا يؤدي إلى زيادة الكمية 

 بيانياً كالآتي : وتمثل
 
 
 

 
 
 

 على الكمية والسعر التوازنيين تأثير الإعانة( 4-1شكل )
QQ o 

Q 

P

P

p
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وارتفاع الأسعار يمكن تقدنً إعانة للمنتج أي  الإنتاجأنو في حالة قلة  أي
 الإنتاج. لدستلزمات

 (:1) مثال
التوازنية علماُ بأن  والكمياتمقدارىا الوحدة على الأسعار  إنتاجأثر منح إعانة  بتُ

 على النحو التالي: والعرضدالتي الطلب 
                            

 الحل
                 

 

            
 

         
 

          
 نتحصل على الكمية التوازنية �� = Pبالتعويض في إحدى الدالتتُ بقيمة 

       ( )  
 

                 
 

                        
، فإن ذلك يؤدي إلى التغتَ في السعر والكمية الوحدةتقدنً دعم مقداره  عند

 كالتالي:  التوازنيتُ
� �

P

PP

PP

310

22210

12210

 
��� �
��� �

 P = 
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                  7

   

 
 

 
  
 
 
 

 

 الدعم بعد الدعم قبل 

              ����.���� �� Pالسعر التوازني  
   ����.����  �� Qالكمية التوازنية 

 :(2) مثال
على النحو  اوالطلب لمحصول القمح في السوق كانت العرضعلمت أن دالتي  إذا

 التالي:
      7        
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 .الحالات  جميعبالرسم في  مستعيناً 
 قبل فرض الضريبة والإعانة. التوازنقدر سعر وكمية  (1)
يتم وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد ) ��بمعدل  نوعيةإذا فرضت ضريبة  (2)

 .(      للكمية الدعروضة من السعر �� طرح
يتم )وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  ��للمنتج قدره  دعمبتُ أثر تقدنً  (3)

 . (لكمية الدعروضةا لسعر �� إضافة
لتلك الضريبة وما ىي  الأمثل والسعر والكمية الدقابلتتُ الضريبةأحسب معدل  (4)

  حصيلتها.
)الأثر  لفرض ضريبة أو تقدنً إعانة على التوازن السوقي الاقتصاديةالآثار  يى ما (5)

 الاقتصادي ( ؟
 الحل

 نضع الدالتتُ في الصورة النموذجية 
                               

   = ���� - ��p     ,          = - �� + ��p        (��) 
=           

      
   7                 

        

    
 

  

  السعر التوازني     
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الكمية التوازنية قبل فرض الضريبة  الدالتتُ للحصول على إحدىبالتعويض في 
 والإعانة.

   = ���� �± (��) (��) 
 

   = ���� �± ����       
 

   = ����                

   وحدة /نقدية للوحدة الدباعة ��أثر فرض ضريبة نوعية بمعدل  (��)
 

(��)                ����-��p = -��+�� (p-��)                    
 

����-��p = -��+��p - �� 
 

����-��p = -����+��p     
 

= ��p      ����   
 

p=    ⁄ 
 

P = ��.��       
التوازنية بعد فرض ضريبة  إحدى الدالتتُ للحصول على الكمية فيبالتعويض 

 :مقدارىا الوحدة
       = ���� - ��p 

 

- ��(��.��)   ����   = 
 

    = ���� - ����.��     
 

   =����.��             
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، فإن الكمية والسعر التوازنيتُ سيتم حسابهما  وحدة نقدية ��بعد تقدنً دعم وقدرة  (3)

 كالتالي:
����- ��P = - �� + �� ( P + ��)  

  

����- ��P = �� + �� p                
 

 ���� = �� p                
 

P = 
   
 
               
 

P = ��.��             
بالتعويض في إحدى الدالتتُ للحصول على الكمية التوازنية الجديدة بعد تقدنً 

 وحدة نقدية . ��إعانة مقدارىا 

Q
��

�� 

p
 

 p 

S�� 

S����

S�� 
D��

������ 

������ 

�������� ���� �������� 
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   = ���� - ��P  
 

 ���� - �� (��.��) = ����.��                      
 tفرض معدل ضريبة مقدارىا أثر  (4)

����- ��P = - �� + �� ( P - t) 
 

����- ��P = - �� + �� P - ��t  
 

 ���� + ��t + �� = �� p                          
 

��t + ���� = ��p                   
 

P =   
 
  
 
    

 

P =    
 
  

 ( t (��/�� ) + ��) �� ±� ���� =   بالتعويض  
 

 ���� - ���� - ��t      
 

                 
 :حصيلة الضريبة 

T = tQ             
 

T= t ( ����- ��t)  
 

T=����t - ��t��       
 

dT/dt = ���� - ��t = ��         
 

 - ��t = �� ����    
 

 = ��t ���� 
 

 = ��t���� 
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t =   
 
     

 

t =   7  
إذا   تعطى نهاية عظمى أي أنها dT��/dt الثانيالضريبة الدثلى تتحقق عند التفاضل 

 . كان ناتج الدشتقة الثانية سالباً 
d��T/dt�� = - �� < ��   

 

 .والكمية الدثلى( يتم الحصول على السعر ����.��= )  tبالتعويض عن قيمة 
      

 
           

 

        ( 
 
) (  

 
)  

 

          
 
           

 

                             
 . ̀ على قيمة  يتم الحصول  ̀ بالتعويض عن قيمة

  ̀                    
 

  ̀     ( ) (  
 
)  

 

 ̀     (  
 
)     

 

 ̀     (  
 
)    

 

 ̀     7         
 

 ̀  7                   
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  ةحصيلة الضريب (5) 
T = tQ 

 

T =( ��.����)* (��.��)=����.������ 
 

 

الضريبة  قبل 
 والدعم

فرض ضريبة  بعد
 وحدة نقدية  1 بمعدل

 تقديم دعم بعد

 وحدة نقدية 2

معدل الضريبة  بعد
 الأمثل

حالة  في
 الضريبة

حالة  في
 الدعم

P �� ��.�� ��.������
 

��.��       

Q ���� ����.�� �������� ��.��
 

     
 

 
 نماذج الاقتصاد الكلى ) نموذج الدخل القومي ( : فيالتوازن  تحقيق

للدخل القومي بشكلو الدبسط من النمااذج الاقتصاادية الدألوفاة  ييعد النموذج الكينز 
( ، وكاااذلك متغااااتَين C)( والاساااتهلاك Yحياااث يتكاااون مااان متغاااتَين داخليااااتُ هماااا الااادخل )

 هما : الدوضحتتُ لذلك عادلتتُ الدو ( ��G) للدولة والإنفاق( ��I)خارجيتُ هما الاستثمار 
 . ]( E)( = لرموع النفقات Y) القوميالدخل [: شرط التوازن )أ( 

Y = C + I�� + G�� 
 إلى أنهما خارجيتُ ��G��  ،Iتشتَ الدائرة الصغتَة الدرفقة للمتغتَين 

 وىى معادلة سلوكية :  ك)ب( دالة الاستهلا
C = a + bY 

 الحااااااادي( تمثااااااال الديااااااال b)الاساااااااتهلاك الثابااااااات ، و( تمثااااااال مساااااااتوى a)علمااااااااً باااااااأن 
( بدلالاااة الدتغاااتَات والدعلماااات ̅ )( و ̅ )ولغااارض الحصاااول علاااى القااايم التوازنياااة  ،للاساااتهلاك
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كمااا و  القااوميشاارط تااوازن الاادخل  في دالااةالتعويض بدالااة الاسااتهلاك باايااتم  فااإن ذلااكالأخاارى 
 يلي :

Y = a + bY + I�� + G��!

   Y -  bY = a +  I�� + G��     ! !

Y ( �� �± b ) = a + I�� + G�� 

 يمكن حسابو من الدعادلة التالية: (Y) أي أن الدخل القومي التوازني
 ̅            

   
                b         ( ) 

-)ولغرض الحصول على الاستهلاك التوازني 
c يتم التعويض بمعادلة ) 

 :يليدالة الاستهلاك وكما  في التوازني القوميالدخل 
                                  

 

          
   

                      
  

 ̅     (       )
(   )

          
 

 ̅   (   )   (           )
   

  
 

 ̅                      
   

  
 

 ̅      (        )
   

  ( )        الاستهلاك التوازني 

 :   يليويمكن كذلك الحصول على الدضاعف كما 

الدضاعف   

    
         بشرط                      
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 نتيجاة لدضااعفة الاساتثمار القاومييتضااعف فيهاا الادخل  التيوىو يمثل عدد الدرات  
 Marginal للاساتهلاك الحااديتمثال الدياال  bمارة واحاادة فقااط. علمااً بااأن أو نفقاات الدولااة 

Propensity to Consume (MPC)،  القااوميويمكاان توضاايح كيفيااة تحقيااق تااوازن الاادخل 
 :   يليوالاستهلاك التاليتتُ كما  القوميالدخل  معادلتيبيانيا لاقتصاد مبسط متكون من 

Y = C + I�� 
 

C = a + bY 
 

 
 
 
 
 
 
 

 توازن الدخل القومي( �� - ��شكل رقم )
  :(1) مثال

    التاليلاقتصاد مبسط ومغلق على الشكل  القوميإذا كان نموذج الدخل  
Y = C + I�� + G�� 

 ̀����

E, C, I�� 

Y=E��

 ̀,  ̀�� c = a + by  ̀����

a + I 

a 

�� Y 

E = c + I�� 

y = c + I�� + G�� 
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C = ���� + ��.�� Y 
G�� = ����    ،���� = I�� 

 . ̅  التوازنيوالاستهلاك   ̅  التوازني القوميإيجاد الدخل  .المطلوب : أ 

 . الاقتصاديالدضاعف وتفستَ معناه  اقاشتق .ب             
 :الحل

 يتم التعويض بمعادلة الاستهلاك في معادلة الدخل القومي كما يلي: أ.
Y = ���� + ��.�� Y  + I�� + G�� 

 

Y = ���� + ��.�� Y  + ���� + ���� 
 

Y- ��.�� Y = ���� 
�� = Y ������الدخل القومي التوازني��           ̅ = ���� Ö ��.�� = ������    

الدساااااااتخرجة ة الدالاااااااة الاساااااااتهلاكية ياااااااتم الحصاااااااول علاااااااى ̅  قيماااااااة  فيباااااااالتعويض 
      الاستهلاك التوازنى كما يلى : 

 ̅ = ���� + ��.�� (������) = ������  
  ب .  يمكن استخراج مضاعف الاستثمار أو نفقات الدولة كما يلي :

 
    

  

  

     
  

 

  

     
        

 

 أو نفقات الدولة ويمكن تفستَ النتيجة الدتحصل عليها بأنو عند مضاعفة الاستثمار
 بمقدار خمس مرات.  القوميإلى مضاعفة الدخل  ييؤد مرة واحدة فأن ذلك
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 : يليكما مباشرة ً ( السابقتتُ ��،  ��ويمكن الحصول على النتائج أعلاه بتطبيق الصيغتتُ ) -
 

 ̅            
   

    
 

 ̅            
     

        
 

 ̅      (        )
   

  
 

 ̅         (       )
     

      
  .وىى نفس النتيجة السابقة -
بمقدار  القوميقل من مستوى الدخل أ فيو الدخل القابل للتصرف أنعند افتًاض  -

سوف  التوازنيوالاستهلاك  التوازني القومين الدخل إالدفروضة على الدخل، ف  Tالضرائب 
 :  التاليتتغتَ مستوياتهما وذلك كما سيتضح من الدثال 

الدثال السابق قد تم توسيعو ليشتمل على  في القومينموذج الدخل  أن أفتًض (:2مثال )
 :  يليالضرائب وكما 

�«�«�«�«�«�«�«�«  (��) Y = C + I�� + G�� 
 

C = ���� + ��.�� (Y - T)�«�«�« .�«�«���«�«  (��) 
 

��.�� Y.............................................. (��) = T 
 I�� = ���� ، I�� = ����    

 ( Y - T ) = Yd    الدخل القابل للتصرف. 

 المطلوب : 
 .̅  التوازني  القوميإيجاد الدخل  .أ 
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 .̅    التوازنيوالاستهلاك  .ب 
 .̅   مقدار الضرائب التوازنية  .ج 

  :الحل
 بالتعويض عن قيمتيالدعادلة الأولى وكذلك  فيالدعادلتتُ الثانية والثالثة بيتم التعويض 

G�� , I�� 
C = ���� + ��.�� (Y  - ��.�� Y)  

 

C = ���� + ��.���� Y                 
 

Y = ���� + ��.���� Y + ���� + ����  
 

Y - ��.���� Y = ���� 
 

����������Y = ����              ̅ = ���� Ö ��.���� = ������.���� 
 

 = ����Y.������ =  التوازنيالقومي الدخل 
 

C = a + bY 
��

  ����.������ = (����.������) ����.�� + ���� = C      الاستهلاك التوازني  
 

 T = �� Y    الضرائب التوازنية    
 

    (������.����) = ����.������.�� = T  
مل علاااى الصاااادرات والاااواردات فتصااابح معادلاااة تيمكااان كاااذلك توسااايع النماااوذج ليشاااو 
 :   يليكما   القوميالدخل 

Y = C + I�� + G�� + ( X�� - M��) 
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 .: تمثل الصادرات  ��X :حيث أن
M��             تمثل الواردات :. 

  إذا كان نموذج الدخل القومي على الشكل التالي: : (3) مثال
Y = C + I�� + G�� + ( X�� - M��) 

 

C = C�� + bY  
 

M = M�� + �.Y 
 

I�� = ���� , �. = ��.���� , b = ��.�� , M�� = ���� , C�� = ����   ،  , G�� = �������� = X�� 
 

 .̅  ،̅  ، ̅ استخرج  المطلوب :
 :الحل 

الاستهلاك ، ومعادلة يتم التعويض في معادلة الدخل القومي وكل من معادلة 
 .Mالواردات 

Y = C��+by + I�� + G�� + ( X�� - M�� - �.Y)                
 

   ���� + ��.�� Y + ���� + ���� + ( ���� - ���� - ��.���� Y)= Y 
 

Y =  ������ +  ��.�� Y + ���� - ��.���� Y                           
 

Y - ��.���� Y = ������  
 

��.���� Y = ������ 
��������Y = ������         ̅ = ������ Ö ��.���� = ������.���� 

 ̅  = ����������������= التوازنيالدخل 
 

 ̅        ( 77   )      7    
 

 ̅         ( 77   )  7   7   



��

 
��

34 

�Õ�å�ï�…���Ö�´�Ì�×�…���Þ�ë�¥�†����

 ( عرف كل من الآتي : 1)
 .الدتغتَات الدنتظمة والعشوائية، الدعادلات الذيكليةالاقتصاد والرياضي، علم 

 : الآتيتينسعر وكمية التوازن من دالتي العرض والطلب  قدر( 2)
D = �� -��P , S = ��P 

 في السوق سلع ما كما يأتي :  العرضالطلب دالتي علمت أن  إذا( 3)
D = �� -��P 

 

S = ��P - �� 
 : المطلوب

 . التوازن. إيجاد سعر وكمية ا
 .دينار للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  ��بمعدل  نوعية. إذا فرضت ضريبة ب
 .الضريبة  تلك وحصيلة لذا السعر والكمية الدقابلتُو  الأمثل. أحسب معدل الضريبة ج
 .لفرض ضريبة على التوازن السوقي الاقتصاديةىي الآثار  . ماد
التوازنية علماُ  والكمياتمقدارها الوحدة على الأسعار  إنتاجأثر منح إعانة  بين( 4) 

 على النحو التالي: والعرضبأن دالتي الطلب 
D = �� -��P 
S = ��P - �� 

  التاليلاقتصاد مبسط ومغلق على الشكل  القوميإذا كان نموذج الدخل  (  5)
Y = C + I�� + G�� 
C = ���� + ��.�� Y 
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G�� = ����    ،���� = I�� 

 . ̅ التوازنيوالاستهلاك  ̅    التوازني القوميإيجاد الدخل  . أ المطلوب :
 . الاقتصادياشتق الدضاعف وتفستَ معناه  .ب             

 إذا توافرت لديك البيانات التالية :( 6) 
Y = C + I�� + G�� + ( X�� - M) 

 

C = C�� + bY  
 

M = M�� + �.Y 
 

I�� = ���� , �. = ��.���� , b = ��.�� , M�� = ���� , C�� = ����   ،  , G�� = �������� = X�� 
 . ̅  التوازني القوميإيجاد الدخل  .أ المطلوب : 
 .̅  التوازنيوالاستهلاك  .ب             

 :التوازنية إذا علمت أن  والكميةالسعر التوازني  أوجد( 7)
D = �� -��P 
S = ��P - �� 

 وحدة نقدية . ��قدره  للمنتجبتُ أثر تقدنً دعم  ثم
  :حصول القمح في السوق كانت ما يليلوالطلب ل العرضعلمت أن دالتي  إذا( 8)

D - �� -��P = �� 
 

S + �� = ��P 
 ؟الحالات  جميعبالرسم في  مستعيناً 

 :المطلوب
 .التوازن( قدر سعر وكمية ا)
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 .وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  ��بمعدل  نوعية( إذا فرضت ضريبة ب)
 .وحدة نقدية للوحدة الدباعة أوجد التوازن الجديد  ��للمنتج قدره  دعم( بتُ أثر تقدنً ج)
 .الأمثل والسعر والكمية الدقابلتتُ وحصيلة الضريبة  الضريبة( أحسب معدل د)
 الأثر)لفرض ضريبة أو تقدنً إعانة على التوازن السوقي  الاقتصاديةىي الآثار  ( ماى)

 .( ؟الاقتصادي
حل النموذج الخطي للتوازن الجزئي التالي مستخرجاً السعر التوازني والكمية  (9)

 .التوازنية
Qd = Qs           

 

Qd = ���� - ��P 
 

QS = -�� + ��P 
 

على كل من السعر  �� = tثم ما أثر فرض ضريبة نوعية على وحدة الإنتاج مقدارىا 
 .التوازني والكمية التوازنية؟
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��
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���1���%�����^���y�������^��

�������%���h���^�����y�^�}�f���^���p�^�}���Z��
 



 
��

���� 

�1���%�����^���y�������^��

�������%���h���^�����y�^�}�f���^���p�^�}���Z��

��

�� �ú���Z�ä�¬�÷���[�¥�� �¨�ë���à�ó�¦�� �ú�ß�� �¨�ó�¦�¾�ó�¦�� �P�à�«X��� � �ÂY���� �Z�ä�¬�ø�ô�ó���¨�ø���ë���ò�ð�ó���À�¢���¾�s�� �®���^X��

���Z�ä�¬�ø�ô�ó���¨�ø���ë���¢���à�¦�¬�«y �������<�	�¢�ï���¨�ó�¦�¾�ó�¦���Þ�Ó�Â���ú�ð�{�Â��
Y= f (X) 

�� �¢�Â�ì�«�� �®���·Y���� �¨�ó�¦�®�?��X���� ���ô�ß�� �ê�ô�Ø���ÂY���� �¢�ø�ü���¥�� �Þ�¥�¢�¬�ó�¦�� �Z�ä�¬�m�¦X�����ò�ì�¬�È�m�¦�� �Z�ä�¬�m�¦

�����Å�¢���û�¢���¥�Â���Å�¢���Ó�¢���°�Â���Å�¢���Â�Ü�û����̈ó�¦�¾�ó�¦���ú�ß���Z�¦�à�¬�ó�¦���ú�ð�{�Â��

��Y= f (X��)�����¾�·�¦�Â���Z�ä�¬�÷���©�¦�¯���¨�ó�¦�¾�ó�¦�����ø�È�«��

Y= f (X�� X�� �«�«�«�«�«����  Xn)�����©�¦�Z�ä�¬�m�¦���¨�®�¾�à�¬�÷���¨�ó�¦�®��

���¾�¢�°�÷������������

�ª�û�¢�ï���¦�¯�¤������������������Y= X + ��X�� + �� 

���¨�ø���ë���¾�³�Â�¢Y�����¢�÷�¾�ü�ßX����� ����

���ò�¸�ó�¦����
YX=��  = X + �� X�� + ����

��

YX=�� =  �� + �� (��)�� + ����
 

YX=�� = ��+�� + �� = ������
��

YX=�� =  ���� 
���À�¢�ï���¦�¯�¤�¤�ô�Ø�ó�¦���¨�ó�¦�®�����¨���ó�¢�¬�ó�¦���¨�ë���à�ó�¦�� �¢���ô�°�ø�«���ò�ì�¬�È�÷���Z�ä�¬�÷��� � � �f (p)��� � � �� Qd�� � ��\�����Z�ä�¬�÷��

�Þ�¥�¢�«������
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  :  (1) مثال
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�¦���æ���ó�¢�ð�«���¨�ó�¦�®��

���������������������������������������À�¢���®���·�6�%
L �t�r 
E�u�r���� ������



 
 

������ 

 �3 
L �:�3�5
E�3�6 
E�3�7�;�����þ�¬�ø���ë���¢�÷�Â���Þ�ü�Ð�m�¦���¦�À�ÿ���¶�¥�°���¾�³�Â�¢��

(4)�����î�ô���¬�È�m��� �̧¢�¦�Ë�
�¦���¨�ó�¦�®���À�¢���ª�ø�ô�ß���¦�¯�¤���ÿ������
��

U = X2,X1 
 

 المطلوب : 

���û�±�¦���¬�ó�¦���¨���ø�ð�ó�¦���¾�³�Â�¢�V�ó�¦���[�¬�à�ô�È�ó�¦���ú�÷���¢�����ô�ß���¾���Ð�k�¦���î�ô���¬�È�m�¦���Þ���Ø�¬�È��X2,X1  �����ê�ì�b�Â¨�����)أ(

���â�ô�¦�÷���î�ô���¬�È�m�¦�� �Ã�¾�ó���À�¢�ï�� �¦�¯�¤��� �̧¢�¦�Ë�¤�����Ð�ë�¢���þ�ó���������� �D�Â���¦�� �¨�à�ô�È�ó�¦�� �Â�à�Ç�Â�� �°�¢�ü���®PX1��� � �  ����

�����•�°�¢�ü���®PX2������� ���������°�¢�ü���®��

 .¦����D�¤���¨�ô�»�®���®�¦�±���¦�¯�¤�����������Z�ä�¬�«���ò�ÿ���°�¢�ü���®X2,X1���¨�¦�W�Ì�m)ب( 

���D�¤���¨�ô�»�®���®�¦�±���¦�¯�¤�����������Â�à�Ç�Â���°�¢�ü���®= X1�������¨���ø�ï���¾�³�Â�¢���°�¢�ü���®X2,X1���V�ó�¦�������Ð�ë�¢���ê�ì�b)ج( 

�����©���¢�k�¦���Þ���ø�j���ö�Ç�Â�ó�¢�¥���¶���Ó���¬�ó�¦���Þ�÷��� �̧¢�¦�Ë�¤��

��5���¢�÷���Þ�ü�Ð�m���«�¢�¬�û�
�¦���¨�ó�¦�®���ª�û�¢�ï���¦�¯�¤�������ÿ  : 
 

Y = 2X1X2 + 24X1 - X
2
1 + 2X2

2 
 

 �����ô�ß���¾�ø�¬�à�����Þ�ü�Ð�m�¦���À�¢���ª�ø�ô�ß���¦�¯�¤�Â�Ä�Â�Ð�ü�ß�����¢�w���«�¢�¬�û�¤�©�����¢��X1�����¾�¢�ø�à�ó�¦�ÂX2�����À�¢�ï�Â

�Â�³�¢���¢�à�ó�¦�� �ò�÷PX2��� � �  ������ �¨�ó�	�¦�� � �¦�Â�Ë���Â�à�Ç�ÂPX1��� � �  ������ �²�¬�ü�m�¦�� �Þ���¥���Â�à�Ç�� �À�¢�ï�ÂPY��� �������¾�³�Â�¢

���ú�÷���©�¢���ø�ð�ó�¦X1�����•X2���V�ó�¦���������þ�¬�ø���ë���¢�÷�Â���¶�¥�°���P�ï�¢�����ô�ß���¾���Ð�k�¦���¢�n���»���ú�÷���ú�ð�{��
 

(6)�����Z�à�Ì�ó�¦���«�¢�¬�û�¤���¨�ó�¦�®���¢�÷��� �̧°�¦�Ä�÷�?�������ô�ß���¾�ø�¬�à�«���þ�¬�ß�°�Ä�÷�Ä�Â�Ð�ü�ß�����¢�w���«�¢�¬�û�¤X1��N���•����X2��P����

�����¸�ü�ó�¦�����ô�ß�����ÿ�Â�E�¢�¬�ó�¦������ 
��

Q = 2X1X2 + 12X1 - X
2
1 - 2X2

2 



 
 

������ 

 

�� � �̧°�¦�Ä�m�¦�� �Ã�¾�ó�� �À�¢�ï�� �¦�¯�¤�Â�������� �ú�÷�� �ò�ï�� � �¦�Â�Ì�ó�� �Ö�ì�ç�� �¨���¾�ì�û�� �¨�¾�·�Â�Ä�Â�Ð�ü�ß�����À�¢�ï�Â�� �«�¢�¬�û�
�¦

��� �¦�Â�Ë���Â�à�ÇPX1�������ÿ������� �¦�Â�Ë���Â�à�Ç���À�¢�ï�Â���ú�Ø�ô�ó���¨���¾�ì�û���©�¦�¾�·�ÂPX2�������ÿ�Â�������¨���¾�ì�û���©�¦�¾�·�Â

�������ú�Ø�ô�ó��

���ú���Â�Ð�ü�à�ó�¦���ú�÷���¨���û�±�¦���¬�ó�¦���¨���ø�ð�ó�¦���¾�³�Â�¢�V�ó�¦�������ô�ß���¾���Ð�k�¦���¢���÷�¦�¾�¼�¬�Ç�¢�¥��� �̧°�¦�Ä�m�¦���Þ���Ø�¬�È��

�����ö�Ç�Â�ó�¢�¥���ò�k�¦���Å�¢� �̧Ó���÷���«�¢�¬�û�¤���ö�Ü�ß�¢��
 

(��)�����«�¢�¬�û�
�¦���¨���ø�ï���¾�³�Â�¢�V�ó�¦�������¨�ó�¦�¾�ó�¦���ý�À�ÿ���ú�÷���¢���ì���ì�b���À�¢���ú�ð�{��
��

�� ��
L ���s�r�� ��
E���t�r�� 
F���� �6���� ���� �6����
 

���Å�¢�ø�ô�ß�����À�˜�¥Q�����•���²�«�¢�ü�ó�¦�����ÿX�����•�¾�Â���¦���«�¢�¬�û�
�¦���Â�Ð�ü�ß�����ÿY���«�¢�¬�û�
�¦���Â�Ð�ü�ß�����ÿ���H�¢�°�ó�¦��

���À�¢���ª�ø�ô�ß���¦�¯�¤�ÂPY����� �����•PX = 2 �•��I����� ���������®���·I�����ÿ���ò�»�¾�ó�¦�������ÿ���¾���ì�ó�¦���¶�Â�Ë���À��̃¥���Å�¢�ø�ô�ß��
����

�t�: ��
E���w�; 
L �s�r����
��  



��

��

��

��

��

��

��

��

��

��  

!

�j���%�����^���y�������^!

�����n�����^���������h�����^!



��

 
 

������ 

�Ñ�ª�ì�ß�•���”�ß�•�©!

 التعظيم التدنيت المساواة

�”�ô�Ä�¨�ß�•���”� �ã�®�’�ß�•���Õ�®�Ã!

 الطريقت البيانيت الطريقت الجدوليت

�j���%�����^���y�������^��

�����n�����^���������h�����^��
�æ���Â�à�«���¨���Ø�¼�ó�¦�� �¨�´�÷�Â�¦�ó�¦��� � � �التحليل  تستخدم في أحد فروع بحوث العمليات التي يى

 التعظيم أو التدنية لذدف معتُ . بغرض  يالاقتصاد
���������¨���Ø�¼�ó�¦���¨�´�÷�Â�¦�ó�¦���©�¢�¦�ô�Ø�¬�÷��

(��)�����»�¾���ó�¦���¨�ó�¦�®��

������

��

����

(��)�����®�����ì�ó�¦��

(��)�����¨���¦�ó�¢�È�ó�¦���¿�¾�ß��

�����������¨���Ø�¼�ó�¦�����¨�´�÷�Â�¦�ó�¦���¼�Â�×��

��

��

��

��

����̈��û�¢���¦�ó�¦����̈ì���Â�Ø�ó�¦�������Å���Â�¢��

 الرسم البياني الطريقة التي تشتًط وجود متغتَين فقط وذلك لتواجد لزورين في يوى����
 هما المحور السيتٍ والمحور الصادي. 



��

 
 

������ 

����إذا علمت أن دالة الذدف الخاصة بإنتاج أحد الدصانع اللازمة لإنتاج سلعتتُ هما  ÷�°�¢�¾���
(X��( و )Xكانت كالتالي�� )����

Max : ��X�� + ��X�� 
S.T :  

 ����   ”�   ����X�� + ��X      رأس الدال      
 ����   ”�   ����X�� + ��X       العمل           

 �� •�  ��X�� , X                    عدم السالبية       

�ò�¸�ó�¦����

(��  )�\   ����  =   ��X�� + ��X �� 
 ��X��  =��   �õ   ����  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ����/�� = ��   �\    (�� , ��) 
 ��X��  =��    �õ   ����    =   ��Xإذا كانت 

X�� = ����/�� = ��    �\   (�� , ��) 
(��)  �\    ����=     ��X�� + ��X�� 

 ��X��  =��  �õ  ����  =   ��Xإذا كانت 
X�� = ����/�� = ��   �\    (�� , ��) 

 ��X��  =��  �õ   ����  =     ��Xإذا كانت 
X�� = ����/�� = ��    �\   (�� , ��) 

��
��
��



��

 
 

������ 

 
 :جبريا معاً  ��،  ��( يتم حل الدعادلتتُ Cنقطة )لإيجاد 

                                                                      ����=  ��X�� + ��X�� 
     ����- =   ����X�� - ��X -                           -��  ( في��بضرب  الدعادلة رقم )    

                                                                             ����- = X�� ��-   
X�� = -����/- �� = �� 

 ( ��ولتكن الدعادلة ) ��Xتنتج قيمة  ��Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في
����=     ��X�� + ��X�� 
�� X�� = ����+(��)  �� 
���� -  �� =  ��   =  �� X �� 

 

X �� = ��/�� = ��.����

X�� 

F.R 

!الدنطقة الدنظورة
Feasible Region  

���������������� B 

������������������D 

������������) A ���������������� B ���������������� D 

C 

������ 

������ 

X�� 



��

 
 

������ 

 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط ��
 .دالة الربح   في

��X�� + ��X�� = 
 

��(��) + ��(��) = �� 
 

��(��) + �� (��.��) = ����.�� 
 

�� (��) + �� (��) = �� 
 .(��،  ��.��يتحقق عند النقطة ) ��.����الحل الأمثل لتحقيق أقصى ربح ?� 
وحدة من  ��.��،   (��X)وحدات من ��أي أن أقصى ربح يتحقق عندما يتم إنتاج  

(X��.) 
�¾�¢�°�÷����

 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 
Max : ��X�� + ��X�� 

S.T :                                                                                      
 ��   ”�   ����X�� + ��X            تغليف

 ����   ”�   ����X�� + ��X       تشطيب   

 ��   ”�   ����X�� + ��.��X    تعبئة        

 �� •�  ��X�� , X               عدم السالبية 

��



��

 
 

������ 

�ò�¸�ó�¦����

��

(�� ) �\      ��=     ��X�� +  ��X�� 
 ��X��  =��  �õ  ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��    �\    ( �� , �� ) 
 ��X��  =��     �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��     �\    ( �� , �� ) 
(��    )�\      ����=     ��X�� + ��X �� 

 ��X��  =��   �õ   ����  =     ��Xإذا كانت 
X�� = ��/���� = ��     �\      ( �� , �� ) 

 ��X��  =��   �õ   ����  =     ��Xإذا كانت 
X�� = ����/�� = ��     �\      ( �� , �� ) 

(��         )�\       ��=     ��X�� + ��. ��X �� 
 ��X��  =��   �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��     �\       ( ��, �� ) 
 ��X��  =��  �õ   ��  =     ��.��Xإذا كانت  -

X�� = ��/��.�� = ��     �\     ( �� , �� ) 
��
��
��
��
��



��

 
 

������ 

��
��

 
 \�  �� =  ����X��+��X( ��معادلة رقم )
 ��\�  �� =��X��+��.��X( ��معادلة رقم )

 (�� -( في )��بضرب الدعادلة رقم )
X��+��X��  = ���� 

 

-�� X��+��.��X��=��-��  
 

��X�� = �� 
 

X�� = 
�6

�5

L �t  �õ 

X�� 

������������) A 
���������������� B �������������� D 

���������������� D 

���������������� B 

F.R 

C 

������ 

������ 

������ 

X�� 



��

 
 

������ 

 : ��X)عن قيمة )( ��) الدعادلة رقم بالتعويض في

��=  ��X�� + ��(��) 
 

 

����-���� = �� X��= �� =  �� X�� 
 

X�� = 
�8

�6

L �t �õ 

( X�� ،(X�� (��  ،��( 
 بالتعويض في دالة الذدف:

��X�� + ��X�� = 
�� (��) + ��(��) = ��  =AZ 
 (��) + �� (��) = ����  =BZ 
(��) + �� (��) = ����  ��  =    CZ 
��(��) + �� (��) = ��    =    DZ 

 .(��،  ��يتحقق عند النقطة ) ����الحل الأمثل لتحقيق أقصى ربح ?� 
 (.��X( ووحدتتُ من )��Xوحدات من ) ��أي لتحقيق أقصى ربح يتم إنتاج 

�¾�¢�°�÷����

 : يللبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى التدنيةأوجد الحل الأمثل لنموذج  
Min : ��X�� + ��X�� 

S.T :                                                                                      
 ��   •�   ����X�� + ��X                 تغليف   

           ��   •�   ����X�� + ��X         تشطيب                                      



��

 
 

������ 

             ����•�  ��X�� , X                    السالبيةعدم                        

�ò�¸�ó�¦����

(��       )�\          ��=     ��X�� +  ��X�� 
 ��X��  =��        �õ   ��  =   ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��     �\      ( �� , �� ) 
 ��X��  =��        �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��        �\        ( �� , �� ) 
(�� )�\                ��=     ��X�� + ��X �� 

   ��X��  =��        �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 
X�� = ��/�� = ��          �\     ( �� , �� ) 

 ���õ   ��  =     ��X= صفر        ��Xإذا كانت 
X�� = ��/�� = ��        �\        ( �� , �� ) 

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��



��

 
 

������ 

 

 
X��+��X��= ���� 

 

X��+��X��= ���� 
 (��-بالضرب في )

X��+��X��= ���� 
 

-��X��-��X��= - �� 
 

X��= ���� 
 

X��= 
�6

�6

L �s 

 (��بالتعويض في الدعادلة رقم )

X�� 

X�� 

������������) A (4 , 0 )B �������������� D 

���������������� D 

���������������� B 

!منطقة الحلول الدمكنة

F.R 

C 

������ 

������ 



��

 
 

������ 

��X��+��(��)= �� 
 

X��= ��      �õ���s 
L �u�� 
 ( ��ولتكن الدعادلة ) ��Xتنتج قيمة  ��Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في

��=     ��X�� + ��X�� 
�� (��) =  ��+ �� X�� 

��  =  �� X�� 
X�� = �� �õ 

 ��(X��) +���� X��   =Z 
��   =AZ 

��(��) + �� (��) = ����  =BZ 
��(��) + �� (��) = ����    =    CZ 
(��) + �� (��) = ����  ��  =    DZ 

 للوصول إلى النقطة الددنية للتكاليف ي
��������دالة التكاليف في A , B  , C , Dتم التعويض عن قيم النقط 

��X�� + ��X��  = 
 

��(��) + ��(��) = ���� 
 

 ��(��) + ��(��) = ���� 
 

��(��) + �� (��) = ���� 
 (��،  ��يتحقق عند النقطة ) ���� أقل تكاليف ممكنةالحل الأمثل لتحقيق  ?� 



��

 
 

������ 

�¾�¢�°�÷����

 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 
Max : ��X�� + ��X�� 

S.T :                                                                                      
��X�� + ��X��   �”   �� 

 

��X�� + ��X��   �”   ���� 
 �� •�  ��X�� , X          عدم السالبية

�ò�¸�ó�¦����

(��        )�\         ��=     ��X�� +  ��X�� 
 ��X��  =��       �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��         �\          ( �� , �� ) 
 ��X��  =��        �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = ��/�� = ��         �\         ( �� , �� ) 
(��            )�\        ��X�� + ��X��     = ���� 
 ���õ   ����  =     ��X= صفر         ��Xإذا كانت   

X�� = ����/�� = ��             �\      ( �� , �� ) 
 ��X��  =��        �õ  ����   =     ��Xإذا كانت 

X�� = ����/�� = ��          �\         ( �� , �� ) 
��  



��

 
 

������ 

 
 جبريا معاً  ��،  ��( يتم حل الدعادلتتُ Cلإيجاد نقطة )

 ��  ��X �� +  ����X  =  ����           �� – بالضرب في                  
                                 �� ����=  �����������;���������������;�� 

           ����- = X�� ��- 
X�� =  

�5�9

�;

L �y�ä�s 

 ( ��ولتكن الدعادلة ) ��Xتنتج قيمة  ��Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في
��=     ��X�� + ��X�� 

���������������� D 

X�� 

X�� 

������������) A (3 , 0 )B (6, 0 )D 

���������������� B 

!الحلول الدمكنةمنطقة 

F.R 

C 

������ 

������ 



��

 
 

������ 

�� (��.��)  = ��  +X���� 
-  ��.�� =��.��  �� = X���� 

X�� = ��.�� 
 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط  

������دالة الربح  في

��X�� + ��X��   دالة الربح = 
��(��) + �� (��) = ��  =BZ 

�� (��.��) + �� (��.��) = ��.��    =          CZ 
�� (��) + �� (��) = ��    =    DZ 

�� ربح أقصى لتحقيق الأمثل الحل ?� .�� .(��،  ��) النقطة عند يتحقق 
�¾�¢�°�÷����

 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 
Max  ��X�� + ��X�� 

S.T : 
��X�� + ��/��X��   �”   ��������

��/��X�� + ��/��X��   �”   ������ 
��/��X�� + ��/��X��   �”   ���� 

 �� •�  ��X�� , X              عدم السالبية

�ò�¸�ó�¦��

(��     )�\      ������=     ��X�� +  ��/��X�� 
��   X��  =��      �õإذا كانت ����  =     ��X�� 



��

 
 

������ 

X�� = ������/�� = ������      �\    ( ������ , �� ) 
��   X��  =��     �õإذا كانت ����  =    ��/��X�� 

X�� = ������/��/�� = ������      �\       ( �� , ������ ) 
(��      )�\        ��/��X�� + ��/��X��     = ������ 

 ��X��  =��      �õ   ������  =     ��/��Xإذا كانت 
X�� = ������ /��/�� = ������        �\      ( ������ , �� ) 

 ��X��  =��     �õ   ������  =     ��/��Xإذا كانت 
X�� = ��/��/������ = ������     �\           ( �� , ������ ) 

(��      )�\        ��/��X�� + ��/��X��     = ������ 
 ��X��  =��      �õ   ������  =     ��/��Xإذا كانت 

X�� = ������ /��/�� = ������        �\        (������ , ��) 
 ��X��  =��      �õ   ������  =     ��/��Xإذا كانت 

X�� = ��/��/������ = ������     �\        ( �� , ������ ) 
��

��  



��

 
 

������ 

 
 جبريا معاً  ��،  ��( يتم حل الدعادلتتُ Cلإيجاد نقطة )

 ��/��  ��X��+  ��/��X =  ����         -��  بالضرب في                  
 ����X�� + ��/��X/�� = ����             ����  بالضرب في                 

��������-  = X��- ��/��X�� �� 
��������=  ��X�� + ��X���� 
������- = X��  ��/��-��

X�� =  - ������/- ��/�� = ������ 
 ( ��ولتكن الدعادلة ) ��Xتنتج قيمة  ��Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في

X��

X�� 

������������) A (150 , 0 )B (600, 0 )D 

�������������������� F 

�������������������� B 

!منطقة الحلول الدمكنة

F.R 

C 

������ 

������ 

������ 
�������������������� D  

����������������  F 



��

 
 

������ 

������ =     ��/��X�� + ��/��(������) 
 ������ = ������ – ����  =��/��X�� 

X�� = ������ 
 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط ��

 .دالة الربح   في
��X�� + ��X��  =   دالة الربح 

��(������) + ��(��) = �������� 
��(������) + �� (������) = �������� 

�� (��) + �� (������) = �������� 
 (��،  ��) النقطة عند يتحقق �������� ربح أقصى لتحقيق الأمثل الحل ?� 

�¾�¢�°�÷����

 : يأوجد الحل الأمثل لنموذج التعظيم للبرلرة الخطية إذا علمت أن دالة الذدف ى 
Max    ��X�� + ��X��  

S.T :                                                                                      
��X�� + ��.��X��   �”   �� 

                                                  ��X�� + ��X��   �”   ��  
                                                   ��X�� + ��X��   �”   �� 

    �� •�  ��X�� , X           عدم السالبية                            

�ò�¸�ó�¦��

(��      )�\         ��      ��X�� + ��.��X��   = 
��   X��  =��        �õإذا كانت   =     ��X�� 



��

 
 

������ 

X�� = ��/�� = ��         �\     ( �� , �� ) 
��   X��  =��    �õإذا كانت   =     ��.��X�� 

X�� = ��/��.�� = ��.��       �\        ( �� , ��.�� ) 
(��      )    �\        ��X�� + ��X��     = �� 

 ��X��  =��       �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 
X�� = �� /�� = ��            �\      ( �� , �� ) 

 ��X��  =��        �õ   ��  =     ��Xإذا كانت  
X�� = ��/�� = ��       �\           ( �� , �� ) 

(��       )�\        ��X�� + ��X��     = �� 
 ��X��  =��          �õ   ��  =     ��Xإذا كانت 

X�� = �� /���� = ��            �\        ( �� , �� ) 
 ���õ   �� =     ��X= صفر         ��Xإذا كانت  

X�� = ��/�� = ��        �\         ( �� , �� ) 
��  



��

 
 

������ 

��
��

 معاً  جبرياً  ��،  ��( يتم حل الدعادلتتُ Cلإيجاد نقطة )

��           ��  بالضرب في������������������������������������  =X��+  ��.��X�� �� 
 ����X�� + ��X  = ��           ��-  بالضرب في                 

���� =   X��+  ��X��  �� 
��                 =    X�� + X����- 

                                            ���� = X��  ��  
X�� =   ����/�� = ��.��              

 ( ��ولتكن الدعادلة ) ��Xتنتج قيمة  ��Xأحد الدعادلتتُ عن قيمة  بالتعويض في

X��

X�� 

������������) A (4 , 0 )B ��������������F 

���������������� F 

���������������� B 

!منطقة الحلول الدمكنة

F.R 

C 

������ 

������ 

������ 
�������������������� D 

��������������D 



��

 
 

������ 

��  =     ��X�� + (��.��)(��.��) 
 ��.���� = ��.�� – ��  =��X�� 

X�� = ��.�� 
 A , B  , C , Dللوصول إلى النقطة الدعظمة للربح يتم التعويض عن قيم النقط  

  .دالة الربح  في
��X�� + ��X��  = 

 

��(��.��) + ��(��.��) = ����.�� 
 

 .(������ ، ������) النقطة عند يتحقق �������� ربح أقصى لتحقيق الأمثل الحل ?�
���¨�ì���Â�Ø�ó�¦�������¢���û�¢�¯�¨���Â�¦�´�ó�¦�����Æ�ð�ô�¦�ø�È�ó�¦��������

يتطلب  يالقيود الأمر الذ وىذه الطريقة تتم إذا كان يوجد أكثر من متغتَين في
الحل النهائي وذلك من  تتسم بالدقة في أستخدم الطريقة الجبرية وىى من أكثر الطرق التي

������النقاط التالية خلال عدة خطوات سوف يتم تناولذا في��

( Slakvariables( )S) تحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية. ��
 للحصول على الحل الأمثل.

لأنها إذا كانت  ”� يظل مسائل التعظيم ى التحويل من أن علامة الدتباينة فيالتأكد قبل . ��
 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة .

 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى . ��

 ولتوضيح ىذه الخطوات سوف يتم طرح مثال تطبيقي لذذه الخطوات :



��

 
 

������ 

�������¾�¢�°�÷��

 ����ىكتار ويوجد بها  ������إذا توافرت لديك البيانات التالية عن مزرعة مكونة من 
ألف دينار ويريد أن يزرع ثلاث لزاصيل ىم  ����عامل ويمتلك صاحبها رأس مال قدره 

عمال  ��يستخدم عدد واحد ىكتار من الأرض وعدد  أنالقطن والأرز والذرة بحيث 
نار للطن ، وأن يستخدم عدد واحد ىكتار من دي ����دينار علماً بأن سعر القطن  ��������و

دينار للطن، وأن يستخدم  ����دينار علماً بأن سعر الأرز  ��������عمال و ��الأرض وعدد 
دينار  ����دينار علماً بأن سعر الذرة  ��������عمال و ��عدد واحد ىكتار من الأرض وعدد 

 يحقق أقصى ربح لصاحب الدزرعة ؟ يللطن . فما ىو الحل الأمثل الذ
كن تحويل ىذا الدثال اللفظي من خلال مكونات وعناصر البرلرة من دالة الذدف يم

 الخطوات التالية : والقيود وعدم السالبية كما في
�ò�¸�ó�¦����

Max : ����X�� + ����X�� + ����X�� 
S.T :                                                                                      

 ������   ”�  ����X�� + ��X�� + ��X       الأرض 
 ����   ”�  ����X�� + ��X��+ ��X          العمال

 ����   ”�  ����X�� + ��X�� + ��X       رأس الدال 

 �� •�  ��X�� , X�� , X           عدم السالبية

( Slakvariables( )Sتحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية  ). ��
 للحصول على الحل الأمثل.

Max : ����X�� + ����X�� + ����X�� + �� S��+ �� S��+ �� S�� 



��

 
 

������ 

S.T :                                                                                     
لأنها إذا كانت  ”� يظل مسائل التعظيم ى التأكد قبل التحويل من أن علامة الدتباينة في.��

 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة .

      ������ =  �� + �� + ����X�� + ��X�� + ��X�� + �� S            الأرض��������������������������������
                                   ���� =  �� + ����X�� + ��X��+ ��X�� + �� + �� S    العمال                

   ���� =  ����X�� + ��X�� + ��X��  + ��+ �� + �� S            رأس الدال                
          �� •�  ��X�� , X�� , X�� , S�� ,S�� ,S          السالبيةعدم        

 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى . ��
 

Max �¨���ø�ÿ���ó�¦���¨�Ø�Ì�û���¦ �¨���ì���ì�¸�ó�¦���¨�Ø�Ì�û���¦��S.A R C 

���Â�Ï�¢�ü�ß

�«�¢�¬�û�
�¦��
����
S�� 

����
S�� 

����
S�� 

����X�� 
������X����

�ö�ë�°���Â�¦�ï�¢��
X���������Ö�Ì�ü�ó�¦���µ�Â�à�ó�¦ �®�°�¦���ø�ó�¦ �°�¢�à�Ç���¦��

������ �� �� �� �� �� �� ������ S�� �� 

����.�� �� �� �� �� �� �� ���� S�� �� 

���� �� �� �� �� 
�� 

 �� ��S ���� �� الارتكاز

�� �� �� �� �� �� �� �� Z  
�� �� �� �� ���� ���� ����  C - Z  

 البرنامج الأول

 
 
 

- ��/�� �� �� �� �� - �� ���� S�� �� 
- ��/�� �� �� - �� �� - �� ���� S�� �� 

��/�� �� �� �� �� �� ���� X�� ���� 
���� �� �� ���� ���� ���� ������ Z  

- ���� �� �� - ���� �� - ���� ������ C - Z  

�ò�Ü�ó�¦���Â�à�Ç �¨�ô���¾�¦�ó�¦���¨�Ï�Â�è�ó�¦���¨�è�ô�ð�«  

�²�÷�¢�û�Â�¦�ó�¦���¨���¢���û 

��



��
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�����ò�°�÷���¦���ò�¸�ó�¦ The Optimal Solution is 

 
X�� = ��                              S�� = ���� 

X�� = ����                                                  S�� = ���� 
X�� = ��                                 S�� = �� 

 بطريقة السمبلكس  كيفية الحصول على أرقام البرنامج الثاني
 
 

�� �� 
�� �� 

 
-��X������������� ������ 

                                             

�� ������ 
�� ���� 

 

 - ��X ����/ �� = ����������  
 

�� ���� 
�� ���� 

 

 - ��X ����/ �� = �������� 
 
�������������Ÿ�¢���ü�ó�¦���ò�¸�ó�¦�����ô�ß���¨�Û���¸�ô�÷��

Z = ������ , S�� = ���� , S�� = ���� , X�� = ���� 
عنصر  فدان من الأرز وأن ىناك فائض في ����إنو لتعظيم الربح يلزم إنتاج  ىذا يعتٍ

حتُ أن رأس الدال تم  عامل ، في ����عنصر العمل قدرة  فدان، وفائض في ����الأرض قدرة 



��

 
 

������ 

تعتبر  ��S�� ,  Sحتُ أن  إنو عنصر نادر في وىو يعتٍ ��Sبالكامل بدليل عدم ظهور  واستغلال
 عناصر غتَ نادرة .

 ������=  ���� X ����ربح الفدان =  Xالأربحية = عدد الأفدنة الدزروعة بالأرز  ?�
 جنية 

�¬�ó�¦���«�¢�¬�û�
�¦���Â�Ï�¢�ü�ß���ú�÷�����ô�°�ø�ó�¦���¨�è���ó���¬�ó�¦���À�˜�ç���¨���ô�ß��� �¢�ü�¥�Â�����ÿ���¶�¥�°�����Ð�ë�¢���ê�ì�¸�«������ 

 .( فائض���� – ������) ����=    الأرض
 .( فائض  ���� – ����)  ����=    العمل

 .( لا يوجد فائض عنصر نادر  ���� – ����)  ����=   رأس الدال
�����������Æ�ð�ô�¦�ø�È�ó�¦���¾�Â�¾�³�����ô�ß���¨�Û���¸�ô�÷��

فإنو يحتوى على الإشارة السالبة فهذا يعتٌ إنو  السطر الخامس من البرنامج الثاني في ����
 البرنامج الأمثل وىذا يعتٌ أن جدول السمبلكس انتهى .  

��� البرنامج الثالث  يعتٌ أن البرنامج لم ينتهي ونبدأ فيأما إذا كانت الإشارة موجبة فهذا ���
 والرابع حتى يتم الوصول إلى الإشارة السالبة .

بند عناصر الإنتاج اسم الأسعار الظلية ويعكس  السطر الأختَ في البرنامج النهائي في في������
فرصة فهذا يمثل تكلفة ال Zثمن استخدام ىذا العنصر الإنتاجي وفى صف  يىذا السعر الظل

��������البديلة بالنسبة للأنشطة الحقيقية

�� !



��
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�������¾�¢�°�÷��

وحدات إنتاجية الأولى لتصنيع العبوات والثانية  ��مصنع لتعليب الفاكهة ينقسم إلى 
أن ىذا الدصنع يستخدم نوعتُ  ضالدصنعة ، وبأ فتًا ةوالثالثة لتعبئة الفاكه ةلتجهيز الفاكه

درىم وعلبة  ��كان سعر علبة الدانجو يحقق صافى دخل   فإذاهما الدانجو والبرتقال  ةمن الفاكه
ألف  ����الدتاح يحقق تعليب  ومقدار الدانج ندرىم ، وإذ أكا ��البرتقال تحقق صافى دخل 

 في ةألف علبة ، وأن وحدة تعبئة الفاكه ����علبة، ومقدار الدتاح من البرتقال يحقق تعليب 
 ����تعمل  ة، أما وحدة تجهيز الفاكهألف علبة فقط كل أسبوع ����الدصنع تستطيع تعبئة 

ساعة ، وعلبة البرتقال تستغرق  ������.��ساعة أسبوعيا فقط علما بأن علبة الدانجو تستغرق 
 التجهيز . ساعة في ������.��

�������§���ô�Ø�ø�ó�¦ ظل الدوارد  تعمل على تعظيم صافى دخل ىذا الدصنع في التي الدثلىوضع الخطة
 الدتاحة وذلك باستخدام أسلوب البرلرة الخطية .

�ò�¸�ó�¦����
Max : ��X�� + ��X�� 

S.T :                                                                                      
��X��  �”   ����           

                                                        ��X��  �”   ����  
��.������X�� + ��.������X��   �”   ���� 

 �� •�  ��X�� , X             عدم السالبية

��� � � ( Slakvariables(  )Sتحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية )�
 للحصول على الحل الأمثل .

Max : ��X�� + ��X�� + �� S��+ �� S�� 
S.T :                                                                                      



��

 
 

������ 

لأنها إذا كانت  ”� يظل مسائل التعظيم ى التأكد قبل التحويل من أن علامة الدتباينة في������
 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة.

��X��  + ��S�� + ��   =    ���� 
��X�� + �� + �� S��   =     ���� 

 �� •�  ��X�� , X�� , X�� , S�� ,S           عدم السالبية

 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى . ��
Max �¨���ø�ÿ���ó�¦���¨�Ø�Ì�û���¦ �¨���ì���ì�¸�ó�¦���¨�Ø�Ì�û���¦��S.A R C 

���Â�Ï�¢�ü�ß

�«�¢�¬�û�
�¦��
����
S�� 

����
S�� 

��X����

�ö�ë�°���Â�¦�ï�¢��
��X�� 

���µ�Â�à�ó�¦

�Ö�Ì�ü�ó�¦ 
�®�°�¦���ø�ó�¦ �°�¢�à�Ç���¦��

�’ �� �� �� �� ���� S�� �� 
���� �� �� �� �� ���� S�� �� 
���� �� �� �� �� ���� Z  
�� �� �� �� �� ���� C - Z  

�¾�Â���¦���²�÷�¢�û�Â�¦�ó�¦ 

���� �� �� �� �� ���� S�� �� 
�’ �� �� �� �� ���� X�� �� 
���� ��.������ �� �� ��.������ ���� ���� �� 
�� �� �� �� �� ���� Z  

�� �� �� �� �� ���� C - Z  

�û�¢�°�ó�¦���²�÷�¢�û�Â�¦�ó�¦�� 

 

��.�� ������ �� �� ���������� S�� �� 

�� �� �� �� �������� X�� �� 
��.������ ������ �� �� �������� X�� �� 

- ��.���� �� �� �� ���������� Z  

- ��.���� �� �� �� ���������� C - Z  

�²�÷�¢�û�Â�¦�ó�¦���¨���¢���û 
��
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�����ò�°�÷���¦���ò�¸�ó�¦ The Optimal Solution is 
 

X�� = ��                 S�� = ���������� 
X�� = ��                   S�� = �� 

  �����¾�¢�°�÷��
Max : ����X�� + ����X�� + ����X��  + ����X�� 

S.T :                                                                                      
��X�� + ��X�� + ��X�� + ��X��  �”   ������ 

��X�� + ��X��+ ��X�� + ��.�� X��  �”   ������ 
��X�� + ��X�� + ��X�� + ��X�� �”   ���� 

 �� •�   ��X�� , X�� , X�� , X          عدم السالبية

��� � � ( Slakvariables( )Sتحويل الدتباينات إلى متساويات وذلك بإضافة أنشطة وهمية )�
 للحصول على الحل الأمثل .

Max : ����X�� + ����X�� + ����X��  + ����X��  + �� S��+ �� S��+ �� S�� + �� S�� 
S.T :                                                                                     

لأنها إذا كانت  ”� يظل مسائل التعظيم ى التأكد قبل التحويل من أن علامة الدتباينة في������
 غتَ ذلك فأنها تحتاج إلى معالجة معينة .

X�� + ��X�� + ��X�� + ��X��  + �� S�� + �� + ��  = �������� 
 

��X�� + ��X�� + ��X�� + ��.�� X�� + �� + �� S�� + ��  = ������ 
 

��X�� + ��X�� + ��X�� + ��X��  + �� + �� + �� S��  =��
��

 �� •�  ��X�� , X�� , X�� , S�� , S�� , S                عدم السالبية
�� !
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 . Table feromتكوين جدول السمبلكس ويسمى ������
Max �¨���ø�ÿ���ó�¦���¨�Ø�Ì�û���¦ �¨���ì���ì�¸�ó�¦���¨�Ø�Ì�û���¦��S.A R C 

عناصر 
 الإنتاج

�� 
S�� 

�� 
S�� 

�� 
S�� 

���� 
X�� 

���� 
X�� 

���� 
X�� 

���� 
X�� 

العرض 
 النشط

 الأسعار الدوارد

������ �� �� �� �� �� �� �� ������ S�� �� 
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�������ò�°�÷���¦���ò�¸�ó�¦The Optimal Solution is 
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� �¼�v�¯�º�A� �Ò�»�¦� �Ä�Ì�i�B�—�o�¾�B�ˆ�A� 

�����Æ�ð�ô�¦�ø�È�ó�¦���¨�ì���Â�Ø�¥���¨���ó�¢�¬�ó�¦���ò�Ÿ�¢�È�ø�ó�¦���ò�·��

(��)��
Max : ��X�� + ��X��  + ��X�� 

S.T : 
��X�� + X��  �”   ���� 

X�� + ��X��  �”   �� 
��X�� + X�� + X��  �”   �� 

 �� •� ��X�� , X�� , X              عدم السالبية

��(��)����
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(��)��
Min : ����X�� + ����X�� 
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�¨���Ó�¢���Â�ó�¦�Â���¨���®�¢�Ð�¬�ë���¦���¨���ø�ô�à�ó�¦���©�¢�¸�ô�Ø�Ð�ø�ó�¦���Ò�à�¥��

 
�°�¢�ø�°�¬�Ç�¦ Investment 

�¨�¾�ø�ß�¢ Colums 

���Ó�¢���°���®�¢�Ð�¬�ë�¦��Mathematical Economic 

���®�¦�Â���
�¦�Ä�¾�k�¦ Marginal Revenue 

�Ä�¾�k�¦���ò���ô�¸�¬�ó�¦ Marginal Analysis 

���ï�Â�k�¦���ò���ô�¸�¬�ó�¦��Dynamic Analysis 

�¨���û�¾�¬�ó�¦ Minimization 

�ö���Ü�à�¬�ó�¦ Maximization 

�¨���¾�k�¦���¨�è�ô�ð�¬�ó�¦ Marginal Cost 

���¨�Ï�¢�l�¦���¨�ó�¦�¾�ó�¦ Function��Particular 

�¨�ø�ø�¬�m�¦���¨�ó�¦�¾�ó�¦��Function ��Complementary 

�¨�Ç���ð�à�m�¦���¨�ó�¦�¾�ó�¦��Function��Inverse 

�¨�ô�ø�ð�m�¦���¨�ó�¦�¾�ó�¦��  Integrand Function 

�Ä�°�Â�Â�Ô�ó�¦���¶�Â�Ì�ó�¦ Necessary Condition 

�?�¢�ð�ó�¦���¶�Â�Ì�ó�¦ Sufficient Condition 

�E�¢�f�
�¦���¤�ô�Ø�ó�¦ Total Demand  

�Ä�®�Â�è�ó�¦���¤�ô�Ø�ó�¦��Individual Demand 

�¤�ô�Ø�ó�¦���?�¢�ü�¬�m�¦ Competitive Demand 

�¤�ï�Â�m�¦���¤�ô�Ø�ó�¦ Composite Demand 

�½�W�Ì�m�¦���¤�ô�Ø�ó�¦ Joint Demand 
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�Ö���Ç���ó�¦���¤�ô�Ø�ó�¦ Demand��Intermediate 

�¾�¢�à�è�ó�¦���Z�ã���¤�ô�Ø�ó�¦ Ineffective Demand 

�¨���ó�¢�k�¦���¨�ø���ì�ó�¦ Present Value 

�®�����ì�ó�¦��Constraints 

�¨�¥���ô�Ø�m�¦���¨���ø�ð�ó�¦ The Quantity Demanded 

���¨�Ó�Â�Â�à�m�¦���¨���ø�ð�ó�¦ The Quantity Supplied 

�¨���³�°�¢�l�¦���©�¦�Z�ä�¬�m�¦ Exogenous Variables 

���¨���ô�»�¦�¾�ó�¦���©�¦�Z�ä�¬�m�¦ Endogenous Variables 

�¨�à�×�¢�ì�¬�m�¦���¨� ���Â�j�¦���©�¢�ì�¬�Ì�m�¦ Cross Partial Derivatives 

���¨���Ø�l�¦���«�¯�¢�ø�ü�ó�¦�Â���©�¢�ç���è�Ð�m�¦��Matrices and Linear Models 

���¨�ì�ç�¦�Â�m�¦���¨�ç���è�Ð�m�¦��Cofactor Matrix 

�æ�ß�¢�Ô�m�¦ Multiplier 

���¨���ï���ô�È�ó�¦���©���®�¢�à�m�¦ Behavioural Equations 

�½�W�Ì�m�¦���¿�¢�ì�m�¦��Common Denominator 

���½�����¬�Ç���ó���Ä�¾�k�¦���ò���m�¦ Marginal Propensity to Consume 

� �̈Â�ø�¬�È�m�¦���¨���ð���÷�¢�ü���¾�ó�¦���«�¯�¢�ø�ü�ó�¦��Continus Dynamic Model 

�Ä�®�¢�Ð�¬�ë���¦���«� �̄��ø�ü�ó�¦ Model��Economic 

���ï�Â�k�¦���«� �̄��ø�ü�ó�¦��Dynamic Model 

���Ç�¢���ì�ó�¦���«� �̄��ø�ü�ó�¦ Model   ��Econometric 

�ò�¥�¢�ì�m�¦���«� �̄��ø�ü�ó�¦��Dual Model  

���Z�ä�¬�ó�¦���¾�à�¥ Post - Chang 

�©�¢�û�¢���¥ Data 

�Þ���ø�a Summation 
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�¶�¥�Â�ó�¦���ö���Ü�à�«��Profit Maximization!

���ò�Ó�¢�è�« Differential 

���ò�÷�¢�ð�«��Integration 

�²�¢�d Tangency 

�ö�´�k�¦���¨�ô�ã���Î�ë�¢�ü�«   Decreasing Relurns to Scale 

�ö�´�k�¦���¨�ô�ã���©�¢�¦�¯ Constant Relurns to Scale 

�©�¢�ç���è�Ð�m�¦���P�³ Matrix Algebra 

�°�À�³ Root 

�©�¢�ç���è�Ð�m�¦���Þ�f Addition of Matrices 

�ò�÷�¢�ð�¬�ó�¦�Â���ò�Ó�¢�è�¬�ó�¦���§�¢�È�· Calculus 

�ò�· Solution 

�ò���m�¦���¨���Â�¢�È�¬�÷���æ���ó�¢�ð�¬�ó�¦���¶���Ø�»��costs Lines ������  Iso 

�ò���m�¦���Ä�Â�¢�È�¬�÷���¶�¥�Â�ó�¦���¶���Ø�» Profit Lines ������  Iso 

�¨���Ç�¡���¨�ó�¦�®  ����Exponential Function 

�¾�Ÿ�¦�Ä�ó�¦���Þ�Ø�ì�ó�¦���¨�ó�¦�®��Hyperbola Function 

�ž�ç�¢�ð�m�¦���Þ�Ø�ì�ó�¦���¨�ó�¦�® Function��Rectangular- hyperbolic 

�»�¾�n�¦���¨�ó�¦�® Function��Objective 

�¨���à���¥�Â�«���¨�ó�¦�®  Quadratic Function 

�¨���Ø�»���¨�ó�¦�®��Function��Linear 

�¨�y�Â�Ï���¨�ó�¦�®��Explicit Function 

�¨���ü�ø�Ó���¨�ó�¦�® Implicit Function  

�¨���Ø�»���Z�ã���¨�ó�¦�®��Linear Function��Non 

���¨���ø�¬���°�¢�ã���ó���¨�ó�¦�® Function��Logarithmic 
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�¨�È�û�¢�´�¬�÷���¨�ó�¦�®  Homogeneous Function 

���¨�¾���¦�Ä�¬�÷���¨�ó�¦�®��Increasing Function 

�¨�¦�ï�Â�÷���¨�ó�¦�® Composite Function 

��� �̈Â�ø�¬�È�÷���¨�ó�¦�® Continuous Function  

���Â�°�ï�˜�ç���¨�°�ó�¢�°�ó�¦���¨�³�°�¾�ó�¦���ú�÷���¨�ó�¦�® Cubic and higher Power Function 

�¨�ó�®�¢�à�m�¦���¨�³�°�®��Degree of an Equation 

�¾�¢�m�¦���²�¢�°��Capital 

�¨�¦�«�°��Order 

�¶�¥�Â�ó�¦���>�¢�Ï Net Profit 

�»���è�Ï Rows 

�°�¦�Â�ð�¬�ó�¦���¨�ì���Â�×��Method��Iterative 

�Æ�ð�ô�¦�ø�È�ó�¦���¨�ì���Â�× Simplex Method  

�®�¾���„�¦���¨�ì���Â�× Minor Method 

�®�¾���„�¦���¨�ì���Â�× Minor Method 

�¨�¾�Ÿ�¢�ç��Interest 

�¬�Â�Ø�ó�¦�Â���Þ�ø�j�¦���¨�¾�ß�¢�ë Rule of Sum and Differences!
�¨�¬�¥�¢�°�ó�¦���¨�ó�¦�¾�ó�¦���¨�¾�ß�¢�ë��Function Rule��Constant  

�Z�ä�¬�ó�¦���ò�¦�ë Chang��Pre - 

� �̧¢�Ø�ë Sector 

�®�¾�„�¦���Â�Ø�ë��Diagonal of a Determinant 

�ò�Ó�¢�è�¬�ó�¦���¾�ß�¦���ë Rules Differentiation 

�¨�ø���ë��Value 

�þ�´�¬�÷ Vector 
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�Þ�¥�¢�«���Z�ä�¬�÷ Dependent Variables 

�ò�ì�¬�È�÷���Z�ä�¬�÷ Variables��Independent!

�¨�ß���ø�o Set 

�¾�����o��Unknown 

�§�¾�p Convex 

�®�¾�p Determinant 

�©�������¸�¬�ó�¦���¨�ç���è�Ð�÷��Transactions Matrix  

���©���÷�¢�à�m�¦���¨�ç���è�Ð�÷��Coefficients Matrix 

�¨�¾�·���ó�¦���¨�ç���è�Ð�÷ Unit Matrix 

�¨�¯�¢�Ë���¨�ç���è�Ð�÷ Matrix��Singular 

���¨�ç���è�Ð�÷�¨���Â�è�Ï Matrix��Zero 

�¢���ô�ß���¨���ô�°�÷���¨�ç���è�Ð�÷  Upper Triangular Matrix 

���©�¢�ì�ç�¦�Â�m�¦���¨�ç���è�Ð�÷���¨�ó�¾�¦�÷�����¨���¯�¢�p���¨�ç���è�Ð�÷ Adjoint Matrix  

�¨�à�¥�Â�÷���¨�ç���è�Ð�÷ Matrix��Square 

�¼�Â�Â�è�ó�¦���©���®�¢�à�÷ Difference Equation  

�è�«���¨�ó�®�¢�à�÷�¢�¨���ô�Ó Differential Equation  

�¼�Â�è�ó�¦���¨�ø�È�ë���¨�ó�®�¢�à�÷ Difference Quotient Equation  

���©�¢�ø�ô�à�÷ Parameters 

�Â�à�ì�÷��Concave 

�²�¢�r��Tangent 

���¨�ô�÷�¢�ï���¨�È�ç�¢�ü�÷��Perfect Competition 

�Ä�Â�¢�È�¬�m�¦���²�«�¢�ü�ó�¦���X�¸�ü�÷ Isoquant Curve 

�����¨�ü�ð�ø�m�¦���¾���ô�k�¦���¨�ì�Ø�ü�÷��Feasible Solution Region 
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�§�¢�à�ó���¦���¨���Â�Ü�û��Game Theory 

�§���ì�û���¦���¨�Ø�ì�û Turnig Point 

���¿�¾�¼�¬�È�m�¦���«�¯�¢�v�����²�¬�ü�m�¦��Input models �ó Output  

�©���¦�ð�ü�à�ó�¦���²���È�û���«� �̄��v��Cobweb Model 

�¾�ß�¢�¦�¬�m�¦���©���¦�ð�ü�à�ó�¦���²���È�û���«� �̄��v��Explosive Cobweb Model 

���§�°�¢�ì�¬�m�¦���Z�ã���§�À�¥�À�¬�m�¦���©���¦�ð�ü�à�ó�¦���²���È�û���«� �̄��v��Damped Oscillating ��Non 
 Cobweb Model 

�§�°�¢�ì�¬�m�¦���©���¦�ð�ü�à�ó�¦���²���È�û���«� �̄��v��Damped Cobweb Model 
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�����Å���Â�¢�¨���¥�Â�à�ó�¦���Þ�³�¦�Â�ø�ó�¦��

���������¾�¢���P�ã���µ�¢���°���ö���ÿ�¦�Â�¥�¤�������¨���®�¢�º�Ð�¬�ë���¦���©�¢���º�Ó�¢���Â�ó�¦���¥�®�¢�¦�÷���ó���¨�º�·���¬�è�m�¦���¨�º�à�÷�¢�j�¦���©�¢�º�ß���¦�Ø�÷�����Æ�ô�¥�¦�Â�º�×������

���¨���¦���ô�ó�¦���¨���¥�Â�à�ó�¦���¨���Z�ÿ�¢�ø�j�¦����������������

���������²�º�û���¢���Ì�«���¢�è�ó�¢�ó�����º�Ó�¢���Â�ó�¦���®�¢�º�Ð�¬�ë���¦�����º�ç���¨���º�Ç�¢�Ç���¦���¼�Â�º�Ø�ó�¦���ó�����ö���ÿ�¦�Â�º�¥�¤���¤�º���s���…�¦���¨�º�ø�à�û���°���º�¬�ï�®���¨�º�f�Â�«������

���º���Â�m�¦���°�¦�®�ó�����µ�¢���Â�ó�¦�ó�����¨���®���à�È�ó�¦�ó��������������

�������®�Â�÷���j�¦���°�¢�¦�j�¦���¾�¦�ß���ò�°���¢�����¨���®�¢�Ð�¬�ë���¦���©�¢���Ó�¢���Â�ó�¦�����ç���¨�÷�¾�ì�÷�����������ø�ô�à�ó�¦���®�¸�¦�ó�¦�Â���E�¢�à�ó�¦���ö���ô�à�¬�ó�¦��� �̈°�¦�±�Â����

���ò�Ï���m�¦���¨�à�÷�¢�³�������¼�¦�Â�à�ó�¦����������������

���������Â�ë�¢�¥���Â�è�à�³�³���ô�ß�ó�����Ó�¢���Â�ó�¦���®�¢�Ð�¬�ë���¦�������¨���à�÷�¢�j�¦���¨�¦�¬�ð�m�¦�������À�¢���Â�ã�������¨���¦���ô�ó�¦���¨���Z�ÿ�¢�ø�j�¦������������������

���������©�¾�º�º�º�û�¦���ï�����¢�����®�°�¢�º�º�º�Ì�¬���°���•�À���º�º�º�Ç�°�¾�ü�ÿ�����¿�����Æ�ø���º�º�º�³�ó���ò�º�º�º���ô���÷���²�¢�º�º�º�¦�ß���ò�º�º�º�ï���¬�÷���¨�º�º�º�f�Â�«�ó�����©�¢���®�¢�º�º�º�Ð�¬�ë�¦���¨�º�º�º���Â�Ü�û

�����Ó�¢���°���§���ô�Ç�¢�����¨�¾�·���ó�¦���ó�����Â�Ì�ü�ô�ó���ò�ð���ÿ�Â���®�Â�´�ï�¢�÷���°�¦�®�ó��������������

�������Ä�Â�ì�m�¦���Â�÷�¢�ß�ó�����ï�±���®�¦�Â�÷���������Ó�¢���Â�ó�¦���®�¢�Ð�¬�ë���¦���©�¢���Ç�¢�Ç�¢�������Â�Ì�ü�ó�¦�Â���©�¢�ß���¦�Ø�m�¦���°�¦�®�������¶�«�¢�è�ó�¦���¨�à�÷�¢�³�ó��

�Æ�ô�¥�¦�Â�×�������¨���¦���ô�ó�¦���¨���Z�ÿ�¢�ø�j�¦����������������

�������ò�º�º�º�º�ð���ÿ�����º�º�º�º�ø���ç���Ä�º�º�º�º���Ä�à�ó�¦���¾�º�º�º�º�¦�ß�����¨���®�¢�º�º�º�º�Ð�¬�ë���¦��� �̈°�¦�®�
�¦�Â���©�¢���º�º�º�º�Ó�¢���Â�ó�¦���������¨�º�º�º�º���¥�Â�à�ó�¦���¨�º�º�º�º�Ô���ü�ó�¦���°�¦�®�������©�Â�Z�º�º�º�º�¥�ó��������

���À�¢�ü�¦�ó����������������

�������¿�¦�Ä�ß���¾�÷�¢�·�����Ó�Â�m�¦���¾�¦�ß�•�����ö�à�ü�m�¦���¾�¦�ß�����è�Ø�Ð�÷���¨�³�¦���l�¦�����¦�ú�����°�¢�´�¬�ô�ó���©�¢���Ó�¢���Â�ó�������¨�º�Ó�¢���Â�ó�¦���ö�º�È�ë���Â�Ë�¢�ü�ó�¦

���[�÷�˜�¬�ó�¦�Â��� �¢�Ð�·�
�¦�Â����������������

���������À�Â�Â�º�º�º�º�º�º�»�¡�Â���ú���¾�º�º�º�º�º�º�ó�¦���ö�º�º�º�º�º�º�s���I�Â�º�º�º�º�º�º�ï���À�¢�û�¾�º�º�º�º�º�º�ß�������º�º�º�º�º�º�Ó�¢���Â�ó�¦���®�¢�º�º�º�º�º�º�Ð�¬�ë���¦���������¨�º�º�º�º�º�º�ø�ð�k�¦���ª�º�º�º�º�º�º���¥�������®�¦�¾�º�º�º�º�º�º�ä�¥���¨�º�º�º�º�º�º�à�÷�¢�³������������������

���¼�¦�Â�à�ó�¦�������������� 

�����������ú���¾�º�º�ó�¦���ö�º�º�s���I�Â�º�º�ï���À�¢�û�¾�º�º�ß�����º�º�ø�ï���ò�»�¾�º�º�÷�������º�º�Ó�¢���Â�ó�¦���®�¢�º�º�Ð�¬�ë���¦�������º�º�ô���ô�¸�«���������Â�º�º�Ì�ü�ô�ó���ò�º�º�Ÿ�¦�Â���°�¦�®�������¨�º�º�à�¦�Ø�ó�¦

���¨���û�¢�°�ó�¦�����À�¢�ø�ß�������À�®�°���¦�������������� 
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�����������ý�°�¾�Ç�����¥���A�¢�Ï�����¸�¬�ç�•���Ä�Â�Ð�m�¦���ò���ß�¢�i�¤���¤�ü���±�������®�¢�º�Ð�¬�ë���¦�����º�ç�����º�Ó�¢���Â�ó�¦���§���ô�º�Ç���¦���������¤�º�¬�ð�ó�¦���°�¦�®
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