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 مقدمة الطبعة الأولى
 

خلال القرن الحالي حدث نمو سريع للكثير من المصطلحات والمفاهيم في الجبر 
 الحديث ، واقترن الكثير من المصطلحات الجديدة والفروع بهذا المقرر .

 السريع يجعل من الصعب على الفرد متابعة جملة هذه الأفكار .النمو هذا 
ا فإنه من الصعب جداً على الشخص أن يلقى في أي كتاب تمهيدي مثل كتابنا هذ

نظرة شاملة على التطورات التي تأخذ مساحة على موضوعات الجبر الحديث هذه الأيام وأن  
سيكياً من الجبر الحديث ، على الرغم من شعورنا نوقش هنا يمكن اعتباره جزءً كلا كل ما

 ع .هذا الجزء أساسي لكل التطورات التي حدثت في هذا الموضو  نبأ
أدركت في نهاية الخمسينات وفي وقت قريب فإن الكثير من وقد أهمية الجبر في الهند 

الجامعات بتلك الدولة قررت مقررات في تلك المادة في كل من الدراسات العليا والدراسات 
 التمهيدية لها . وكانت محتويات وتوصيف المقررات تختلف من مكان لآخر .

ة إلى أي مدى يمكن للمقرر التمهيدي في الجبر نه من الصعوبة أن نقرر بدقإ
الرأي في ذلك  لأنالحديث أن يكون لمستوى الدراسات العليا أو الدراسات التمهيدية لها 

 يختلف من فرد لآخر .
أي كان ما قدمناه في هذا الكتاب من مادة علمية ، فإننا نشعر أن خبرتنا 

 ون في متابعة الرياضيات .م إلى كل هؤلاء الذين يرغبالتدريسية يجب تعل  
النماذج  وبعضهناك الكثير من الموضوعات مثل مسلمات بيانو في النظام العددي 

 الشبكات لنظرية الموديولاتالقانونية من المصفوفات على الحقول والنظريات العامة 
 ... إلخ ، والتي يمكن أن تجد مكاناً مناسباً في أي كتاب تمهيدي وفضاءات الضرب الداخلي

 للجبر الحديث .
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 ونضـــــــع في الاعتبـــــــار هـــــــد  وحجـــــــم الكتـــــــاب الـــــــذي يجـــــــب أن يقـــــــدم إلى القـــــــار  
 هنا .

،  (خوارزميـة إقليـد لقد قدمنا وبنوع من التوسع النظرية الأساسية للأعداد )متضمنة 
حســــاب التفاضــــل كــــذلك المصــــفوفات علــــى الأعــــداد المركبــــة ، كمــــا اســــتخدمنا الكثــــير مــــن 

 ير من الأمثلة المتنوعة والتي قدمت في هذا الكتاب .في بناء الكث والتكامل
في الواقع ستكون قراءة هذا الكتاب مفيدة لهؤلاء الذين لديهم بعض المعرفة في 

 الموضوعات التي ذكرت سابقاً .
ونحن في غاية الامتنان من هؤلاء الرياضيين الذين أفادتنا كتبهم وأوراقهم البحثية في 

أثرت معلوماتنا حول الموضوع ، ونشكر بعمق أستاذنا الموقر باتا  مجال الجبر الحديث والتي
تشاري بقسم الرياضيات من جامعة دلهي ، والذي كانت مقترحاته وتوجيهاته لها عظيم الأثر 

 على هذا الكتاب .
وجزيل شكرنا لكل الأصدقاء والرفقاء خاصة د. رافيند ركومر الذي قدم لنا الكثير 

ات القيمة . ونؤكد أن أي توجيه أو مقترح سيقدم كذلك أي تعليق من التوجيهات والمقترح
 في الاعتبار وسنأخذ به من أجل تطوير هذا الكتاب . هأو نقد مؤثر فإننا سنضع

 
 سينجسيرجيت 

 غازي زمير الدين
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 مقدمة الطبعة السابعة
 

،  عــدد كبــير مــن بــراهين نظرياتــه ةهــذا الكتــاب نقــح تنقيحــاً شــاملاً ، فقــد أعيــد كتابــ
بهد  زيادة وضوحها ، والكثير من التغييرات حدثت في مسائل المجموعات ، ولقـد وردت بـه 
بعض المسـائل الـتي أعتقـد أنهـا صـعبة ولكنهـا لتعـة للقـار  العـادي وهنـاك مسـائل وضـع عليهـا 

والتي من وجهة نظرنا تعتبر صعبة للغاية للقار  العادي ، أمـا تلـك الـتي أشـير إليهـا  (*)علامة 
 فإنه يمكن تجاهلها للعاديين . (**)بالعلامة 

ـــاء لهـــذا  ـــان لكثـــير مـــن الأصـــدقاء والقـــراء لتقـــديرهم ونقـــدهم البن ـــة الامتن ونحـــن في غاي
 . الكتاب والذي حفظ لهذا الكتاب أن يكون مطلوباً على مدى سنوات

شـــكرنا الخـــام لكـــل مـــن الأســـتاذ الـــدكتور جوبتـــا ، والأســـتاذ الـــدكتور نارانـــ  ، وإلى 
الـدكتور ديكيــت ، والــدكتور هــاربانز لال ، ودكتــور جــار رام ، ودكتــور كــانا ، وذلــك لتقــديمهم 

 المقترحات القيمة حول هذه الطبعة والطبعات السابقة .
 نبغي .إن أي مقترح بهد  تحسينات أكثر سو  يقدر كما ي

 
 

 سيرجيت سفنج
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 مقدمة الطبعة العربية
 

 بسم الله الرحمن الرحيم
الحمد لله رب العالمين ،،، والصلاة والسلام على الرحمة المهداة ، سييد  وحبيي  

، ومين  أجمعيينقلوبنا محمد الصادق الأمين ، وعلى آله الطيبيين الطيايرين ، وعليى هي به 
 تبع سنته إلى يوم الدين ،،، وبعد :

ؤكد تاريخ العلوم أن الحضـارة الحديثـة تـدين بازدهارهـا إلى الحضـارة العربيـة ا سـلامية ي
 حركة التأليف والابتكارات . كانتوخصوصاً في العصر العباسي ، حيث  
تعـا  نقصـاً كبـيراً في الكتـب العربيـة مازالـت المكتبـة العربيـة وعلى الرغم من ذلك فـإن 

ــــب العلميــــة . والجامعــــا ــــد مــــن خصوصــــاً الكت ــــة في حاجــــة ماســــة إلى تعريــــب العدي ت العمومي
الكتــب في شــخ الاختصاصــات ، و ا علــم الرياضــيات علــى رأ  قائمــة الاختصاصــات الــتي 

 تعا  هذا الشح .
لأهميـة هـذا الموضـوع لكـل  الحيدي الجي  أن نعـرب كتـاباً مرجعيـاً في  ارتأيناعليه فقد 

 الرياضيات . تدر  دار  رياضيات ، بل حخ طلاب اختصاصات أخرى
وجــاء اختيــارنا لهــذا الكتــاب الــذي هــو بــين أيــديكم لشــموليته ، فالكتــاب يتــألف مــن 

 فصلاً يكاد أن يكون مؤلفه قد شمل جميع مواضيع الجبر الحديث . 16
الــــتي شــــاعت ورســــخت في اللغــــة العربيــــة وتعــــود عليهــــا  بالمصــــطلحاتلقــــد ت التقيــــد 

 ية .الطالب في دراسته الثانوية والجامع
في إغنـاء المكتبـة العربيـة  يسـيرةنرجو بتقديمنا هذه الترجمة أن نكون قد ساهمنا مساهمة 

 بالكتب القيمة .
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إخـراج هــذا في  ســاهموأخـيراً نــود أن نتقـدم  زيــل الشـكر والتقــدير والعرفـان لكــل مـن 
ب فيااد زيين العير والـدكتور عبيد اليرحمن السيما  مـن الـدكتور  الكتاب ، ونخص بالشكر كـلاً 

 لما بذلاه من جهد جبار في مراجعة هذا الكتاب ولملاحظاتهما الممتازة التي أغنت الكتاب .
حنييا   وشــقيقتهعبييد اليمييرد جيياد الله عيي وز وخــالص شــكرنا وتقــديرنا لــلأ  الفاضــل 

علــى طباعــة هــذا الكتــاب وإخراجــه بهــذا الشــكر  مركيي  اىييدح لل اسييوبمــن جيياد الله عيي وز 
 الرائع .

 فيقولي التو والله 
 

 المترجمو 
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1 
 Set Theory   اتـة المجموعـنظري

 
يعتبر مفهوم المجموعة )تقريباً( من المفاهيم الأساسية في الرياضـيات   ففـا الوا ـد  ـ  
أن أغلـــلأ الأنظمــــة الرياضــــية هــــا عبــــاالمج عــــن فلــــات ةــــ  لمج مــــن المجموعــــات   تلــــ  الأنظمــــة 

 الرياضية ونظرياتها يمكن بحثها كأجزاء من نظرية المجموعات  
 عرفـــــة والـــــا يـــــ و  لمع ـــــها المهنـــــا  لمعـــــ  الم ـــــ ل ات غـــــ   انظـــــام اياضـــــ في أي

 إلى الــــبع  مـــــن لــــا  لمعـــــ  العبـــــااات المن قيــــة المتماســـــكة والـــــا ي لــــ  عليهـــــا م ـــــلمات 
 أو مبا ئ  

وفي نظريــة المجموعــة فــلن م ــ ل ات المجموعــة   الســاء   والت ــاوي   كــ ل  )هــو 
 عن ر من( كلها غ  معرفة  

نــوي منا ســة لمــ يهيات نظريــة الأعــ ا  علــت أســاظ كو ــا ت ــوا لنظريــة ونحــن هنــا   ن
المجموعــات فــلن للــ  لــي  دــا  أو هــ   هــ ا الكتــاذ   لمــا أننــا )في هــ ا الكتــاذ( ســو  
نب ـــــد تهيـــــ ات نظريـــــة المجموعـــــات والـــــا نحتاجهـــــا مـــــ لراً لالـــــ  )أي لـــــا  الكتـــــاذ(   

 بالأحرى سن ته   الب يهيات  
 نمـــــــولك من ـــــــ  كامـــــــا في لمـــــــراه   تلـــــــ  النتـــــــا    يـــــــ  نحـــــــن لـــــــن ن الـــــــلأ هنـــــــا لم

مرا فـــة لكلمـــة  مـــد مـــن كبـــ  أن كلمـــة المجموعـــة هـــا كلمـــة حـــ   إننـــا نـــ ا  إلى و  المنا ســـة  
مــن ال ــاذ  اً مــن الأعــ ا  ال ــ ي ة   أو  معــ اً الأشــياء   وبالن ــبة لنــا هنــا فل ــا تعــ   معــ

 مــــــن المثلثــــــات  اً نـــــــز  مــــــا   أو  معــــــمــــــن الأشــــــياء في م اً في ف ــــــا  ااســــــا معــــــ    أو  معــــــ
 في الم توى الكااتيزي   وه ه أمثلة لبع  المجموعات  
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,...,سنسـ  في هــ ا الكتــاذ إلى المجموعــات يرحـر  كبــ لمج  BA  أمــا العنا ــر ف ــيتم  
,,...,الإشاالمج لها يرحر   غ لمج  cba   
NZQRCت ـــت  م الرمـــو   في العـــا لمج لرشـــاالمج إلى دموعـــة الأعـــ ا  ال بيعيـــة    ,,,,

دموعـــة الأعـــ ا  ال ـــ ي ة   دموعـــة الأعـــ ا  الن ـــبية   دموعـــة الأعـــ ا  ا قيقيـــة دموعـــة 
 الأع ا  المركبة علت الترتيلأ  

 Aأو عن ـراً ضـمن المجموعـة  Aعن ـراً ينتمـا إلى  xدموعـة   فـللا كـان  Aلتكن 
Axفلننـــا في هـــ ه ا الـــة نكتـــلأ  عن ـــراً  x  وإلا كـــان  Aهـــو عن ـــر مـــن  xونقـــو  أن  �

   فلننا في ه ه ا الة نكتلأ Aلي  من عنا ر 
Ax    علت سبيا المثا  فلن Aموعة المج  ينتما إلى  xونقو  أن  �
N�2  لمينماN�

2
�Qفي ح  أن  1

2
1 

أي مرلمـد فـلن  xدموعـة كـا المثلثـات في الم ـتوى الكـااتيزي وإلا كـان  A إلا كانت
Ax �   

الــا ت ــ   xp)(في العــا لمج فــلن عنا ــر المجموعــة لاــ   مــن لــا  ا ا ــية العامــة 
   Aالمجموعة 

الــا  xالــا يت ــ  يــا عيــد العنا ــر  xp)(فلنــ  مــن المعتــا  إمكانيــة لا يــ  ال ــفة 
^   في ه ه ا الة فلننا نكتلأ Aتقد ضمن  `)(: xpxA   

   Iونرمز لها بالرمز  المجموعة الا   لاتوي أي عن ر ت مت المجموعة ا الية

 1مثال 
ها دموعة كـا الأعـ ا  ال بيعيـة  N  وحيد أن  xp)(}ع   طبيعا"  xليكن "

^ فلن  يمكننا أن نقو  `xxN   :طبيعيعدد
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 2مثال 
 دموعة كا الأع ا  ال بيعية الا تثا مرلمعاً فلن  يمكننا أن نقو  Aلتكن 

^ `2,| yxNyxA  ��  

,,,...,..., تتكون من العنا ر Aإلا كانت المجموعة  321 naaaa 
^ فلننا عا لمج نكتلأ `,...,...,, 321 naaaaA   
 فعلت سبيا المثا 

^ `6,5,1 A  تعــــــــــــــــــــ  أنA  فقــــــــــــــــــــ  في هــــــــــــــــــــ ه  6,5,1تتكــــــــــــــــــــون مــــــــــــــــــــن العنا ــــــــــــــــــــر 
AAA ا الة ��� 6,5,1 
AAAAلمينما  ����  وهك ا   7,4,3,2

 1.1تعريف 
BA)امـزياً تكتـلأ  Bأ ا دموعـة جز يـة مـن المجموعـة  Aيقا  للمجموعة  ( في �
BA  بالإضافة إلى لل  في حالـة  Bعن راً من  Aحالة كون كا عن ر من  z   فلنـ  يقـا

A  من  فعليةدموعة جز يةB  وتكتلأBA �   
 B  أو  Bةتـوالمج في  A  فلننـا نقـو  أي ـاً أن  Bدموعة جز ية مـن  Aإلا كانت 

   Aلاوي 
CRQN علت سبيا المثا  ��� 

ـــــت  ـــــ  إلا كان CBومـــــن الواضـــــل مـــــن لـــــا  التعريـــــ  أن BAو  � ـــــ  يعـــــ   �  فـــــلن لل
ــــــ  ي إلى  CA أنأو ي مت ــــــاويتان في حالــــــة احتوا همــــــا علــــــت نفــــــ   ,BAالمجموعتــــــان  �

ABدموعتان مت اويتان فلن  ,BAحالة  العنا ر   أي أن  في BAو  � �   
BAلكـــون  B   ABهـــو عن ـــر في  Aتعـــ  أن كـــا عن ـــر مـــن  � تعـــ  أن   �
مـا نفـ  العنا ـر ومــن ي ,BAوهـ ا لم بيعــة ا ـا  يعـ  أن  Aعن ـر في  B كـا عن ـر مـن

BAثم فلن      
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 2.1تعريف 
BAهــو المجموعــة  ,BA  الاــا  المجمــوعت ون مــن كــا العنا ــر الموجــو لمج الــا تتكــ �

^   أي أن Bأو في  Aإما في  `BxAxxBA �� � or  : 
 3.1تعريف 

BAهـو المجموعـة  ,BA  تقاطد المجمـوعت الـا تتكـون مـن كـا العنا ـر المسـتركة  �
^ أي أن ,BAفي  `BxAxxBA �� � and: 

 3مثال 
^ لتكن ` ^ 5̀,2,4,3,4,3,2,1   BA 

^ فلن ` ^ `4,3,2,5,4,3,2,1  � � BABA 

 4مثال 
 دموعة كا الأع ا  ال  ي ة الأ ا من أو الم اوية لل فر   أي أن Aلتكن  

 ZAN  �  

 4.1نظرية 
 فلن A   Bلأي دموعت  

(i)   BA ABAا كان لا كان وفق  إلإ   �  � 
(ii)   BA BBAإلا كان وفق  إلا كان    �  � 

 البرهان
(i)  لــتكنBA Axبحيــد كــان  x إلن أي عن ــر � Bx  مــن التعريــ  فــلن  � ولمنــاء  �

BAx علت لل  فلن �� 
BAأ ى إلى وجو ه في  Aفي  xوحيد أن وجو    يوضل أن  فلن ه ا  �
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BAA ��    (1) 

 من الواضل )ح لأ التعري (
 ABA ��    (2) 

BAA ( ينت  أن2( و )1إلن من ) �  
BAA والعك    لتكن �  

BBAوحيد أن  �� 
BAAك ل   BA فلن   الفرضمن   � � 

 وهو الم لوذ إثبات 

 (ii)لمرهان مماثا يلزم لإثبات فقرلمج 
 نحــــــن ارن نــــــ كر عا ــــــات مهمــــــة لمــــــ  التقــــــاطد وا لاــــــا    والــــــا تعــــــر  لمقــــــوان  

 التو يد

 5.1نظرية 
CBAلأي ثاث دموعات   فلن ,,

(i) )()()( CABACBA ��� ��  
(ii) )()()( CABACBA ��� ��  

 البرهان
)( CBAx ���  

CBxAx ���� ,  
)(, CxorBxAx ����  

Bx وبالتالي إلا كان � 
)()( فلن CABABAx ������ 

)()( يع ا CABAx ���� 
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Cxوبالمثـــــــــــــــا إلا كـــــــــــــــان  Ax  وحيـــــــــــــــد أن  �   مـــــــــــــــرلمج ألـــــــــــــــرى  ـــــــــــــــ  أن  �
)()( CABAx ���� 

 وها يو لنا إلى كون
 )()()( CABACBA ������    (1) 

BAx وارن �� 
BxAx ��� ,  

CBxAx ���� ,  

)()( لكون CBAxCBB ������ 
 وبالتالي فلن

 )( CBABA ����      (2) 

 ا    أنبالمث
 )( CBACA ����      (3) 

 ( نح ا علت3(   )2من )

 )()()( CBACABA ������    (4) 

)()()( ( ينتجان4(   )1علي  فلن ) CABACBA ��� �� 
 لم ريقة مماثلة   (ii)ونحن نتر  للقراء لمرهنة 

 6.1تعريف 
BAعة الفرق فلن المجمو  ,BA  إلا كان ل ينا دموعت  ها المجموعة �

^ `BxAx �� |  

BAفـــلن  Aدموعـــة جز يـــة مـــن  B يا لمج علـــت للـــ    إلا كانـــت    Bيقـــا  لهـــا مكملـــة  �
   Aمن 
 Aمـن  Bلأي دموعـة جز يـة  A لمع  الأحيـان عنـ ما   يكـون هنـا  لـب  بالن ـبة إلى في

BAفلن     Bcيساا إليها  �
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 (5مثال )
 ع ا  الزوجية ال بيعية   علي  فلندموعة كا الأ Eلتكن 

EN  ها دموعة كا الأع ا  الفر ية   �

 (6مثال )
^ لتكن `6,5,4,3,2,1 A 

^ 8̀,7,6,5 B  

^ فلن `4,3,2,1 � BA 
 ^ 8̀,7 � AB  

ABBAمن الواضل هنا  ��  أي عن ر مستر    علي  فلن ينهماوج  لم  ي ,
 I ��� )()( ABBA  

 7.1تعريف 
),(الـــــزوك المرتـــــلأ  ,baن يلأي عن ــــر  ba   مـــــد وجـــــوa    كلحـــــ اثا أو  ووجـــــوb  

^ موعة المعرفة علت الن و التاليالمج هوكلح اثا ثاني  ` ^ `^ `baaba ,,),(   
),(علي  فلن  ba  عباالمج عن دموعة دموعات عنا رها المجموعات^ ` ^ `baa ,,   

`^ علت سبيا المثا  ^ `^ ` ^ ` ^ `^ `1,2,2)1,2(,2,1,1)2,1(    

 1-8نظرية 
 ),(),( dcba dbcaإلا كان وفق  إلا كان      ,   

 البرهان
 باست  ام التعري  

 ^ ` ^ `^ ` ^ ` ^ `^ `dccbaa ,,,,       (1) 



 
 
 

 الف ـــا الأو 

 

14 

baعن ما  الحالة الأولى    فلن  
 ^ ` ^ `^ ` ^ ` ^ `^ ` ^ ` ^ `^ ` ^ `^ `aaaaaabaa    ,,,,,   (2) 

^ (    أن2(   )1من ) `^ ` ^ ` ^ `^ `dcca ,;  
 ^ ` ^ ` ^ ` dcadcadcca   �  �  � ,  

   badcba     � ,  ba  (  )لأن 
dbca علي  فلن   , 

dcلمنف  ال ريقة إلا كانت  cadb فلن     , 

dcba الحالة الثانية zz , 
^ حيد أن ` ^ ` ^ `^ `dcca ,,� 

^ ` ^ ` ^ ` ^ `dcaorca ,  �  

dcaفي ا الة الأل لمج  dcون وه ا تنا   لك    z علي  فلن   
 ^ ` ^ `ca   

 وبالتالي
 ca         (3) 

^ ( ينت  عنها1مرلمج ألرى فلن ) ` ^ ` ^ `^ `dccba ,,, � 
 ^ ` ^ ` ^ ` ^ `dcbaorcba ,,,   �  

^ ل بلأ فلنفي ا الة ال المقة تنا     وله ا ا ` ^ `dcba ,,   
 ^ ` dborcbdcb   ��� ,  

baفي ا الة ال المقة  caنظراً لكـون      وهـ ا يـ  ي مـرلمج ألـرى إلى تنـا     ولم بيعـة   
 ا الة ينت  أن

 db         (4) 
dbca ( ينت  أن3(   )4من )   , 

caوبالعك  إلا كان    dbو    ^ فلن   ` ^ ` ^ ` ^ `dcbaca ,,,    
 ^ ` ^ `^ ` ^ ` ^ `^ ` ),(,,,,),( dcdccbaaba    �  
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 وهك ا يت ق  الم لوذ  
اله   من التعريـ  ال ـالم  كـ ل  النظريـة حـو  الأ واك المرتبـة هـو إع ـاء معـس لترتيـلأ ن ـ  

 من العنا ر  
ـــــة  ـــــا  الأ واك المرتب ـــــ اً في الم ـــــتوى  تلفـــــة  )2,1,()1,2(فعلـــــت ســـــبيا المث   مـــــن المعـــــرو  جي

),(يعبر عنهـا لمـزوك مرتـلأ  Pالكااتيزي بإح اثيات النق ة  ba  مـن الأعـ ا  ا قيقيـة   حيـد
اثيها ال ــــــا ي   النق تــــــان بإحــــــ اثيات هــــــو إحــــــ  bإحــــــ اثيها ال ــــــي  لمينمــــــا  aيقــــــا  أن 

ــــــــان  )2,1,()1,2( ــــــــان لمينمــــــــا المجموعت ^ تلفت ` ^  مت ــــــــاويتان لكو مــــــــا لهمــــــــا نفــــــــ   1̀,2,2,1
 العنا ر  

 9.1تعريف 
BA   حا ــا ال ــرذ الكــااتيزي  دمــوعت ,BAلــتكن   u يــد يعــر  مجموعــة ع

),(الأ واك المرتبة  ba  بحيدBbAa �� ,   
حيد أن إح اثيات النق ة في الم توى الكااتيزي عباالمج عـن  وك مرتـلأ مـن الأعـ ا   

نق ــة مــا   ا قيقيــة وبالعكــ  فــلن كــا  وك مرتــلأ مــن الأعــ ا  ا قيقيــة يعــبر عــن إحــ اثيات 
RRفي الم ـتوى الكـااتيزي هـا دموعـة إحـ اثيات كـا النقـا  علي  فلن  يمكننـا القـو  يرن  u 

  

 7مثال 
^ لتكن ` ^ 3̀,2,1,,   BA ED 

^ علي  فلن `)3,(,)2,(,)1,(,)3,(,)2,(,)1,( EEEDDD u BA 
 ^ `),3(,),3(,),2(,),2(,),1(,),1( EDEDED u AB  
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 ملاحظة
  ر   فلننا نكتلأعن nعنا ر ع  ها  Aإلا كان للمجموعة 

nA  ||  

    أن (3)علي  ففا المثا  ا م 
 3||,5||,4||,4||  � �  BABABA  

 1تمرين 
nBmAبحيد كان  ,BAإلا كانت المجموعتان   علي  فلن ||,||  

|||||||||| BAnmBABABA ��� ��� �  

nmBAفلن  منف لت  ,BAوك الة لا ة   إلا كانت  � � ||   

 الحل
BA حــأ أننــا عنــ ما نعــ  العنا ــر في  BAفــلن عنا ــر  � تعــ  مــرت    حالمــا  �

ـــة  Aتعـــ  ضـــمن عنا ـــر   فـــلن النتيجـــة الأولى وبالتـــالي Bضـــمن عنا ـــر  تعـــ   وللمـــرلمج الثاني
 تت ق   

||0الجزء الثاني ينت  من حقيقة كون   I   

 2تمرين 
 بــون التفــا     76%مــن الأمــريكي   بــون الجــا   لمينمــا  63%اســتبيان يوضــل أن 

 مالا يمكن  القو  حو  ن بة الأمريكي  ال ين  بون الجا والتفا  معاً ؟

 الحل
دموعــة هــ  ء  Bهــا دموعــة مــن  بــون الجــا مــن الأمــريكي  لمينمــا  Aافــرض أن  

 ال ين  بون التفا  منهم  
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   100افرض أن تع ا  الأمريكي  
||63,||76 علي  فلن   BA 

|||||||| وحيد أن BABABA ��� � 
 ||139|| BABA �� ��  

||100, ولكن d� BA 
||39 علي  فلن t� BA 

BBAABA عاولمج علت لل  فلن ���� , 
||||,|||| وه ا ي  ي إلى BBAABA d�d� 

||63,||76 وبالتالي فلن d�d� BABA  
39||63 أي أن d�d BA 

  39%تقـــد لمـــ  والجـــا معـــاً  مـــن التفـــا  وبالتـــالي تكـــون ن ـــبة مـــن  ـــلأ مـــن الأمـــريكي  كـــاً 
   63%و 

 3تمرين 
YXدموعتان    إلا كان وفق  إلا كان تكونان مت اويت ,

YXYX � �  
 الحل

XYXXYXYX في حالة  � � ,, 
YXYX وبالتالي فلن � � 

YXYX وبالعك    فللا كان � � 
YYXYXX نفل �� �� 
XYXYXY و �� �� 
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YX وبالتالي ينت  أن   

 4تمرين 
CBA لأي ثاث دموعات ,, 

)()()( فلن CABACBA ��� �� 
)()()( و CABACBA ��� �� 

 وه ا ما يعر  لمقانون  ي مواجان للمكمات  

 الحل
)(,)( CBxAxCBAx �������  

)thatsuch(and)thatsuch( CxAxBxAx �����  
)()(, CABAxCAxBAx ����������  

)()()( علي  فلن CABACBA ������ 

CAyBAyCABAy وبالعك  إلا كان ��������� ,)()( 
 )()(and( CBAyCByAy ��������  

)()()( علي  فلن CBACABA ������ 

)()()( الي ينت  أنوبالت CBBACBA ��� �� 

)(but)( أما بالن بة للجزء الثاني CBxAxCBAx ������� 

�ما إي  ي إلى    �BxAx �� but  أو� �CxAx �� but 
 )()()(or)( CABAxCAxBAx ����������  

)()()( ولم ل  فلننا نح ا علت CABACBA ������ 

)()( وبالعك  إلا كان CABAy ���� 



 
 
 

 نظرية المجموعــــات

19 

 

ـــــــــــــــ  ي إلى   إمـــــــــــــــا  BAyي CAy أو �� ـــــــــــــــ  ي إلى  �� ـــــــــــــــ واه ي Ayوهـــــــــــــــ ا لم �  
Byو  Ayأو  � Cyو  �  وبالتالي فلن  �

 Ay � )()(  و   CBAyCBy ������  
? )()()( CBACABA ��d���  

)()()(  ل  فلننا نح ا علتونتيجة ل CABACBA ��� �� 

 5تمرين 
YXAلتكن  YAXA ثاث دموعات بحيد كان ,, � � 

YAXA وكان � � 
YX فلن   

 الحل
 لق  أوض نا أن 

 YX �  

XY  يتبد أو ينت  من تاثا السرو  المع المج  سو   �
Xx نفرض أن � 

 فهنا  حالت 
Ax ا الة الأولى � 

YAXAxXx ارن  � ���� 
 Yx ��  

Ax ا الة الثاني � 
YAXAxXx وحيد أن � ���� 

 AxYAx ���� و  
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 Yx ��  

Xxفي كلتا ا الت   Yxي  ي إلى كون  � YX وبالتالي ينت  أن � � 
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 تمارين
 

CBAلأي ثاث دموعات  -1  أثبت أن ,,
(i) CBACBA �� �� )()(  
(ii) CBACBA �� �� )()(  

 أثبت أن المجموعة ا الية جز ية من كا دموعة   -2
 أجلأ عما يأتي A )3,2,1(لتكن  -3

   Aما ها عنا ر  - 
 (  8منها )الإجالمة    أوج  كاً  Aكم دموعة جز ية للمجموعة   - 
   Aدموعة جز ية من  Bها  B )5,4,3(لتكن  - 

BAأوج   �   AB �   
nAAAلـــــتكن  -4 ,...,, nAAAهـــــا منيعـــــر  ا لاـــــا   nوعـــــات عـــــ  ها دم 21 ��� ...21 

 لن و التاليتخليقياً علت ا
 nnn AAAAAAA ��� �� � )...(... 12121  

nAAA ولمنف  ال ريقة يعر  ��� ...21 
 : لمرهن ما يأتي

(i) 321231321 )()( AAAAAAAAA �� �� ��  
(ii) 321231321 )()( AAAAAAAAA �� �� ��  

عن ــراً   مـــالا يمكننـــا القــو  حـــو  أكـــبر  mا لهـــ Bعن ــراً والمجموعـــة  nلهـــا  Aالمجموعــة  -5
BAع   أو أ غر ع   من العنا ر يمكن للمجموعة   أن لاتوي  ؟ �

ABBAلمرهن أن  ,BA لأي دموعت  -6 �� لمينهمـا غ  منف ـلت  معـس أنـ    يوجـ   ,
   عن ر مستر 
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CBAلأي ثاث دموعات  -7  لمرهن ما يأتي ,,
(i) )()()( CBCACBA u�u u�  
(ii) )()()( CBCACBA u�u u�  
(iii) CBACBCA u� u�u )()()(  

BA ن العنا ـر علـت الترتيـلأ   وضـل أنمـ ,nmدمـوعت  لهمـا  ,BAإلا كانـت  -8 u  لهــا
nm.   ًعن را 

^ لتكن -9 ` ^ 3̀,2,1,6,5,2,1   BA 
 ح  

)()(,)()(,)()( ABBAABBAABBA u�uu�uu�u  

ويرمـز  Aت ـمت دموعـة القـولمج للمجموعـة  Aدموعة كا المجموعـات الجز يـة للمجموعـة  -11
   AP)(لها بالرمز 
 من العنا ر   n2يا  AP)(فوضل أن  اً عن ر  nيا  Aإلا كان 

11- CBA PCnBmAثاث دموعات بحيد كان  ,,  وضل أن ||,||,||   
������� �� |||||| CBBAPnmCBA  

     |||| CBAAC ����  

مــنهم أحــ  ملا ــم    80%مــن المقــاتل  أحــ  عيــو م   كمــا فقــ   70%في معركــة مــا فقــ   -12
مـنهم الأالمعـة  %xمـنهم أحـ  سـا ي    وفقـ   85%منهم أح  لااعي    وفق   75%وفق  

 (10          )إجالمة :  xأع اء معاً   أوج  أ ا  يمة ممكنة للمتغ  
مـــنهم  28  ااســـتهم اللغـــات الم تلفـــة وجـــ  أنطالـــلأ حـــو   100في اســـتبيان اســـته    -13

مـنهم ي اسـون الفرن ـية   كمـا  42منهم ي اسـون الألمانيـة   و  30ي اسون الأسبانية   و 
مـــــنهم ي اســـــون الأســـــبانية  10مـــــنهم ي اســـــون الأســـــبانية والألمانيـــــة معـــــاً   و  8وجـــــ  أن 

  الثاث لغات المنهم ي اسون  3منهم ي اسون الألمانية والفرن ية   و  5ن ية   و والفر 
 كم ع   من   ي اظ أي لغة   -
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 (ii i(20) (30)كم ع   من ي اظ الفرن ية كلغتهم فق        )إجالمة  -
XYXلتكن  -14    I Y   أثبت أن Xلكا المجموعات  � 
RQPإلا كانـــت كـــا مـــن  -15 ( `المكمـــات الن ـــبية ) وكانـــت   Aدموعـــات جز يـــة مـــن  ,,

 لمرهن ما يأتي Aبالن بة إلى 
i- QP �I cإلا كان إلا كان وفق   � QP 

ii- QP AQPإلا كان وفق  إلا كان  �  �c 
iii- QP PQPإلا كان وفق  إلا كان  � c�c� 
iv- QP QQPإلا كان وفق  إلا كان  � �c� 
v- QP RRQPإلا كان وفق  إلا كان  � c��c� 

16- BA, لاطلة ؟ علا إجالمت أي العبااات التالية   ي ة وأيها  دموعتان 
(i) )()()( BPAPBAP � �  
(ii) )()()( BPAPBAP � �  
(iii) )()()( BPAPBAP � �  

 لاطلة   (iii)لاطلة    (ii)  ي ة    (i)الإجالمة  
TSYXلتكن  -17  د دموعات   بحيد كانأالم ,,,

STYX � �  , I � � STYX  

 إلا كان وفق  إلا كان I Xأثبت أن 
)()( TYSXT ���  
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 العلاقات والرواسم -2
نحـــن ومـــن لـــا  ال ـــياق اليـــوما لكامنـــا نت ـــ ث عـــن العا ـــات الـــا لاـــ ث لمـــ  

 اء   فعلت سبيا المثا اثن  أو دموعة أشي
(i)    (4)يق م الع    2الع   
(ii)     أكباا كان وال اً لجيها 
(iii)    (4)أكبر من الع    6الع   

ثاثة أمثلة لعا ة لا ث في ال ياق اليـوما   في هـ ه الأمثلـة  ـ  أن هنـا  نـو  مـن 
 ا اتباطـــات لمـــ   وك مـــن الأشـــياء  ـــ  حـــ ث   وبالتـــالي فـــلن هـــ ه الأمثلـــة تعـــبر عـــن لمعـــ 
ـــــ  دموعـــــة مـــــن  ـــــات لمـــــ  أ واك مـــــن الأشـــــياء   ويمكـــــن للفـــــر  أن يفكـــــر في عا ـــــة لم  العا 

لااتبـا  البـ يها يمكـن أن تركـلأ مـد التعريـ  الأساسـا الفكرلمج غ  الواضـ ة الأشياء   ه ه 
 العا ة علت الن و التالي  للعا ة   وبالأحرى فن ن نعر 

 1-10تعريف 
YXلتكن  YX تعـر  أي دموعـة جز يـة مـن  وعتان غـ  لـاليتدم , u  علـت أ ـا
   اً والعا ة أي اً ت مت ت المق   Yإلى  Xعا ة ثنا ية من 

SYXإلا كانـــــت  SSفـــــلن المجموعـــــة الجز يـــــة مـــــن     u  ت ـــــمت عا ـــــة ثنا يـــــة 
   Sفي 

في هـ ا الكتــاذ سـيكون اهتمامنــا فقـ  بالعا ــات الثنا يـة وبالتــالي فلنـ  عنــ ما نقــو  
 عا ة   فلن لل  يع  عا ة ثنا ية  

Tba و Bإلى  Aعا ـــة مـــن  Tإلا كانـــت  ونقـــو  أن  aTb  فلننـــا نكتـــلأ  ),(�
a  قــ  العا ــة T  مــدb  وإلا كــان  Tba  Tلــي  ل يــ  العا ــة  aفلننــا نقــو  أن  ),(�

   bمد 
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يوجـ  عـ   مـن العا ـات مقـ اا  Sولمناء علت التعري  فلننا    أن  في أي دموعـة 
SSعــ   المجموعــات الجز يــة مــن  u  العا ــات المتكافلــة والــا ســتنا   في فــلن مــن لمــ  هــ ه

 ا لها أهمية   وى   اية ه ا الف 

 1-11تعريف 
YXلــتكن  مــن حا ــا ال ــرذ  Tدمــوعت  غــ  لــاليت    فــلن المجموعــة الجز يــة  ,

YXالكــااتيزي  u  يقــا  لهــا ااســم مــنX  إلىY  إلا كــان لكــاXx يوجــ  عن ــر واحــ   �
Yyفق   Tyxبحيد كان  �    يرن   الة  الراسم يعر  أي اً  ),(�

Xx لأي عن ــــــر Tyxإلا كــــــان  �  x يمــــــة  yفي هــــــ ه ا الــــــة يقــــــا  أن  ),(�
ونكتــــلأ للــــ  هكــــ ا  Tلاــــت  xتنــــا ر  yأو يقــــا  أن  Tلاــــت  xأو  ــــوالمج  Tلمواســــ ة 

)(xTy   Tن ـــــــــاق  Xفي هـــــــــ ه ا الــــــــة ي ـــــــــمت  Yإلى  Xمــــــــن  اً ااســـــــــ T   إلا كــــــــان  
(T domكما يقا  للمجموعة ) 

^ |لبعض)(` xTyXxYy TTمــــ ى  ��  ) range( لهــــا في هــــ ه ا الــــة يقــــا  
TTالن اق الم احلأ للراسم  )domCo( �   

 ملاحظة
YXfالرمز   o:   أن س  إلى يسوf  ااسم منX  إلىY   

 
 1-12تعريف 

 عن    Yإلى المجموعة  Xمن المجموعة ااساً  fكن لي
(i)  يقـا  أنf  ااسـم أحـا ي إلا كـان لكـاXxx )()(فـلن  ,�21 21 xfxf يــ  ي   

21إلى أن  xx     
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(ii)  إلا كان ن اقf  هوY  يقا  في ه ه ا الة أن الراسمf  فو ا(onto)   
(iii)  إلا كــــــانf  ــــــة يقــــــا  أن ــــــو ا   ففــــــا هــــــ ه ا ال ــــــا ر fأحــــــا ي وف  أحــــــا ي  تن

(1-1 cor ponden)   

 (a) 1-12نظرية 
gfالراســـان   مت ـــاويان إلا كـــان وفقـــ  إلا كـــان  Yإلى المجموعـــة  Xمـــن المجموعـــة  ,

)()( xgxf Xxلكا    �   

 البرهان
gfنفرض أن     

fxfxXx لتكن �� ))(,(, 
gfوحيد أن  gxfxفلن    )()( وه ا يع ينا ),)((� xgxf   

)()(وبالعك  فللا كان  xgxf Xxلكا    �   
fbaلتكن  )()( فلن ),(� agafb    

gba وه ا يع ينا أن �),( 
gf فلنعلي   � 

fgولمنف  ال ريقة يمكن أن نبرهن أن  fg   وعلي  فلن �   
 ملاحظة

   surjection  وأي ـــاً الراســـم الفـــو ا ي ـــمت  injectionالراســـم الأحـــا ي ي ـــمت 
   bijectionي مت أي اً  والتقالما الأحا ي

 8مثال 
XXiدموعة غ  لالية   يعر  يا الراسم  Xلتكن  o: التالي علت الن و : 

Xxxxi �� )(  
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^ وفي مفهوم الأ واك المرتبة `Xxxxi � |),( 
i  في ه ه ا الة ي مت الراسم المحاي  فيX   

 9مثال 
ZYXZZf ليكن   o ,: 

Zxxxf علت الن و التالي �� :2)( 
Zxxوحيد أن  لكا  )()(  فللا كان  ,�21 21 xfxf   

? 2121 22 xxxx  �  

 ي اوي f ااسم أحا ي   وارن م ى الراسم fأي أن 
 ^ ` ^ `ZxxZxxf � � |2|)(  

 وي اوي دموعة كا الأع ا  ال  ي ة الزوجية  
fZعلي  فلن م ى  z  وبالتاليf  فو ياص لي   

 10مثال 
ZZXلتكن  u   الراسم  ZZZf ou:  علت الن و التالي معر 

ZZmnmnmnf u��� ),(),(  

Zn ااسم فو ا وك ل  لأن  لكا fأي أن  � 
nnnf فلن  ل ينا  � 0),0( 

 لـــــي  أحـــــا ياً  f  لمينمـــــا  ـــــ   Zاوي ي ـــــ f  لـــــ ل  فـــــلن ن ـــــاق  �n( fوأن )مـــــ ى 
)3,1(22431)2,2( لأن ff  �  �  

)3,1()2,2( ولكن z 

 11مثال 
^ لتكن ` ^ `ED ,,,,, 4321   YxxxxX 
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Xxfالراسم  o: معر  بال والمج 
DDED     )(,)(,)(,)( 4321 xfxfxfxf  

f ولكن  لي  أحا ياً   اً يكون فو ي 
YXgالراسم  o: المعر  علت الن و 

 DDED     )(,)(,)(,)( 4321 xgxgxgxg  

^هـو  gفلن م ى الراسم  `D  وناحـأ أن  ^ ` YzD  لـ ل  فـلنg  ًفو يـاً وأي ـاً  لـي  ااسـا
 لي  ااساً أحا ياً  

 13.1تعريف 
YXfZYg إلا كان oo :,: 

( هـو ااسـم ,fg)وي ل  عليـ  أي ـاً حا ـا ضـرذ  gofااس    في ه ه ا الة فلن تركيبهما 
Xxلكا عن ر  يكونبحيد  Zإلى  Xمن  � 

 ))(()()( xfgxgof   

Xxنقــو  أنــ  لأي عن ــر  gofهنــا في تركيــلأ  أو ً   ولمعــ  للــ   xيعمــا علــت  fفــلن  �
g  يعما علت)(xf   

الأمثلـــة حـــو  و بـــا أن نوا ـــا منا ســـة لـــواص الرواســـم فلننـــا نتو ـــ  لتقـــ   لمعـــ  
 تركيلأ الرواسم  

 12مثال 
^ ليكن ` ^ ` ^ `JED ,,,,,,,,,    SuzyxYcbaX 
YXfوكان الراسم  o: معر  علت الن و التالي 

 zcfybfxaf    )(,)(,)(  

SYgوكان الراسم  o: الن و التالي معر  علت 
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 DJED     )(,)(,)(,)( ugzgygxg  

SXgof فلن o: 
)()())(()(   D بحيد كان xgafgagof 

E   )())(()()( ygbfgbgof  
J   )())(()()( zgcfgcgof  

أحـا ي  gof  لـ ل  فـلن  تلفتـان  gofأي عن ـرين  تلفتـ  لاـت  ثـ   تيوحيد أن  وا 
تنــا ري مــد العلــم  gofفــو ا   وبالتــالي فــلن  gof  أي أن  Sي ــاوي  gof  كمــا أن مــ ى 

 لي  أحا ياً   gتنا ري   لما إن  gو   f    يرن

 13مثال 
ZYX ليكن    

ZZf وكان o: , ZZg o: 
Xxxxgxxf معرفان علت الن و التالي ��� � 2)(,)( 

Xxفلن  لأي عن ر   فلن �
 zxxgxfgxgof �� �  )())(()()( , 
 )2()2())(()()( �� �  xxfxgfxfog  

xxx د أنوحي ���z�� )2(2 
goffog فلن  ينت  أن z 

 14.1نظرية 
YXhXVgVUf ليكن ooo :,:,: 

 أي ثاثة اواسم   فلن
(a) ofhoggofho )()(   
(b)  إلا كان كا منf   g  أحا ي فلنgof ون أحا ي أي اً  يك 
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(c)  إلا كان كا منf   g  فو ا فلنgof   ًيكون فو ا أي ا 
(d)  إلا كانUUiVVj oo ffoiااسان ةاي ان فلن  :,: fjofك ل        

 البرهان
Uuنفرض أن   � 

(a) من التعري     أن 
> @ > @ > @))(()()()()( ufghugofhugofho    

 ك ل     أن
> @ > @))(())(()()()( ufghufhoguofhog    

< أي أن @ > @ Uuuofhogugofho �� )()()()( 
? ofhoggofho )()(   

(b)  نفرض أنUuu  فيكون ,�21
))(())(()()()()( 2121 ufgufgugofugof  �  

   )()( 21 ufuf  �  
   21 uu  �  

 أحا ي   gofوبالتالي ينت  أن  ااسم أحا ي   fلأن 
(c)  لكـــا نثبـــت أنgof  ًـــ  يكفـــا أن نثبـــت أن كـــا عن ـــر مـــن  فو يـــا يمثـــا  ـــوالمج  Xفلن

   gofلات  ث  الراسم  Uلعن ر من 
Xxاعتبر أن  � 

Vvفو ا فلن   gوحيد أن  xvgيكون  ��  )(   
VUfوارن حيد أن  o:   فو ا   فلنUu rufيكون  ��  )(   

xvgufgugof علي  فلن    )())(()()( 
 يكون فو ياً   gofأي أن 
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(d)  عن ر  لأيوارنUu � 
   فلن Uااسم ةاي  في  iما أن 

ffoiufufoiufuifuui  � � � )()()()())(()(  

Uuر لأي عن  �   
Vufjحيد أن     فلن Vااسم ةاي  في  ,)(�

)())(( ufufj   

)()()( وبالتالي فلن ufujof   
? fjof   

 � وبالتالي نح ا علت الم لوذ   
gfكــا مـــن  ــالمقة   إلا كـــان  في النظريــة ال رت  قـــ  ومـــن لــا  الفتقالمــا أحــا ي  ,

)(,)( cb  فلنgof  ًنح ا علت  وبالتالي فلننا يمكن أن تقالما يكون أي ا 

 1-15نتيجة
XVgVUf إلا كـــان كـــا مـــن oo XUgofفـــلن تقـــالماً أحـــا ياً    :,: o: 

 �  تقالماً أحا ياً يكون أي اً 
 1-16تعريف 

نف ـها  Xإلى  X أحـا ي وفـو ا مـن أي دموعة   فللا كـان هنـا  ااسـم Xلتكن 
   Xللمجموعةأو تب يا منفر  لاويا غ  فلن  ي مت 

   وارن ل ينا ارتي : Xلمجموعة عيد تبا يا المجموعة  xS)(سو  يرمز 

 1-17نظرية 
,,)(دموعة غ  لالية و  Xإلا كانت   xShgf  فلن : �

(a) )(xSgf �$ 
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(b) )()( hgfhgf $$$$   
(c)  إلا كانXxi o:  الراسم المحاي  علتX  فلن  ifffi $$    
(d)   يوج)(xSf �c  بحيدiffff  c $$ 

 البرهان
(a)  مــا أنf  وg ان أي ــاً   ف  ــلأ الجــز   تبــ يان أحــا يان   وهمــا فو يــ(b)  و(c) 

ـــــــة  ـــــــت أن  1-14مـــــــن نظري fgنح ـــــــا عل ـــــــو ا   عليـــــــ   $ ـــــــ  ف أحـــــــا ي   كمـــــــا أن
)(xSfg �$   

(b)  ينت  من جزء(a)  1-14نظرية   
(c)  ينت  من جزء(d)  1-14نظرية   
(d)   عـرXxf oc Xxكــارتي : اعتــبر   : Xxf  مـا أن  � o:   فــو ا فيوجــ

Xy xyfبحيد  �  وحي    yأحا ي فلن  fولأن  )( 
yxfعــــــــــــر    c Xyx  أي أن لأي  )( yxfنعــــــــــــر   ,�  c إلا وفقــــــــــــ  إلا كــــــــــــان  )(

)(yfx     
ـــــــــبر   Xxxاعت )(11  وافـــــــــرض أن  ,�21 yxf  c   22 )( yxf  c  ـــــــــ  فـــــــــلن   علي

11)( xyf 22و    )( xyf   
 21212121 )()()()( xxyfyfyyxfxf  � � �c c  

fلـــ ل  فـــلن  c  تبـــ يا أحـــا ي   مـــا أن لعن ـــرXx yxfإلا كـــان  � فلنـــ  وح ـــلأ  )( 
xyfتعريـــ    c fxنح ـــا علـــت أن  )( c�  range  وهكـــ ا فـــلن  fX c�  range  وبالتـــالي

fX c  range  ًإلا  f c  ــــــــــــــــــت xSf)(أي  Xتبــــــــــــــــــ يا عل �c  ارن لأي  Xyx �,   
yxf xyfإلا وفق  إلا كان  )(   c  ه ا يع ا )(

 )()())(()()( xixyfxffxff   c c c $  
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)()())(()()( و yiyxfyffyff    c c$ 
iffffإلاً   c c  �وه ا يثبت النظرية    $$

 1-18نظرية 
yxfليكن  o:  ااسـاً لأي دموعـة جز يـةA  مـنx  المجموعـة^ `Aaaf �|)( 

   Af)(ويرمز بالرمز  fلات  A  ت مت  والمج  yوها دموعة جز ية في 
^المجموعـة  yمن  Bلأي دموعة جز ية  `BxfXx �� وهـا دموعـة جز يـة  |)(

1)(ويرمز لها  Bت مت ال والمج العك ية للمجموعة  xمن  Bf �   
 وارن ن كر النتيجة ارتية لم ون إثبات ويتر  لل  للقراء  

 1-19نظرية 
yxfاعتــــــــبر الراســــــــم  ,21  لأي دموعــــــــات جز يــــــــة  :  AA  مــــــــنx  21و, BB  

  yمن 
(a) II  �(f 
(b) 21 AA )()(ي  ي إلى أن  � 21 AfAf � 

(c) )()()( 2121 AfAfAAf ��� 
(d) )()()( 2121 AfAfAAf ��� 
(e) Xyf  � )(1 
(f) )()()( 2

1
1

1
21

1 BfBfBBf ��� � � 
(g) )()()( 2

1
1

1
21

1 BfBfBBf ��� � � 
(h) )()( 2

1
1

1
21 BfBfBB �� ���   � 
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 14ل مثا
^لـــــــــــــــيكن  ` ^ 3̀,2,1,,   xy ED   عـــــــــــــــرyxf o:  بحيـــــــــــــــدD )1(f   

D )2(f   E )3(f   
1̀1^اعتـــــــــــبر   A   ^ `22  A  فـــــــــــلن^ ` ^ ` )()1()( 21 AffAf    D   عليـــــــــــ  

^ `D � )()( 21 AfAf  مـــــــــــــــــــــــــن ناحيـــــــــــــــــــــــــة ألـــــــــــــــــــــــــرىI � 21 AA  يـــــــــــــــــــــــــ  ي إلى أن
II   � )()()( 21 fAfAf  علي  فلن  )()()( 2121 AfAfAAf �z�   

^لـــيكن  `D 1B   ^ `ByB ,2 D    1()2(  مـــا أن( ff   D  نح ـــا علـــت
^أن  `2,1)( 1

1  � Bf  مـــن ناحيـــة ألـــرى^ 3̀,2,1)( 2
1  � Bf   عليـــ)()( 2

1
1

1 BfBf �� � 
)()(ولكن  2

1
1

1 BfBf �� z   

 19-1 (a)نظرية 
yxfلـــتكن  o:  الـــة أحا يـــة وفو يـــة   عن  ـــ  توجـــ   الـــة yyg o:  بحيـــد

Yyلأي  �   Yxxyg yxfحيثما كان  )(, �  )(   

 البرهان
Yy الـــــــة فو يـــــــة   لأي  fمـــــــا أن   Xxويوجـــــــ   � xfy)(بحيـــــــد  � هـــــــ ا   

Xxxgح لأ التعري  يـ  ي إلى أن    ولكـا  Yإلى  Xمـن  عا ـة g  لـ ا فـلن  )( �
21  بحيــد  Yعن ــران في  2yو  1y الــة افــرض أن  gنــبرهن أن  yy     11)( xyg و   

22 )( xyg Xxxلبع     �21,   
)()(يع ـــــــــــا أن  gمـــــــــــرلمج ثانيـــــــــــة تعريـــــــــــ   2211 xfyyxf   f  مـــــــــــا أن     

21أحا ية   نح ا مباشرلمج أن  xx  �   Xإلى  Y الة من  g  إلا   
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 19-1 (b)تعريف 
YXfإلا كانت  o:    الة أحا ية وفو ية   فيقا  عنها أ ا الة  الملة للعك  

 ملاحظة
YYgتوجــــ   الــــة  19-1 (a)مــــن نظريــــة   o:  معرفــــة ح ــــلأxyg طالمــــا  )( 

yxf Xxحيـــد  )(  �   Yy ـــة  � ـــة  fت ـــمت معكـــوظ  g  ال ال   في النظريـــة التالي
 نب  أن معكوظ  الة  الملة للعك  وحي  إضافة إلى لل  فهو أحا ي وفو ا  

 19-1 (c)نظرية 
YXfللعك  لأي  الة  الملة   o:    فلن المعكوظ وحي 

 البرهان
YXfمعكوســـان لل الـــة  hو  gافـــرض   o:  مـــن التعريـــ  لأي  Yy فـــلن  �

xyg Xxحيـــــد  )(  yxfكـــــان وطالمـــــا   � )(1و  )(  xyh Xxحيـــــد    طالمـــــا   �1
yxfكان   )( )()(علي   1 1xfxf     

ــــــد أن  ــــــت أن  fوحي ــــــة نح ــــــا عل ــــــة أحا ي 1xx ال )()(إلاً    yhyg ــــــالي    بالت
hg     � 

 اصطلاح
   1�f الة  الملة للعك  فلن معكوسها يرمز بالرمز  fإلا كان  

 النظرية التالية ت نا لمتعري  مكافئ لتعري   الة  الملة للعك   

 19-1 (d)نظرية 
YXfال الــة  o:  للعكــ  إلا وفقــ  إلا توجــ   الــة  الملــةYXg o:  بحيــد

xifg  �   yigf    Yالمحاي  علت  yiو  Xالمحاي  علت  xiحيد  $ 
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 البرهان
YXfافــــــــرض  o:   ــــــــ ــــــــ  معكــــــــوظ   ح ــــــــلأ تعري توجــــــــ   (b, 19-1)ل

XYg o:  بحيدxyg yxfوطالما كان  )(  Xxحيد  )(  �   Yy �   

Xxارن لأي  � > @ xygxfgxfg     )()()( 
Yyلأي و  � > @ yxfygfygf    )()()($ 

xifgإلاً  yigfو  $   $   
XYgبالعك  افرض  o:  الة بحيد xifg yigfو  $   $   

Yxxليكن  )()(بحيد  ,�21 21 xfxf  فلن  

 > @ > @ )()()()()()( 2121 xfgxfgxfgxfg $$     
 2121 )()( xxxixi xx  � �  

  الة أحا ية   fأي أن 
Yyوألــــــــــ اً إلا كــــــــــان  yiy)(  فــــــــــلن  � y   يع ــــــــــا> @ > @)()( ygfygfy لأن  $  

Xyg  �   19-1 (b)لها معكوظ من تعري   f الة فو ية   بالتالي فلن  fفلن  )(�
أحيـــــاناً مـــــ ى ال الـــــة يعتـــــبر أكثـــــر أهميـــــة مـــــن ال الـــــة نف ـــــها   في تلـــــ  ا الـــــة نغـــــ  

 الم  ل ات ون ت  م م  ل اً ج ي اً وهو م  لل العا لة   وال ي يعر  كارتي  

 1-20تعريف 
XIfدموعت    عن    ال الـة  Xو  Iلتكن   o:  ت ـمت عا لـة وكـا ع ـو في

I  ي ــــمت  ليــــا   المجموعــــةI  ت ــــمت دموعــــة الــــ ليا ومــــ ىf  ت ــــمت دموعــــة مفهرســــة
 (  Iة لمواس ة )مفهرس

Iiifلكا     fمن العا لة  i)(ي ل  علي  ا ا ا م  )(,�
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XIfإلا كانت :  o:  عا لة فلنـ  لكـاIi فلنـ  مـن المتفـ  عليـ  يرن نسـ  إلى  �
)(if  عـن طريــ  الرمـزif  كــ ل  فلننـا نقــو  أن  ^ ` Iiif دموعــة  fعا لـة   إلا كــان مـ ى  �

^عا لــة مــن المجموعــات   ومــن ثم فعنــ ما نقــو  أن  fمــن المجموعــات فلننــا نقــو  أن  ` $�DDS 
مــن  f  هــ ا يعــ  أن هنــا   الــة  Aعا لــة مــن المجموعــات الجز يــة أو المفهرســة مــن المجموعــة 

A  إلى المجموعـــــــــــــــةX  ـــــــــــــــد DDمـــــــــــــــن المجموعـــــــــــــــات بحي Sf   Aضـــــــــــــــمن  Dلكـــــــــــــــا  )( 
 أو تنتما إليها  

 21.1تعريف 
^لتكن  ` AaaS DDعا لة من المجموعات فلن الاا  ه ه العا لة يكـون المجموعـة  � SU $� 

 دموعــــــــة واحـــــــــ لمج  الــــــــا تنتمـــــــــا علــــــــت الأ ـــــــــا إلى xوالمكونــــــــة مــــــــن كـــــــــا تلــــــــ  العنا ـــــــــر 
DS  أما التقـاطد لهـ ه المجموعـة فهـا المجموعـة  DD S$��  والـا تتكـون مـن كـا تلـ  العنا ـر
x  المستركة لم  عيد المجموعاتDS   

 15مثال 
 لتكن

^ ` ^ ` ^ ` ^ `GEDJDJEDED ,,,,,,,,, 4321     AAAA , 
^ ` ^ `GJED ,,,,4,3,2,1   XI  

)(: XPIf o : الة معرفة علت الن و  
 4321 )4(,)3(,)2(,)1( AfAfAfAf      

  ويمكننـــا أن  Iهـــا عا لـــة المجموعـــات المفهرســـة لمواســـ ة  fفي هـــ ه ا الـــة يمكننـــا القـــو  أن 
^نكتلأ  ` IiiAf �    

 العا لة هو : الاا  ه ه
^ ` 4321,,, AAAA ��� GJED  

^ويكـــــون التقـــــاطد لهـــــ ه العا لـــــة هـــــو  `D  ومـــــرلمج ألـــــرى فلننـــــا نلفـــــت ا نتبـــــاه إلى العا ـــــات   
 العامة  
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 22.1تعريف 
 ، فإن Xعلاقة معرفة في المجموعة  Rلتكن 

(a) R  إذا كان :  عاكسةتسمىRxx Xx لكل عنصر ),(� � . 
(b) R تســـــــــــــــــــــمى متما  ــــــــــــــــــــــة إذا كـــــــــــــــــــــان لكــــــــــــــــــــــل Xyx �,  ،Ryx  فــــــــــــــــــــــإن  ),(�

Rxy �),( . 
(c) R  إذا كــــــان :  متعديــــــةتســــــمىRzyRyx �� Rzx يــــــ أن إ   ن ),(,),( �),( 

Xzyxلكل  �,, . 
(d) R كــــــــــــــــــــــــــــل : تســــــــــــــــــــــــــــمى  تنا ريــــــــــــــــــــــــــــة إذا كــــــــــــــــــــــــــــان لXyx �,  ،Ryx �),(  

Rxyو  yx ي أن إ   ن ),(�   . 
 23.1تعريف 

 ومتعديــــةإذا كانــــع منعكســــة  تكــــاف تســــمى علاقــــة  Xفي المجموعــــة  R ن علاقــــة 
 ومتما  ة .

 24.1ف تعري
منعكســــــــة  Rتســــــــمى ترتإــــــــ     ــــــــ  إذا كانــــــــع  Xفي المجموعــــــــة  R ن علاقــــــــة  
 . ومتعديةو تنا رية 

 ملاحظة
 . d بالعلاقةأا ماً يشار إلإه الترتإ  الج     
baوإذا كان  d  ولكنba z   في هذه الحالة فإننا نكتba � . 

 16مثال 
 . Sه  علاقة تكاف  في  Sفي المجموعة العلاقة ا عتإاأية لتساون عنصرين 
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 17مثال 
لخطــوفي في اتســتوك الكــارتإ ن . إن علاقــة التــوافين اتعرفــة في مجموعــة كــل ا Xلــتكن  
Xcbaه  علاقة تكاف  وذلك لأنه إذا كان :  Xالمجموعة   لا ة مستقإمات مـن هـذه  ,,�

 المجموعة فإن :
aaيوافين نفسه :  aاتستقإم  -1  فالعلاقة عاكسة . //
baإذا كان  -2 abفإن  //   ن  ن العلاقة متما  ة . //
baإذا كان  -3 //  ،cb caفإن  //  علاقة متعدية ،  ن  ن : //

cacbba ////,// �  

 18مثال 
 عدأ صحإح مو   وثابع . nلإكن  

ba( mod n، فإننــا نعــر  ) ,baلأن عــدأين صــحإح    n، إذا كــان وفقــا إذا كــان  }
baتقسم ناتج الطرح  � . 

cbaحة إن ذلك يفإد مباشرة بأنه لأن  لا ة  عداأ صحإ  فإن : ,,
(i) aa {    (mod n) 
(ii) ba {     (mod n)   ab {�    (mod n) 
(iii) ba {     (mod n),   cb {         (mod n)   ca {�    (mod n) 

علاقـــة تكـــاف  ، وهـــذه  Zع ـــى مجموعـــة الأعـــداأ الصـــحإحة اتو بـــة  }ومـــن إ فـــإن العلاقـــة 
 . n  و معإار nبعلاقة التطابق مقإاس العلاقة معروفة 

 19مثال 
Nbaلأن عـــدأين :   baموعـــة الأعـــداأ الطبإعإـــة نعـــر  مج Nحإـــ   ,� d   إذا

 . bيقسم  aكان وفقا إذا كان 
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cbaإذن فإنه لأن  لا ة  عداأ طبإعإة  ,, : 
(i)  حإــ   نaa ع إــه  aيقســم  aيقســم نفســه  ن  a ن فــإن ذلــك يــ أن إ    1.

aaفإن  d . 
(ii) ba d  ،ab d   نفـــــإن ذلـــــك يـــــ أن إ  a  يقســـــمb  وكـــــذلك ،b  يقســـــمa 

baوهذا يعني  ن    . 
(iii) ba d  ،cb d  ن يـــ أن إ  فـــإن ذلـــك a  يقســـمb   كـــذلك فـــإنb  يقســـمc 

ca ن  ن  cيقسم  aوهذا بطبإعة الحال ي أن إ  كون  d . 
في مجموعــــة الأعــــداأ ومتعديــــة اتعرفــــة اــــابقاً هــــ  عاكســــة و تنا ريــــة  d)(ع إــــه فــــإن العلامــــة 

 . Nتمثل ترتإ       في  d)(لتالي فإن وبا Nالطبإعإة 
   3كمـا  ن   3  تقسـم  2فإنـه يلاحـأ  ن  Nالترتإ  الج    اتعر  ع ـى  d)(وااتناأاً إ  

32، وحس  التعريف فإن  2تقسم  d� ، 23 d� . 

 25.1تعريف 
a  ،Xa، لأن عنصـر  Xالإـة الخعلاقة تكاف  ع ى المجموعـة يرـ   ~لتكن   ن  �

 هو المجموعة : ~ل علاقة بالنسبة  aفصل التكاف  ل عنصر 
^ `baXba ~:~/ �  

ــــا  لــــب  في  ــــة التكــــاف  حإــــ    يكــــون هن اــــو  نشــــ  إ  فصــــل  Xفي المجموعــــة  ~علاق
 . aCl)(بالرم   a/~التكاف  

 26.1نظرية 
 . Xعلاقة تكاف  ع ى المجموعة  ~لتكن  

Xbaلأن  �, 
(i) )(aCla � . 
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(ii) مــا : إI � )()( bClaCl  و )()( bClaCl . وهـــذا يعـــني  ن  ن فصـــ   تكـــاف    
 متساوي  . و يكونا إما  ن يكونا منفص    Rل علاقة 

(iii) X   تمثل اتحاأ فصول التكاف)(aCl . 

 البرهان
(i)  : مـــن التعريـــف^ `baXbaCl ~:)( aa، حإـــ   ن   � مـــن ا نعكـــاس ،  ~

aCla)(فإننا نحصل ع ى :  � . 
(ii)  : حإ   نIz� )()( bClaCl  فإنه يو د ع ى الأقل عنصر ،x :  بحإ 

)()( bClaClx ��  
xbxa ~,~�  

bxxa ~,~�  )من التما ل(  
ba ~� (التعدن)من        (1) 

bCly)(لتكن  ybوبالتالي فإن  �  فنحصل ع ى ~ تعدن (1)، نستخدم  ~
ya ~  

aCly)(وهذا يعني  ن  � 
? )()( aClbCl �  

)()( فإننا نحصل ع ى ,baوباتثل بتغإ  أور  bClaCl � 
? )()( bClaCl   

(iii) : نفرض  ن )(aClUY Xa�  
XY من الواضح  ن : � 

Xaبحإ   aحإ   ن لكل عنصر   �  ،aCla  فإن �)
 Ya ��  

YX وبالتالي فإن � 
? YX   

 � وهذا يبرهن النظرية . 
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إ  فصـــــول  Xتح ـــــل  Xالســـــابقة ر ينـــــا  ن علاقـــــة التكـــــاف  في مجموعـــــة  في النظريـــــة
لمجموعـات  F)(، فـإن  ن مجموعـة  X، وبصورة عامة  ن مجموعة معطـاة  منفص ةتكاف  ير  

كـــل فيون مـــن تقـــاط   في حالـــة كـــون  Xتســـمى ئ ي ـــاً ل م موعـــة  Xخالإـــة مـــن يرـــ     إـــة 
تمثـل اتحـاأ عإـ  عناصـر  Xوكانـع منفص ت (  ن يمثل مجموعت  ) Iاتخت فة =  Fعناصر 

F . 
^ وع ى ذلك فإنه لو  خذنا : `XaaClF � |)( 
 . Xئ ئ  Fفي النظرية السابقة ، فإننا نرك  ن 

 لها . والآن نبرهن العك  .ئ ي اً تحدأ  Xومن هنا فإن كل علاقة تكاف  في المجموعة 

 27.1نظرية 
ــــتكن  ^ ل ` $� DDSF  ئ ي ــــاً ل م موعــــةX  ــــه تو ــــد علاقــــة تكــــاف  في ،  X، فإن
 مجموعة كل فصول التكاف  تحع ت ك العلاقة . Fتكون بحإ  

 البرهان
Xbaبحإـــ  كـــان  ,ba ن عنصـــرين   baفـــإن  ,� إذا كـــان وفقـــا إذا كـــان في  ~

cbaوبالتالي فإنه لكل  لا ة عناصر  DSنف  المجموعة   نجد  ن Xفي  ,,
(i)    :مــن التعريــفالانعكااا DUSX DSaحإــ   A�D، يو ــد    لهــذا ومــن  �

aaالتعريف فإن  ~ . 
(ii)   التماثل $��� Dba  يكونبحإ   ~

abSabSba a ~,, ���� D  

(iii)  التعدي  $��� ED,~,~ abba 
EScbبحإــــــــــــ  كــــــــــــان :  DSbaو  ,� ED في حالــــــــــــة ,� z . التعريــــــــــــف  مــــــــــــن 

IED فإن  � SS   
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ED خركومن ناحإة   SSb �� 
ED وبالتالي فإن   

caSca وبناء ع ى ذلك ~,, D� 
 . Xعلاقة تكاف  في  ه  ~?

DDو  DS ن مجموعة نعتبر  S� الآن . ^ `baXbaCl ~|)( �  
baحإــ   ن  ، فــإذا كــان  Fكلاهمــا في نفــ  العنصــر مــن   ,baإذا كــان وفقــا إذا كــان  ~

DSa DSb نجــــد  ن � ــــالي فــــإن  � DSaClوبالت ــــإن كــــل  )(  ــــالي ف ــــل فصــــل  DS و بالت يمث
 تكاف  .
ESbXbحإــــ   bحإــــ   نــــه لأن عنصــــر  وبالعكــــ   ��  E $�Eلــــبع   ,

ESbClتــالي نجــد وبال .  ~هــ  مجموعــة كــل فصــول التكــاف  تحــع  F، وع ــى ذلــك فــإن  )( 
 وهكذا يكمل البرهان .

 a-27.1تعريف 
YXيقـــــال ل م مـــــوعت     بـــــ   و ـــــوأ تقابـــــل  حـــــاأن نهمـــــا متكاف تـــــان إذا تحقـــــق  ,

YX , . 

 حظةملا
YXإذا كانع   YXمتكاف تان فإننا نكتبهما  , ~ . 

 a-19مثال 
""تكافئ المجموعة  Zالمجموعة  E أ ال و إة الصحإحة ، حإ  الدالةمجموعة الأعدا

 EZf o: 
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Zxxxf اتعر  ع ى النحو � ,2)( 
 .تقابل  حاأن ه  

 b-27.1تعريف 
 نهــا يرــ  منتهإــة إذا كانــع تكــافئ مجموعــة    إــة منهــا ، ويقــال  X م موعــة ليقــال  

^منتهإــــة إذا كانــــع خالإــــة  و تكــــافئ المجموعــــة  X ن  `n,...,2,1   حإــــn  ، عــــدأ صــــحإح
0!n . 

 b.19مثال 
EZf منهــا وفع إــة مجموعــة    إــة  Eيرــ  منتهإــة لكــون  Zالمجموعــة  o:  اتعرفــة

xxf ع ى النحو 2)(   
Zxلكل   .تقابل  حاأن ه  ، و  �

^المجموعة  `dcba  مجموعة منتهإة حإ  الراام : ,,,
 ^ ` ^ `4,3,2,1,,,: odcbag  

)(2,)(1,)(3,)(4 معر  ع ى النحو التالي     dgegbgag 
  حاأن .تقابل وهو يمثل 

 c-27.1تعريف 
،  Nذا كانــــع تكــــافئ إ (denumerable)قاب ــــة ل ترقــــإم  نهــــا  Xيقــــال ل م موعــــة 
 )مجموعة الأعداأ الطبإعإة( .

 d-27.1تعريف 
. ع إـه كـل  Nقاب ة ل عد إذا كانـع تكـافئ مجموعـة    إـة مـن  Xيقال  ن المجموعة 

ل عــد لــإ  بالةــرورة  ن تكــون  مجموعــة قاب ــة ل ترقــإم هــ  قاب ــة ل عــد في حــ  المجموعــة القاب ــة
 قاب ة ل ترقإم .
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 e-27.1تعريف 
YXfإذا كانــــــــــع :   o:  أالــــــــــة وكانــــــــــعT  مجموعــــــــــة    إــــــــــة مــــــــــنX  فــــــــــإن ، 
YTgالدالة :  o:  قإد مقصور  و تسمىf   إT إذا كان 

 Tt � )()( لكل   tftg   

 . Tfونش  لذلك بالرم  
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 محلولة تمارين
 

 1تمرين 
 التقــــابلاتعنصــــراً ، وضــــح  ن عــــدأ  nمجموعتــــان كــــل منهمــــا تحــــون  ,BAلــــتكن 

 . n!هو  Bإ   Aمن الأحاأية 

 الحل
 . nنطبق ا اتنتان الرياض  في  
^ ، n 1في حالة  ` ^ `11 , aAbB    

BAfواحــــد : تقابــــل فإنــــه يو ــــد  o:  11يعــــر  ع ــــى  اــــاس)( baf  n!1. افــــرض   
 عنصراً . 1�nولتكن النظرية صحإحة لكل المجموعات التي تحون 

^ لتكن ` ^ `nn aaaAbbbB ,...,,,,...,, 2121    
 . Bإ   Aمن تقابل  حاأن  fكن إول

)(11نفــرض  ن :  baf i  ،niلــبع     dd1  وتــا كانــع ،f  مــن تقابــل  حــاأنA   إ
B  ،yf  ًن المجموعـة الج  إـة مـتقابـل  حـاأن  يةا^ `1aAY ^إ    � `1bB وبالتـالي فـإن  �

ـــة عـــدأ  التقـــابلات يســـاون عـــدأ  ibإ   1aوالـــذن  خـــذ  Bإ   Aمـــن التقـــابلات الأحاأي
^ منالأحاأية  `1aA ^إ   � `ibB  ، ومن فرضإة ا اتنتان الرياض  . �

)1(!ســاوياً م ibإ   1aوالــتي ذخــذ  Bإ   Aمــن التقــابلات الأحاأيــة يكــون عــدأ  ? �n 
niيمكــن  ن يــرتبا بأن مــن  n  ،1aإ   1ذخــذ مــن  iعنـدما  bbbb ,...,,...,, ا رتباطــات  21
)1(!!ن يكو  Bإ   Aالثنا   من الثنا إة  nnn  وهو اتط وب إ باته . � 
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 2تمرين 
هــ   يةــاً مجموعــة يرــ   Xمجموعــة يرــ  منتهإــة ، فــإن كــل مجموعــة تحــون  iXلــتكن 

 منتهإة .

 الحل
،  Xمـــن  Yفع إـــة منتهإـــة ، فإنـــه يو ـــد مجموعـــة    إـــة يرـــ  مجموعـــة  Xحإـــ   ن 
XYf ويو د تنا ر  حاأن o: 

 . Xمجموعة تحون  Tلتكن 
:)(معــــــــــــــــر   ــــــــــــــــا  XTYTg ��o  ع ــــــــــــــــى النحــــــــــــــــو)()( tftg Xtعنــــــــــــــــدما    �  

ttgو  XTtعندما  )(    حاأية ، كذلك فوقإة . gمن الواضح  ن .  ��
Xy، فإنــه يو ــد عنصــر  Xمــن فع إــة مجموعــة    إــة  Yوحإــ   ن  يرــ   yولكنــه  ن  �
Yy،  ن  ن  Yمو د في  � . 

Tyالآن  XTy، لكــــــــــــــــــن  � )(، إذن  �� XTY  فع إــــــــــــــــــة مجموعــــــــــــــــــة    إــــــــــــــــــة  ��
 . Tمن 

 مجموعة ير  منتهإة . Tونتإ ة لذلك فإن 

 3تمرين 
BAfوكانـــع  Aمجموعـــة    إـــة مـــن  Bإذا كـــان  o:  يو ـــد أالـــة  حاأيـــة ، فإنـــه

 . ,AB حاأن ب  تقابل 

 الحل
BAإذا كانع    الأحاأن اتط وب .التقابل هو  Aiفإن   
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BAوالآن لتكن  z   فإننا نعرAif  ولأن عدأ صحإح 0 

1,)(1 t � kfff kk  
^بوض   `)(;,0,| xfaBAxnZnAaC n ���t���  

Ayوالآن لأن  )()( نعر  � yfyg Cyان إذا ك   � . 
CBAمن الواضح  ن :  �� . 

BAفي  xكــذلك عنصــر واحــد   n يرــ  اــال يو ــد فقــا عــدأ صــحإح  Cفي  zلكــل  � 
xfz)( يكونبحإ   n  

ــــــــتكن  Cft)(ل ــــــــإن  � ــــــــالي ف Cft)(وبالت ــــــــبع  العناصــــــــر  � Ccل ــــــــالي  يةــــــــاً  � ، وبالت
)(xfc k  0 لبع  الأعداأ الصحإحة, t�� kBAx 

Ctxftإذن :  k �� � CCfع إه فإن  1)( �)( . 
Auوالآن لكـــــــــــــــــــــــــــــل  Buإمــــــــــــــــــــــــــــــا  ن  � BAu و  � BAuفي حالــــــــــــــــــــــــــــــة  �� ��  

BufugCuو  � � )()(, . 
Buفي حالـــة  Cuفإنــــه إمــــا  � Cu و  � g Bugوفي كـــلا الحــــالت  وبتعريــــف  � �)(  ،

  حداية . gومن التفس   و البناء فإن 
Bbمرة  خرك لتكن :  � . 

Cbbgbفي حالة  � ,)( . 
Cbوفي حالـــة  BAx ، لــــبع  � ��  ،)(xfb s   ،s   يمكـــن  ن تكــــون صــــفر وإ  

BAxbفــــــــــــــــــــــــــــــــــــــإن  ،  1tsإذاً  ، وهــــــــــــــــــــــــــــــــــــــذا يرــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  منطقــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  .  ��
> @ > @)()( 11 xfgxffb ss ��   حاأن .بل  و تقاتنا ر  ه  gوبالتالي فإن    
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 4تمرين 
 برنشت ( : –)نظرية شروأر  
XA بحإـ  كانـع  مجموعت ,BAلتكن  BXYBلـبع   ~ AYلـبع   ~,� فـإن  �

BA ~ . 

 الحل
XAfنفرض  ن  o:  و تناضر  حاأن ،YBg o: . تنا ر  حاأن 

YAgfالآن  o:  لأنأالة  حاأية BX AYبمـا  ن  � YAgfو  � o:  ومـن  حاأيـة
YAhفقــد حصــ نا ع ــى تنــا ر  حــاأن :  (3)التمــرين  o: ن ، وبالتــالي فــإBAhg o� :1 

BAأالة  حاأية وفوقإة ، إذن :  ~ . 

 5تمرين 
x  ،10مجموعة الأعداأ الطبإعإة  �� x . ير  محدوأة 

 
 الحل

^ نفرض  ن 1̀0: �� xxX 
NXع إه فإن مجموعة قاب ة ل ترقإم ،  XN، وبالتالي فإن  ~ ~ . 

XNfلتكن  o: . تنا ر  حاأن 
0... لتكن : 131211 CCCf   

...0 232221 CCCf   

...0 333231 CCCf   

)(3210 وبصفة عامة فإن : kkk CCCkf   



 
 
 

 ل الأولـــالفص

 

50 

)(ل رقم  iيش  إ  العلامة العشرية في  JiC، حإ   1tkلأن  jf . 
0,,..., العدأ الحقإق لنعتبر  321 ddd 

iiiiيكون  i 3,2,1,... والتي لكل Cdd zz gdiو  0, z 
 يكونبحإ   1tnفإنه يو د عدأ صحإح  فوقإة . fحإ   ن 

 ....0)(....0 321321 nnn CCCnfddd    

عـــبرنا بكســـرين عشـــري  عـــن عـــدأ واحـــد فإنهمـــا  بـــد  ن يكـــونا ومـــن ناحإـــة  خـــرك فإنـــه إذا 
لآخـر قـد تكـرر في  حـد الكسـرين ابتـداء مـن منــ لة معإنـة وفي ا 0متطابق  ، إ  إذا كان الـرقم 

 يكون مكرراً كذلك من منـ لة معإنة . فمثلاً  9الرقم 
 ...11999.0...120000.0   

gdiو  0zidهذه الحالـة مسـتثناة مـن الفـرض الـذن يقـول  ن وبما  ن  z  ومـ  ذلـك فـإن ،
ـــــــدينا  niiل Cd ـــــــى و ـــــــه الخصـــــــو  ، وع i 2,1,...لكـــــــل     nnn Cd  وهـــــــذا ينـــــــاق   

iii Cd z . 
 . قاب ة ل ترقإمير   X  تكون فوقإة ، ونتإ ة لذلك فإن  fومن إ فإن  

 6تمرين 
XR ^ حإ  ~ 1̀0: �� xxX 

 الحل
RXf:  عر   o: : ع ى النحو التالي 

 
|12|1

12
)(

��
�

 
x

xxf  

|12|12حإ   � � xx  عندما
2
1

tx 

xxو  21|12| عندما  � �
2
1

dx 
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 في الحالة الأو  ، عندما :
1|12|22)1(0,)10)لأن  ��!� � �� xxxx 

1|12|02 إةنفي الحالة الثا ! �� xx 
 في الحالت  اتقام مو   .

)()( لتكن yfxf   

 فإكون
|12|1

12
|12|1

12
��

�
 

��
�

y
y

x
x 

12 ن والذن يعط   �x  ،12 �y ن معاً .مو بان  و االبا 
 لتكن

2
1

, tyx 

 
y

y
x

xyfxf
22

12
22

12
)()(

�
�

 
�
�

�  

   )1()12()1()12( xyyx �� ���  
   yx  �  

 في حالة
2
1

, dyx 

 
y

y
x

xyfxf
2

12
2

12
)()(

�
 

�
�  

   yx  �  

  حاأية . fوبالتالي فإن 
 فوقإة فإننا نتاب  ذلك كما ي   : fلك  تثبع  ن 

Ry لتكن :  . 0dy، فإذا كانع  �
 فإن

2
1

)1(2
1

d
� y

 

y و
y

f  »
¼

º
«
¬

ª
� )1(2
1 

 . 0tyعلاوة ع ى ذلك فإذا كانع : 
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 فإن
2
1

)1(2
12

t
�
�
y

y 

y و
y

y
y

y
y
y

y

y
yf  

�

� 

�
�

�

�
�
�

 »
¼

º
«
¬

ª
�
�

1
1

1

1
122

1
1

12

)1(2
12 

RX ن إ فإنوم ~ 
XR وبالتالي ~ 

 7تمرين 
 . ير  قاب ة ل عد Rالمجموعة  

 الحل
 . Nمن  Yلمجموعة    إة مكاف ة تكون  Rقاب ة ل عد ، فإن  Rإذا كانع  

NYكانع   إذا NX،  (6)فمن تمرين     . (5)التمرين نتإ ة وهذا يتعارض م   ~
NYلتكن  RNNلأن ومن إ  � برنشـ ( فسـو   –، وتوافقـاً مـ  نظريـة )شـروأر  ~�

NR ن نحصل ع ى   . 5 ,6ن مرة  خرك معارضة ل تمرين  والتي تكو  ~
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 تمارين
 

STلتكن  -1 ع ى الترتإـ  ، كـم علاقـة تتحقـق  ,mnمجموعت  ولهما عدأ من العناصر  ,
22. )الإ ابة :  Tإ   Sمن  �m. ) 

STلــتكن  -2 مــن العناصــر ع ــى الترتإــ  ، وضــح  ن هنــا  عــدأ  ,mnمجمــوعت  لهمــا  ,
 . Tإ   Sتتحقق من  mn من الرواام 

3- YXf o:  رااـــم فـــوق  ، وكانـــع هـــوX  عـــدأ العناصـــر منتهإـــة ، وضـــح  نY   
 . Xعدأ عناصر يمكن  ن يكون  كبر 

 لتكن المجموعتان -4
^ ` ^ `JED ,,,4,3,2,1   YX  

^ ولتكن `),4(),,3(),,2(),,1(1 JEDD f 
^ `),4(),,3(),,2(),,1(),,1(2 EEDED f  
^ )̀,4(),,3(),,2(),,1(3 JEEE f  
^ `),3(),,2(),,1(4 JED f  

     ع ى الآتي :
(i)  ن من ت ك sfi  ؟ وما هو نطاقهما ؟ Yإ   Xرواام من  ,
(ii) ؟ اً  ن من ت ك الرواام يعتبر فوقإ 
(iii)  إذا كانع بع  منif  فما هو السب  .رواام لإسع ، 

 لتكن -5
YXf o:  

X 21في عـر  راسماً  ~ xx  إذا كـان وفقـا إذا كـان)()( 21 xfxf  ~، وضـح  ن   
 . Xتكون علاقة تكاف  في 
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ZYgYXfلتكن :  -6 oo  . وفوقإاً   حاأياً  gofأالت  بحإ  كان  :,:
لـإ  مــن الةــرورن  ن  f. واعـا  مث ــة توضــح  ن  فوقإــاً ً  gو   حــاأياً  fوضـح  ن 

ـــاً  ـــإ  مـــن الةـــرورن  ن  g، كـــذلك  يكـــون فوقإ  يكـــون gof، بإنمـــا  اأياً كـــون  حـــيل
 . وكذلك فوقإاً   حاأياً 

لأن  Rإ  مجموعــة الأعــداأ الحقإقإــة  Aمجموعــة كــل الروااــم مــن المجموعــة  Xلــتكن  -7
Xgf gfنعر   ,� d  إذا كان وفقا إذا كان)()( agaf d  لكلAa � . 

 . Xه  ترتإ       في  dوضح  ن 
CBgBAfكن إل -8 oo  تقاب   ،   بع  ن :,:

111)( ���  ogfgof  

 المجموعة Xلأن مجموعة  -9
^ `Xxxx � ' :),(  

XXموعـــــــة القطريـــــــة ل م موعـــــــة تســـــــمى المج u  لأن علاقـــــــةR  ع ـــــــىX  فـــــــإن ،
^ هو العلاقة Rمعكوس  `RyxxyR � � ),(|),(1 
 برهن الآتي :

(i)  العلاقةR  فيX عاكسة إذا كان وفقا إذا كان  كونتR�' 
(ii)  العلاقةR  فيX  1ن متما  ة إذا كان وفقا إذا كان تكو� RR 

YXfمـــن اتعـــرو   ن الرااـــم :  -11 o:  علاقـــة  عطـــى مـــثلاً لعلاقـــة هـــوYXf o: 
 . اً والتي   تمثل راسم

FBAمجموعـــة مـــن المجموعـــات ، لأن  Fلـــتكن  -11 BAنعـــر   ,� d  إذا كـــان وفقـــا
 . Bمجموعة    إة من  Aإذا كان 



 
 
 

 اتــــنظرية المجموع

55 

 

 الترتإـــــــ  الج  ـــــــ  يســـــــمى علاقـــــــة ، )هـــــــذا  Fفي ترتإـــــــ     ـــــــ  هـــــــ   dوضـــــــح  ن 
 ( .احتواء

Xbaمجموعــة عإــ  الخطــوفي ، لأن  Xلــتكن  -12 baنعــر   ,� إذا كــان وفقــا إذا   ~
علاقـــــة تما ـــــل ولكنهـــــا لإســـــع عاكســـــة و   ~، وضـــــح  ن  bعمـــــوأياً ع ـــــى  aكـــــان 
 .متعدية

nnمــــن الســــبعة مجموعــــة كــــل اتصــــفوفات اتربعــــة  Xلــــتكن  -13 u  تحــــع الأعــــداأ ع ــــى
XAالحقإقإـــــــة لأن  ||لـــــــإكن  � A ت ـــــــك اتصـــــــفوفة لأن مصـــــــفوفتدأاً رمـــــــ اً محـــــــ  

XBA BA، فإننــا نعــر   ,� ||||إذا كــان وفقــا إذا كــان  ~ BA ، وضــح  ن   
 . Xعلاقة تكاف  في  ~

^لتكن  -14 3̀,2,1 X : 
(i)  عإ  العلاقات في  و دX . 
(ii)  و د عإ  علاقات التكاف  في X . 
(iii)   في الترتإبات الج  إة  و د عإX . 
(iv)  و د عإ  العلاقات في X   تعديةتما  ة وير  اتاتالعاكسة وير . 
(v)  و د كل العلاقات في X تعديةعاكسة وير  اتالما  ة وير  اتت . 
(vi)  و د كل العلاقات في X عاكسة وير  اتتما  ة .الوير   تعديةات 
(vii)  و د كل العلاقات في X   تما  ة .اتعاكسة وير  الوير   تعديةاتير 

YXfلإكن  -15 o: : راسماً   بع ما  تي 
(i)  لأنYB BBffو  � �� YBBBff، و  1)( d� � إذا كــان وفقــا  1)(

 . اً فوقإ fإذا كان 
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(ii)  لأن مجموعـــــــة    إــــــــةA  مــــــــنX  ،)(1 AffA وعـــــــلاوة ع ــــــــى ذلــــــــك  ��
)(1 AffA XAلكل   �  .  حاأياً  اً راسم fإذا كان وفقا إذا كان  �

(iii) )()()( 2121 AfAfAAf ,21يتحقق لكل المجموعـات الج  إـة  � � AA  مـن
X  إذا كان وفقا إذا كانf  ًحاأيا  . 

(iv)  لأن مجموعــــــــــة    إــــــــــةAc  مــــــــــنX  لــــــــــتكنA  اتتممــــــــــة لهــــــــــا فيX  فــــــــــإن
)()( AfAf c�c   حإــ)(Af  مكم ــة)(Af  فيY ل لكــXA إذا كــان  �

)()(و  اً فوقإــــــ fوفقــــــا إذا كــــــان  c�c AfAf  إذا كــــــان وفقــــــا إذا كــــــانf 
 .  حاأياً 

   بع ما ي   : -16
(i)  ب  المجموعات تكون علاقة تكاف  . التكاف علاقة 
(ii)  إذا كانBABA cc,,, ة مجموعـات بحإـ  كـان  ربعI c�c � BABA ،

BB c~  وAA c~  فإنBABA c�c� BABAو ن  ~ cucu ~ . 
(iii)   لأن مجمـــــــــوعتBA,  لـــــــــتكنBA  تمثـــــــــل مجموعـــــــــة كـــــــــل الروااـــــــــم مـــــــــنB  

BBBA، وضح  ن :  Aإ   cc BBتنتج  ن  ~,~ AA cc~ . 
(iv)  ن تكون مجموعة  بداً وضح  نه   يمكن A  لها لمجموعة القوة مكاف ة. 

   بع ما ي   : -17
(i)  اً قاب ة ل عد .مجموعة قاب ة ل عد ه   يةمن  ن مجموعة    إة 
(ii)  : وضــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــح  ن الرااــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــمNZf o:  بحإــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  كــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــان

012)(,12)( d��� t� nnnfnnnf  ًوااـــتنتج هـــو تقـــابلاً  حـــاأيا
 .قاب ة ل ترقإم  Z ن 
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(iii)   عــرNNNf ou:  بحإــ  كــانmnmnf 3.2),( رااــم  fوضــح  ن   
NNوضح  ن  (i) حاأن وبااتخدام  u  قاب ة ل ترقإم. 

(iv)  لـــتكن^ ` NiiE بـــ   ن اتحاأهـــا قاب ـــة ل عـــد مـــن المجموعـــات قاب ـــة ل عـــد عا  ـــة  �
 [ .(iii)يشكل مجموعة ]ااتخدم 

(v)  وضح  نQ  قاب ة ل ترقإم مجموعة. 
(vi) ــــــة ل عــــــد ، وضــــــح  ن مجموعــــــة كــــــل الأعــــــ ــــــة يرــــــ  قاب  في الحقإقــــــة داأ الحقإقإ

)(~ NPR )(NP  مجموعة قوكN . 
^لتكن  -18 ` '�DDS  و^ `

*�EET :   ن عا  ت  من المجموعات ، برهن ما ي  
(i) )(()( , EDEDEEED TSTS �� ��� تعمإمـــــــاً لقـــــــانون وهـــــــذا يعتـــــــبر  �'�*

 .التوفيي  
XZhZYgYXfلــــــتكن :  -19 ooo  ــــــلا  أوال بحإــــــ  كــــــان كــــــل مــــــن  :,:,:

gfhhgf hgf  منفوقإة . برهن  ن كلاً  fhgوكانع   حاأياً  ,   حاأن .تقابل  ,,
SSكــــان عنصــــراً ،   nتحــــون  Sإذا كانــــع المجموعــــة  -21 o:D  وSS o:E    ــــ بحإ

|)(||)(|1كــان :  �  nSS ED  تباأيــل تو ــد . بــرهن  نــهf  وg  فيS   بحإــ
gfDEيكون    . 

nk ن عــــدأ صــــحإح بحإـــــ  كــــان  kكن لــــإ -21 dd1  ولــــتكنX  مجموعــــة تحـــــونk 
 Yإ   Xمـن الروااـم الأحاأيـة عنصراً ، برهن  ن عدأ  nمجموعة تحون  Yعنصراً ، 
يساون 

!)(
!
kn

n
�

 . 

nmبحإ  كان  اً صحإح اً عدأ mلإكن  -22 dd1  ولإكن)(mnV  الروااـم الفوقإـة عـدأ
عنصــــــــــــــراً . وضــــــــــــــح  ن  m ــــــــــــــا  عنصــــــــــــــراً إ  مجموعــــــــــــــة nمــــــــــــــن مجموعــــــــــــــة  ــــــــــــــا 
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kngكن إلــــــ -23 ),,...,( kاترتبــــــات عــــــدأ  , 21 kaaa  مــــــن الأعــــــداأ الطبإعإــــــة بحإــــــ  كــــــان
naaa  ��� ...21 : 

(a)   1 نوضح,  kng  و¦
 

� 
n

i
kikn gg

0
Nnلكل  ,,1  . 2tkكل و  �

(b)  1وضح  ن لكلtn 2 وكل!k : فإن 
1,,1, �� � knknkn ggg  

(c) : ااتنتج  ن لكل 
NnNkCg k

kn
kn �� �

�� ,:1
1

,  

BAfة يقــــال  ن الدالــــ -24 o: (  إذا كــــان لكــــل قاب ــــة ل حــــذ  يســــاراً يســــارية الحــــذ )
fhfgبحإـ  كـان  Aإ   Cمـن  ,ghولأن راسمـ   Cمجموعة  hgيـ أن       ،

BAf  بع  ن الدالة  o:  يسارية الحذ  إذا كان وفقا إذا كانf  ًحديا  . 
^يســارية الحــذ  ، وا عــل  f]إرشــاأ : ا عــل  `aX AXوعــر     o:O    بحإـــ

Xxaxكــــــــــــــــــــــان  �� )(O  كــــــــــــــــــــــذلك ، وAX o P   ــــــــــــــــــــــ : يكــــــــــــــــــــــون بحإ
Xxbx �� )(P  وضح  نPO ff  . ] 

BAfالدالــــة  -25 o: (  إذا كــــان لأن قاب ــــة ل حــــذ  يمإنإــــاً يقــــال  نهــــا يمإنإــــة الحــــذ )
hfgfبحإـــــــ  كـــــــان  Cإ   B مـــــــن ,gkولأن راسمـــــــ   Cمجموعـــــــة  يـــــــ أن إ    

hg BAf  بع  ن الدالة    o: فوقإة إذا كان وفقا إذا كان f الحذ  يمإني. 
 يمإنإة الحذ  . f]إرشاأ : اعتبر 

^ض   ` ^ `I�� )(AfBX   حإI . المجموعة الخالإة 
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XBعـــــــــــــــــــر  :  o:O  عـــــــــــــــــــن طريـــــــــــــــــــقIO  )(b  عنـــــــــــــــــــدما)(Afb ، و ن  �
)()( AfBb � O  عندما)(AfBb �� . 

ــــ XBك عــــر  : وع ــــى ذل o:P  بوااــــطةIP  )(b  لكــــلBb ، وضــــح  ن  �
ff PO  . ] 
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 التركيبات الثنائية )العمليات الثنائية( -3
 بعدما ناقشنا العلاقة والراام ، فإننا نقدم مفهوم التركإبة الثنا إـة في المجموعـة ، ولنبـد 

) ن مجموعــة الأعــداأ الصــحإحة( ، اــو  نجــد  ن هنــا   لا ــة عم إــات  Zباعتبــار المجموعــة 
وبالتحديـد هـ  عم إـات الجمـ  والةـرب والطـرح والـتي مـن  Zمعرفة تعريفاً كاملاً في المجموعـة 

),(خلالهــــــــــــــا نجــــــــــــــد  ن لكــــــــــــــل فيون مرتــــــــــــــ   nm  مــــــــــــــن عناصــــــــــــــرZ  تتحــــــــــــــدأ العناصــــــــــــــر
nmnmnm �� ويمكــن النظــر إ  الجمــ  والةــرب والطــرح كــثلا   Zع ــى الترتإــ  مــن  ,.,

ZZروااـــــم في  u   إZ  والـــــتي تحـــــدأ لكـــــل عنصـــــر),( nm  فيZZ u  العناصـــــرnm �  ،
nm nmو  . . ويســــتطإ  الشــــخئ  ن ينشــــئ الكثــــ  مــــن الروااــــم  Zع ــــى الترتإــــ  في  �

ZZالأخرك ب   u   إZ  كل هذه الرواام تعتـبر  مث ـة مـن التركإبـات الثنا إـة والـتي نعرفهـا .
 ع ى النحو التالي :

 28.1تعريف 
X  مجموعة معطاة ،  ن راام منXX u   إX  يط ق ع إه تركإ   نا   فيX. 

XXع ى  نها راام مـن  f. من خلال تعريف  Xفي  اً  نا إ اً تركإب fلتكن  u   إ
X  فـــإذا  عطإنـــا .XXba u�),(  ،Xbaf ba نكتـــ ولـــداع  الراحـــة  ),(� ل تعبـــ   *

),(عن  baf   تركإـ   نـا   في  "*"واو  نقـول  ن هو رم  ثابع ومناا   *، حإX  .
XXbaلكـــل  هومـــن إ فإنـــ u�),(  ًتحـــدأ عنصـــرا "*" ،ba .  X)بالطبـــ  وحإـــد( مـــن  *

 "0" و  "." و  "+" هتســـمى عـــ   و ضـــرب  و تركإبـــة أا ـــرة وفقـــاً تـــا نكتبـــ *التركإبـــة الثنا إـــة 
Xba. إذا كــــان  *ل رمــــ   baوكــــان  ,� z  نحــــن نعــــر   ن),(),( abba z  ولــــذلك فإنــــه

),(لـــ ون ا ـــإ  ضـــرورياً  ن فوبصـــورة عامـــة  ba  ، الـــ ون و),( ab  تحـــع ذ ـــ  تتســـاوك صـــورتي
 Xفي  "*"فإنــه لــإ  ضــرورياً  ن تكــون التركإبــة الثنا إــة بمعــآ رخــر .  * Xفي التركإبــة الثنا إــة 
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abba، محققــة ل علاقــة  ** الأمث ــة اــو  نناقشــها بعــد مــن . بعــ   Xفي  ,baلكــل   
 اتلاحظة التي  شرنا إلإها اابقاً .تبرر بع  التعريفات ، ذكر 

 29.1تعريف 
 ه، فإن Xتركإبة  نا إة في  "*"لتكن 

(i)  تبدي إة إذا كان "*"يقال  ن العم إة الثنا إة 
abba ** Xbaلكل    �, . 

(ii)  تنسإقإة إذا كان "*"يقال  ن العم إة الثنا إة 
cbacba *)*()*(* Xcbaلكل :    �,, . 

(iii)  يقـــــال ل عنصـــــرe  مـــــنX  ـــــه محايـــــد يســـــارن مـــــن  إذا  "*"بالنســـــبة ل عم إـــــة  X ن
aae كان Xaلكل عنصر  *  � . 

(iv)  يقــــال لعنصــــرf  مــــنX  نــــه محايــــد يمإــــني مــــن X  إذا كــــان "*"بالنســــبة ل عم إــــة 
afa Xaصر لكل عن *  � . 

(v)  إذا كــان العنصــرi  مــنX ااــم ط ــق ع إــه فإننــا ن، معــاً  اً يمإنإــ اً محايــد يســارياً  اً محايــد
 . Xمحايد 

(vi)  إذا كــانe اً في محايـــدX وكـــان  "*"العم إـــة  تحـــعXa Xaالعنصـــر فـــإن  � �c 
 تبعاً لكون aيط ق ع إه معكوس يسارن  و يمإني ل عنصر 

eaa  c eaa و  *  c* . 
aوإذا كـــان العنصـــر  cc  ًل عنصـــر اتعكـــوس الإمإـــني والإســـارن مـــن يمثـــل كـــلاa  فإنـــه ،

 عنصراً قابلاً ل عك   و له معكوس . a ن نقول و  aيط ق ع إه معكوس 
 30.1نظرية 

 حقق :، فإن ما ي   يت Xعم إة  نا إة معرفة في  "*"إذا كانع  
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(i)  إذا كان ل م موعةX محايد  يمن ومحايد  يسر فإنهما يكونان متساوي .  
(ii)  إذا كان ل م موعةX . محايد )من الجهت  الإمآ والإسرك( فإنه وحإد 

 البرهان
(i)  ــــتكن ــــدان  حــــد fو  eل ــــ ( محاي   م موعــــة لهما  يســــر والآخــــر  يمــــن )ع ــــى الترتإ

X . 
ffeوبالتالي فإن   محايد  يسر . eلكون  * 
efeوكذلك فإن   محايد  يمن . fلكون  * 

feوبالتالي فإننا نستنتج  ن    . 
(ii)  21بالنســــبة ل  ــــ ء الثــــا  ، نفــــرض  ن, ee محايــــدان في المجموعــــة X  1وحإــــ   نe 

21محايد  يمن ، وااتناأاً ع ى برهان الج ء الأول فإن  2eمحايد  يسر و  ee   . 

 20مثال 
pnm عداأ صحإحة  ةلأن  لا   نع م  ن : ,,

(i) mnnm � �  
(ii) pnmpnm �� �� )()(  
(iii) mmm �  � 00  
(iv) mmmm ��  �� )(0)(  

 عدأ صحإح  يةاً . �mو ن 
ــــة وتنســــإقإة في مجموعــــة توضــــحان   (ii)،  (i)هنــــا  ــــة الجمــــ  هــــ  عم إــــة  نا إــــة تبدي إ ن عم إ

هــــو العنصــــر الايــــد لعم إــــة الجمــــ  في  (0)توضــــح  ن الصــــفر  Z  .(iii)الأعــــداأ الصــــحإحة 
Zmتوضح  نه لكل :  Z (iv)المجموعة   معكوااً له تحع عم إة الجم  . �mفإن  �

 21مثال 
pnm عداأ صحإحة  ةلأن  لا    نع م  ن : ,,
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(i) mnnm ..   
(ii) pnmpnm .).().(.   
(iii) mmm .11.    

تبدي إـــة وتنســـإقإة  Zوهــذا يوضـــح  ن عم إـــة الةــرب العاأيـــة في مجموعـــة الأعــداأ الصـــحإحة 
 بالنسبة لعم إة الةرب . Zالعدأ واحد هو العنصر الايد في المجموعة  "1"و ن 

1,1يخت ــــف عـــن  mمـــن اتعـــرو   نـــه لأن عـــدأ صـــحإح   فإنـــه يو ـــد عـــدأ يرــــ   �
.1بحإــ  كــان :  nصــحإح   nm  وبالتــالي فــإن ،m في مجموعــة الأعــداأ  لــإ  لــه معكــوس

 تحع عم إة الةرب العاأية . Zالصحإحة 

 22مثال 
nmفإن  ,nmنحن نع م  نه لأن عدأين صحإح    هـو  يةـاً صـحإح ، وبالتـالي  �

 Z�5,3,2. الآن :  Zفــإن عم إــة الطــرح هــ  عم إــة  نا إــة في مجموعــة الأعــداأ الصــحإحة 
 و ن :

(i) 2332 �z�  
(ii) 5)32()53(2 ��z��  
(iii) 20202 �z �  

(i)  ،(ii)  عم إـــــــة الطـــــــرح لإســـــــع تبدي إـــــــة ولإســـــــع تنســـــــإقإة . وحإـــــــ   نـــــــه توضـــــــحان  ن 
ــــإن  kلأن عــــدأ صــــحإح  kkف  � ــــإن  0 ــــد  يمــــن ل م موعــــة  0، وبالتــــالي ف   Zهــــو محاي

ـــة  ـــة  0توضـــح  ن  (iii)، لكـــن  "-"تحـــع عم إ ـــداً  يســـر تحـــع عم إ ـــإ  محاي ـــالي  "-"ل  ، وبالت
 محايــــــد  يســــــر في نفــــــ   لهـــــاو  يو ــــــد  Zمحايـــــد  يمــــــن في المجموعــــــة  لهــــــافـــــإن عم إــــــة الطــــــرح 

 المجموعة .
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 23مثال 
ـــتكن  تشـــ  إ   XS)(عناصـــر ، ولـــتكن  ة ن مجموعـــة تحـــون ع ـــى الأقـــل  لا ـــ Xل

 . Xمجموعة كل التباأيل ل م موعة 
هــو  Xفي  iتنســإقإة . الرااــم الايــد  "0"توضــح  ن محصــ ة التركإبــة  17.1النظريــة 

 كوس( .قابل ل عك  ) ن له مع XS)(الايد ، وكل عنصر من 
cbaلـــإكن  XXfXXg، والـــدوال  Xعناصـــر فت فـــة مـــن  ة لا ـــ ,, oo :,: 

 معرفة ع ى النحو التالي :
bafabfxxf Xxلكل  )(,)(,)(     . ,baوفت فاً عن  �
bag  )( ، cbg  )(  ،acg  )(  ،xxg cbaxلكـــــــــــــــــــل :  )(  ,,z  : فتكــــــــــــــــــــون ،
)(, XSgf � . 

<والآن :  @ cbgafgagof    )()()()( 
<و ن :  @ abfagfafog    )()()()( 

)()()()(ع إه فإن :  agofafog z 
goffog:  وبالتالي ينتج  ن z 

 ير  تبدي إة .عم إة  XS)(في تركإ  الدوال ومن إ فإن 

 24مثال 
22مـــن الرتبـــة مجموعـــة كـــل اتصـــفوفات اتربعـــة  2Mلـــتكن  u  والـــتي عناصـــرها  عـــداأ

«                    : ت نسبإة لأن مصفوف
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 . 2Mفي  ان ومو وأانمعرف
 وبالتـــــالي فـــــإن الجمـــــ  اتعتـــــاأ ل مصـــــفوفات كـــــذلك حاصـــــل الةـــــرب لهـــــا عم إتـــــان  نا إتــــــان 

 . 2Mفي 
وتنســإق  كمــا تبــدي    2Mمــن خــلال الخــوا  اتعروفــة ل مصــفوفات فإننــا نع ــم  ن الجمــ  في 

«اتصفوفة  ن 
¼

º
«
¬

ª
00
 ايد ل  م  .تمثل العنصر ال 00

« واتصفوفة
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��
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 . A مصفوفة الجمع  لعكوس اتتمثل 
« كما  ن اتصفوفة  تنسإقإةه  ة فإن عم إة الةرب وبنف  الطريق
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I 

 الايد في عم إة الةرب .ه  العنصر 
 . اتنفرأةشاذة  و ير  اله  اتصفوفات ير   اتصفوفة التي لها معكوس في عم إة الةربو 

« ضرب اتصفوفت وحإ   نه 
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BAAB يعط   ن z 
 فإن عم إة الةرب لإسع تبدي إة .

 للمجموعات المنتهيةجداول التركيب 
 . Xعم إة  نا إة معرفة في  *مجموعة ير  خالإة ومنتهإة ولتكن  Xلتكن 

 ه ع ى النحو التالي :ؤ يمكن بنا *لعم إة  دول التركإ  ا
^ لتكن `nxxxX ,...,, 21 

nxxxفإننـــــا نكتـــــ  العناصـــــر :  ,...,, فقـــــ  ، وكـــــذلك في عمـــــوأ في صـــــف   Xل م موعـــــة  21
ji. وبعــــد ذلــــك ضــــ  في الأاــــفل العنصــــر ر اــــ  xx  iألإ ــــه عنــــد تقــــاط  الصــــف الــــذن  *
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)1( ni dd  ــــــــذن ــــــــه والعمــــــــوأ ال )j )1لإ  nj dd  ــــــــى الجــــــــدول ــــــــالي انحصــــــــل ع   وبالت
 التالي :

 

* 1x  2x  3x  … ix  … jx  … nx  

1x  11 * xx  21 * xx  31 * xx  … ixx *1  … jxx *1  … nxx *1  

2x  12 * xx  22 * xx  32 * xx  … ixx *2  … jxx *2  … nxx *2  

3x  13 * xx  23 * xx  33 * xx  … ixx *3  … jxx *3  … nxx *3  
… … … … … … … … … … 

ix  1* xxi  2* xxi  3* xxi  … ii xx *  … ji xx *  … ni xx *  
… … … … … … … … … … 

jx  1* xx j  2* xx j  3* xx j  … ij xx *  … jj xx *  … nj xx *  
… … … … … … … … … … 
nx  1* xxn  2* xxn  3* xxn  … in xx *  … jn xx *  … nn xx *  

 25مثال 
^ لتكن  3̀,2,1,0 X  ، عم إة معرفة في  *وX : ع ى النحو التالي 

Xbaلأن  cbaفـــــإن  ,� ba صـــــغر باقـــــ  مو ـــــ  ينـــــتج عنـــــدما  cحإـــــ   *  يـــــتم  �
 ل اتثال :، ع ى ابإ 4قسمتهما ع ى العدأ 

 23*3,13*2,03*1     

 . Xفي  *لعم إة الثنا إة ا  دول تركإ والوارأ فإما بعد هو 
 

* 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 
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 26مثال 
ــــــــــــــتكن :   ^ل 3̀,2,1,0 X  لأنXba  نحــــــــــــــو تعــــــــــــــر  ع ــــــــــــــى ال *فــــــــــــــإن  ,�
bbaالتالي   2*3,23*32فمثلًا      . 

 : *الجدول التالي يوضح العم إة الثنا إة 
 

* 0 1 2 3 

0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 

2 2 2 2 2 

3 3 3 3 3 

 . Zمجموعة الأعداأ الصحإحة  ةنا القديمتوالآن نعوأ إ  صديق
ZEمجموعـة كـل الأعـداأ ال و إـة الصـحإحة ، وبالتـالي فـإن  Eلتكن  . مـن اتعـرو   نـه  �

nmعــدأين صــحإح  فيو إــ  فــإن  ,mnإذا كــان  صــحإح فيو ــ  . وبصــورة عــدأ  يةــاً  �
Enm خرك فإنه لأن  Enmإن ف ,�  Z   إـة مـن  E، وبالتـالي نقـول  ن المجموعـة  ��

 . Zومغ قة تحع عم إة الجم  في 
 والآن نعر  المجموعة الج  إة اتغ قة بالنسبة لعم إة  نا إة .

 1-31تعريف 
 Xمـن  H، المجموعـة الج  إـة  Xعم إـة  نا إـة في  *مجموعـة يرـ  خالإـة ،  Xلتكن 

Hba، إذا كان  *يقال عنها  نها مغ قة تحع العم إة الثنا إة  Hbaلكل  *� �, . 
مجموعـة    إـة  Aوكانـع  *عم إـة  نا إـة  ع إهـامجموعة ير  خالإـة معـر   Xلتكن 

Abaلأن  *مغ قــــة تحــــع العم إــــة الثنا إــــة  Xمــــن  �,  ،Aba ، فإننــــا نحصــــل ع ــــى  *�
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AAAfرااــــم  و أالــــة  ou:  بحإــــ  كــــانbabaf *),( Abaلكــــل    . وبالتــــالي  ,�
ـــة  نا إـــة في  fتكـــون بالتعريـــف فمـــن  ـــة الثنا إـــة  Aعم إ يقـــال عنهـــا  Aفي  f. هـــذه العم إ
 ، وببساطة يط ق ع إها عم إة  نا إة حاأ ة . *ة بوااطة حاأ 

 27مثال 
مغ قـــة تحـــع  Zلكـــل الأعـــداأ الصـــحإحة ال و إـــة مجموعـــة    إـــة مـــن  Eالمجموعـــة 

 عم إة الجم  .

 28مثال 
،  Zمجموعـــة    إـــة مــــن  K.  مجموعـــة كــــل الأعـــداأ الصـــحإحة الفرأيــــة Kلـــتكن 

 بإنما نجد  ن مجموع  ن عدأين صحإح  فرأي  يساون عدأ صحإح فيو   .
KmKnوبالتالي فإذا كان  �� Knmفإن  , لإسع مغ قـة  Kأن فوبالتالي  ��

مغ قـة تحـع عم إـة  Zمجموعـة    إـة مـن  Kم إة الجمـ  . في الوقـع الـذن تعتـبر فإـه تحع ع
 الةرب .

،  Xيوضــح  نــه إذا كانــع هنــا   كثــر مــن عم إــة  نا إــة معرفــة في مجموعــة  28مثــال 
قد تكون مغ قة تحـع عم إـة  نا إـة واحـدة في الوقـع الـذن قـد    Xمن  Aفإن  ن مجموعة 

 تكون مغ قة بالنسبة ل عم إة الثنا إة الأخرك .
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 تمارين
 

عنصـر ، فكـم يكـون عـدأ العم إـات الثنا إـة اتمكنـة في  nمجموعـة  ـا  Aإذا كانع  -1
A . 

Qbaلأن عـــدأين :  -2 ع ـــى النحـــو التـــالي :  *تعـــر   ,�
2

*
abba ، وضـــح  ن   

Z  بإنمـا  *لإسـع مغ قـة تحـع ،E  مجموعـة كـل الأعـداأ الصـحإحة ال و إـة تكـون
 . *مغ قة تحع 

*1ع ى النحو :  *نعر   ,nmصحإح   لأن عدأين -3 �� nmnm  وضـح ،
 ما  تي :

(i) E   مجموعة كل الأعداأ الصحإحة ال و إة لإسع مغ قة بالنسبة إ* . 
(ii) K   مجموعة كل الأعداأ الصحإحة الفرأية مغ قة بالنسبة إ* . 
(iii) *  تكــــون تنســــإقإة وتبدي إــــة وهنــــا  محايــــد لت ــــك العم إــــة في مجموعــــة الأعــــداأ

قابــل ل عكــ  ) ن لــه معكــوس بالنســبة  Zو ن كــل عنصــر مــن  Zالصــحإحة 
 ( .*ل عم إة 

22مجموعـــــة كـــــل اتصـــــفوفات اتربعـــــة  2Mلـــــتكن  -4 u  لأن النســـــبإة ع ـــــى الأعـــــداأ ،
2, MBA  نعر  �

2
BAABBA �

 $ 

 برهن ما  تي :
(i) $ . عم إة تبدي إة 

(ii)  ل مصـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــفوفات¸̧
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 لإسع تنسإقإة . $ ن  ن 

(iii) ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

10
01

I   هو العنصر الايد بالنسبة إ""$ . 

 نعر  2Mفي  ,BAلأن مصفوفت   -5
2

*
BAABBA �

  

 برهن ما  تي :
(i)  : 2لأنMA �  ،0*  AA   الصفرية ه  اتصفوفة  $حإ. 
(ii)  2ل مصفوفات,, MCBA � 

0)*(*)*(*)*(*  �� BACACBCBA  

(iii)  2  يو د عنصر محايد فيM   بالنسبة إ* . 
(iv)  : 2لأن,, MCBA � 

CABACBA **)(* � �  
ACABACB ***)( � �  

(v)  إقإة .لإسع تبدي إة ولإسع تنس *وضح  ن 
<لتكن  -6 @iZ  مجموعة كل الأعداأ اتركبة التي ع ـى الصـورةbia عـدأان  ,baحإـ   �

 وضح ما  تي :صحإحان ، 
(i) > @iZ . مغ قــة تحــع عم إــتي الجمــ  العاأيــة والةــرب ل عــداأ اتركبــة > @iZ محايــد  لهــا

محايـد بالنسـبة لع مإـة الةـرب ، وضـح  ن هـذين الايـدين  لهابالنسبة لعم إة الجم  و 
 فت ف  .

(ii)  و د كل العناصر من > @iZ  معكوس تحع عم إة الةرب . لهاالتي 
)()(، فـــــــــإن المجموعـــــــــة :  ,BAلأن مجمـــــــــوعت   -7 ABBA تســـــــــمى الفـــــــــر   ���

BA، ويرمــ  لــه بالرمــ   ,BAل م مــوعت   التنــا رن  و التمــا     ن  X. لــتكن  '
 برهن ما  تي : Xمجموعة قوك  XP)(مجموعة وكانع 
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(i)  لأن)(,,)( XPBAXPBA ,,)( عدألأن  '�� XPCBA � . 
(ii) ABBA ' ' . 
(iii) )()( CBACBA '' '' . 
(iv) ABA  )قانون برويسك ( . I Bإذا كان وفقا إذا كان  ' 
(v) I ' AA . 
(vi) )()()( CABACBA �'� '� . 
ـــــــــــــــــــــــــــــــة ] < (iii)إرشـــــــــــــــــــــــــــــــاأ ل حال @ > @ ������ '' )()()( ACBCBACBA 

> @ > @CBABAC ����� )(] . 
2121لأن مجموعات  -8 ,,, BBAA برهن  ن 

)()()()( 22112121 BABABBAA '�'��'�  

وضــح  نــه   يو ــد نظــام  نــا   بعنصــر محايــد ومعكــوس مــن الطــرف  في حالــة عــدم  -9
 تحقإق قانون التنسإق في  لا   مرت  .

عنصر . كم عدأ العم إات الثنا إـة التبدي إـة الـتي يمكـن  ن تتحقـق  n ا  Aمجموعة  -11

2.                                  ) واب :  Aفي 

2 nn

n
�

) 
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 بعض النتائج الأولية حول نظرية الأعداد -4
ج معإنـة في نظريــة الأعــداأ ، ولأن معظــم هــذه اب التالإــة اــنحتان أا مــاً لنتــا في الأبـو 

النتــــا ج   تــــدرس في الجــــبر الأاااــــ  لــــذلك نعطــــ  خلاصــــة فتصــــرة لنظريــــة الأعــــداأ الـــــتي 
 انحتا ها في الكتاب .

 ملاحظة
 خلال هذا القسم كل الحرو  اللاتإنإة الصغرك تش  إ  الأعداأ الصحإحة .

 32.1تعريف 
bkaإذا كان  aيقسم  bصفرن اليقال  ن العدأ ير     . kلبع    

abفإننا نعبر عن ذلك كتابة  aيقسم  bإذا كان اصطلاح    / . 

 ملاحظة
 لإة متكاف ة .عإ  العبارات التا

b  تقسمab, قاام ل عدأ ab,  عامل ل عدأa  ،a  ل عدأ مةاعفb . 

 33.1نظرية 
   صفرياً فإن :عدأاً صحإحاً ير aلإكن  

(i) 0|a 
(ii) aa | 
(iii)  إذا كانba bca، فإن  |  cلكل  |
(iv)  إذا كانba caو  | |)(، فإن  | cbxa  ,yxيجم   �
(v)  إذا كانba cbو  | | )0( zb  فإن ،ca | 
(vi)  إذا كانba abو  | | )0( zb  فإنba r  
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 البرهان
(i) 00.  a 
(ii) 1aa   
(iii)   لبع(k )bcakcabcakbba |)(| � � � 
(iv)   لــــبع(k )akbba alcca( l)لــــبع   |�  baبالتــــالي فــــإن  |�  |  

caو  alcakbي أن إ   ن  |  ، هذا يعط  ,  
)(|)( cybxalykxaalyakxcybx ��� � �  

(v) )(,|,| klacblcakbcbba . هـذا يعــني  ن  ,klوذلـك لـبع   �  � 
ca | . 

(vi)   ـــــــــــــــــبع akbba( k)ل ـــــــــــــــــبع   |�  blaab( l)ل ، بالتـــــــــــــــــالي  |� 
1 �  lkblkakb  ً1إذاr k  وع إهba r   .� 

 وقبل  ن نبد  النظرية التالإة ، انعإد إ  الأذهان قاعدة الترتإ  الجإد .

 قاعدة الترتيب الجيد
يحــــدها مــــن إحة والــــدوأة مــــن  اـــفل كـــل مجموعــــة يرــــ  خالإـــة مــــن الأعــــداأ الصـــح 

  صسفل  صغر العناصر قإمة .
النظريـــة التالإـــة هـــ  إحـــدك النتـــا ج الأولإـــة لنظريـــة الأعـــداأ ، والشـــا   معرفتهـــا ع ـــى 
 اـــاس تقســـإم نظـــام العـــد العـــرع العشـــرن  و في بعـــ  الأحإـــان يعـــر  ع ـــى  نـــه نظـــام العـــد 

 الإق إدن .

 34.1نظرية 
بحإــ   ,rqفإنــه يو ــد عــدأان صــحإحان  0zbعــدأان صــحإحان  ,baإذا كــان  
rbqaيكـــــــــــــــــون  0||و   � br �d  11، وكـــــــــــــــــذلك إذا كـــــــــــــــــان rbqa وكانـــــــــــــــــع   �

||0 1 br �d  1فإنrr 1qqن كما       . 
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 البرهان
^ لتكن `0||,:|| t��� sbaZssbaS 

aaba حإ   ن �t |||||| 
||||0 فإننا نحصل ع ى t� baa 

||||||||0 ولأن t� �� sbaabaas 
Ssba وهذا يعط  �� || 
 لإسع خالإة . Sوبالتالي فإن 
 . r، ولإكن   صغر عنصر لها Sم قاعدة الترتإ  الجإد فإن وبااتخدا

tbar وبالتالي فإن ||�  
Ztع  لب � . 

 0tr من الواضح  ن
|| ن بإ بات  نو ونحن مطالب br � 

|| نفرض  نولذلك  br t 
rbr فإكون ��d ||0 

||)1( ومن ناحإة  خرك فإننا نجد tbabr �� � 
Sbr وهنا يعطإنا  ن �� || 
0|| ، ومن هنا فإن Sفي  صغر عنصر  r ن وهذا يعارض  br �d 

 وبالتالي يكون لدينا
 ||0 br �d rtba  م   � ||    (1) 

bbو  b!0إذا كانع :  tqبوض  ف،  ||   ، فإننا نحصل ع ى (1)في   
 rbqa �  
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bbو  b�0إذا كانع :  tq)(فإنه بوض   || �  فإننا نحصل ع ى  �
 rbqa �  

 . ,qrوالآن نبرهن وحدانإة 
,,,0|| لذلك نفرض  ن brZrqrqba �cd�ccc�c  
rqbrbq فإننا نحصل ع ى c�c � 

rrqqb وبالتالي فإن �c c� )( 
.|)(||| إذا كان bqqbqq tc�cz 
||max),(|| ولكن brrrr �cd�c 

 وهذا يوص نا إ  تناق  .
qqوبالتالي فإن  c  ك، وكذل rbqrbq c� � 
rrوع إه فإن  c  . وهذا يبرهن النظرية ، � 

 35.1تعريف 
 HCF)(و  )ع.م. (  نـــــه عامـــــل مشـــــتر   كـــــبر c ـــــ  يقـــــال ل عـــــدأ الصـــــحإح اتو 

 . إذا كان ,baلعدأين 
bcac |,|      (i) 

cd | adbd فإن  |,|  (ii) إذا كان  

 36.1تعريف 
يرـ  لعـدأين صـحإح   نه مةاعف مشتر   صغر  g يقال ل عدأ الصحإح اتو   

 إذا كان )م.م. ( . ,ba  صفري
gbga |,|      (i) 
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gh | hahb فإن  |,|  (ii) إذا كان  

 )(HCF  ل عدأين  و ) .ع.م(ba,   يرم  له بالرم),( ba 
 )(LCM  ل عدأين  و ) .م.م(ba,   يرم  له بالرم> @ba, 

 ملاحظة هامة
ـــــا  ع.م.  ل عـــــدأين الصـــــحإح    ـــــد ,baإذا كـــــان هن ـــــه يكـــــون وحإ إذا  لأننـــــااً ، فإن

 نجد  ن 35.1من التعريف  (ii)من الفقرة ف ,baع.م.  رخر ل عدأين  ccافترضنا  ن 

 33.1نظرية 
 cccccc cr �cc |,|  
   cc c �  

cc العدأين وكلا c, مو ب .  
 . هو عدأ وحإد ,baنثبع  ن م.م.  لعدأين  باتثل نستطإ   ن

 29مثال 
 . 18 ,12ب   كبر هو  ع ى عامل مشتر   6 

12,6,4,3,2,1 ه  12كل عوامل العدأ  rrrrrr 
18,9,6,3,2,1 ه  18بإنما كل عوامل العدأ  rrrrrr 

 6|6,12|18 ومن الواضح  ن
 . 6هو عامل ل عدأ  12 ,18عامل مشتر  ل عدأين و يةاً فإن كل 

 30مثال 
 ، فمن الواضح  ن 18 ,12ل عدأين  صغر هو مةاعف مشتر   36العدأ 

36|12,36|18  
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hh انعإذا ك hh، فإن  18|,12| |4,|9 
h|369.4وبالتالي فإن  )9,4(1لأن  1-39نظرية  2)انظر نتإ ة     . ) 

يرـــ  الأكـــبر لكـــل فيون مـــن الأعـــداأ الصـــحإحة النظريـــة التالإـــة توضـــح و ـــوأ العامـــل اتشـــتر  
 صفرية .ال
 

 37.1نظرية 
 .  كبرلها عامل مشتر   ,baصفرية الكل فيون من الأعداأ الصحإحة ير  

 البرهان
^ لتكن `ZutubtaX �� ,: 

Xbaaمـــن الواضـــح  ن  ع ـــى الأقـــل عـــدأاً صـــحإحاً  تحتـــون X، وبالتـــالي فـــإن  0.1. ��
 مغايراً ل صفر .واحداً 

Xubta وفيياأة ع ى ذلك إذا �� D 
buat عدأ صحإح اال  فإن )()( ��� �D 
 . Xعدأ صحإح مو   في 

تكـون مجموعـة    إـة يرـ  خالإـة مـن الأعـداأ الصـحإحة  ـا ع ـى الأقـل عـدأ  Xوبالتالي فـإن 
 صحإح مو   .

ـــد فإنـــه يو ـــد  ybxacوبااـــتخدام قاعـــدة الترتإـــ  الجإ  صـــغر عـــدأ مو ـــ  وصـــحإح   �
 . Xينتم  إ  المجموعة 

),( ا الآن هو إ بات  نواتط وب من bac   
Xlbka خوارفيمإة القسمة فإن لأنومن  rcglbkaيكون  �� � � 
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crحإ   �d0 . 
 نجد  ن 0zrفي حالة 

 �� ��� �� axqkybqxaqlbkacqlbkar )()(  
                byql )( �  

 . Xينتم  إ   اً مو ب اً يكون عدأ
cr عندما  . c ختإار بالنسبة فإننا نحصل ع ى تناقئ  �

 . r 0وبالتالي فإن 
lbkacبمعآ رخر :   . Xمل لكل عنصر من المجموعة عا c ن  ن  |�

babbaa لأن 10,01 � �  
bcac، فإننا نحصل ع ى كون  Xعناصر من  |,| . 

adافـــرض الآن :  bdو  | |)(فـــإن  | ybxad cd( وبالتـــالي 1-33 ، )نظريـــة �  ن  ن  |
),( bac   . 

 38.1تعريف 
يقـــال  نهمـــا  ولإـــان لبعةـــهما الـــبع  ،  و  ,ab  ســـالبالالعـــدأان الصـــحإحان يرـــ  

),(1 ولإان نسبإاً إذا كان   ba . 

 31مثال 
rrrهـ   4وامـل لكـون عنسـبإاً  ولإـان  4 ,9   9بإنمـا ت ـك الخاصـة العـدأ  1,2,4

rrrفه    . 1هو  4 ,9ب  الأكبر شتر  اتعامل ال، وبالتالي فإن  1,3,9

 39.1نظرية 
 ,yxإذا كــان وفقــا إذا و ــد نســبإاً  ولإــان  ,ba  ســالباليرــ  العــدأان الصــحإحان  

� 1بحإ  كان  byax . )محايد بإ وت( 
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 البرهان
),(1لــــــإكن :    ba  يكـــــــون  1-37بااـــــــتخدام نظريــــــة ف، وبالتــــــاليbyax � 1  ،
 . ,yxلبع  

� 1وبالعك  لإكن :  byax   لبعyx, .  نفرض  ن),( bac bcac، فإن   |,| . 
|)(|1فــإن  33.1وبااــتخدام نظريــة  cbyaxc  c 1فــإن هــذا يعطــ   c!0ولأنــه  ��

),(1وبالتالي فإن   ba . � 

 1نتيجة 
bcaإذا كان  ),(1و  |  ba  فإنca | . 

 البرهان
),(1لأن   ba  1فإن � byax   لبعyx,  ونحصل ع ىcbcyacx  � . 
aaالآن  |  ،ba <فــإن  1-33حســ  نظريــة  ، ع إــه | @ybccxaa )()(|  ن  ن  �

ca |  .� 

 2 نتيجة
|,|,),(1إذا كان   cabcba  فإنbac | . 

 البرهان
),(1لأن    ca  1فإن � cyax   لبعyx, . 
akbbaوالآن  ـــــــــــبع   |�  ـــــــــــا نجـــــــــــد  ن  kل ـــــــــــالي فإنن kkcyakx، وبالت  ن  ن  � 

kkcybx bccc لأن،  �  |)(فــــإن  |,| kycxbc ( ، وهــــذا يــــ أن إ   1-33)نظريــــة  �
kcكون  cdk  و | bacacdakbإذاً ،  dلبع     |�    .� 



 
 
 

 ل الأولـــالفص

 

80 

 1-40تعريف 
يقـــال عنـــه  نـــه  ولي )عـــدأ  ولي( إذا كانـــع عوام ـــه هـــ   P!1 ن عـــدأ صـــحإح : 

 . 1rو  Prفقا 

 32مثال 
لإسـع  عـداأ  4 ,6 ,8 ,10ك هـا  عـداأ  ولإـة ، بإنمـا   2 ,3 ,5 ,7 ,11 ,13 ,17 ,19 
  ولإة .

 1-41تعريف 
يقال  نه مرك  إذا كان ير   ولإاً . وبتعب  رخـر فـإن العـدأ  n!1 ن عدأ صحإح  

بحإـــــ  كـــــان  .baإ   nيط ـــــق ع إـــــه مركـــــ  إذا كـــــان بالإمكـــــان تح إـــــل  n!1الصـــــحإح : 
1,1 !! ab . 

 1-42نظرية 
),(1إمــــــــــــــا ،  nعــــــــــــــدأ  ولي فإنــــــــــــــه لأن عــــــــــــــدأ صــــــــــــــحإح  Pإذا كــــــــــــــان    Pn  

PPn و   ),( . 

 البرهان
dPnنفرض  ن   Pdnd، وبالتالي فإن  ),(  |,| . 

d  عــــدأ مو ــــ  و ن العوامــــل اتو بــــة الوحإــــدة ل عــــدأP   و  1هــــP  وبالتــــالي تحققتــــع .
 � النظرية .

 نتيجة
abpكــــــــــــان   عــــــــــــدأ  ولي بحإــــــــــــ  Pإذا كــــــــــــان   aPفي هــــــــــــذه الحالــــــــــــة إمــــــــــــا  | |  

bP و  | . 
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 البرهان
aPبااــتخدام النظريــة الســابقة ، إذا كــان   ),(1فــإن  �|  aP  1، وبتطبإــق نتإ ــة 

bPفإننا نجد  ن  39.1من النظرية  | . � 
 والآن نقدم ما يسمى بالنظرية الأاااإة لع م الحساب .

 )النظرية الأساسية في علم الحساب( 43.1نظرية 
بصــورة وحإــدة  n، فإنــه يمكــن كتابــة  1عــدأاً صــحإحاً مو بــاً  كــبر مــن  nإذا كــان 

tk ع ى الشكل
t

kk PPP .... 21
21 

tPPPPحإـــ  :  !!!! i  ،ti، ك هـــا  عـــداأ  ولإـــة ، و نـــه لجمإـــ  قـــإم  321... dd1 
 . 0ك ها  عداأ صحإحة  كبر من   ikفإن 

 البرهان
إمـا  ن يكـون عـدأ  ولي  n . وقبـل كـل شـ ء نـبرهن  ن nبا اتنتان الرياضـ  ع ـى  

فإنــه مــن الواضــح  ن اتط ــوب تحقــق .  n 2 و يكــون حاصــل ضــرب  عــداأ  ولإــة ، عنــدما 
 mولكــ  نطبــق ا اــتنتان الرياضــ  فإننــا نجعــل كــل عــدأ صــحإح  n!2وبالتــالي نفــرض  ن 

nmبحإ  كان  �d2 . إما  ن يكون عدأ  ولي  و حاصل ضرب الأعداأ  ولإة 
ــــع  Pnإذا كان عــــدأ  ولي فإننــــا نتوقــــف وقــــد وصــــ نا إ  اتط ــــوب ، وإ  نعتــــبر   

abn . وبالتـــــالي فـــــإن  n صـــــغر مـــــن وكلاهمـــــا  ,baلـــــبع  الأعـــــداأ الصـــــحإحة اتو بـــــة   
nba �d sPPPa وااطة افتراض ا اتنتان الرياض ، وب 2, ...21  
nqqqb و ...21  

iiلبع  الأعداأ الأولإة  Pq is وهكذا فإن , qqqPPPn ......... 2121  
 إة .هو حاصل ضرب  عداأ  ول
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ع ـــى كونـــه حاصـــل ضـــرب مجموعـــة مـــن الأعـــداأ الأولإـــة بوااـــطة ئمإـــ   nالتعبـــ  عـــن عنـــد و 
 ع ى الصورة nلنا كتابته  يمكنالأعداأ الأولإة اتتساوية معاً . 

 ik
i

kk PPPn .... 21
21     (1) 

iPPPلــــــــــــــــــبع  الأعــــــــــــــــــداأ الأولإــــــــــــــــــة  !!!  الصــــــــــــــــــحإحة اتو بــــــــــــــــــة والأعــــــــــــــــــداأ  21...
ikti ,1 dd . 

هـو وحإــد ، وبالتـالي نفــرض  nلنثبــع  ن التعبـ  السـابق لـــ  tونطبـق ا اـتنتان الرياضــ  ع ـى 
  يةاً  ن :

 us
u

ss qqqn .... 22
21     (2) 

uqqqqلبع  الأعداأ الأولإة  !!!!  . is، والأعداأ الصحإحة اتو بة  321...
nPالآن  usتعطإنـــا  1|

u
ss qqqP ....| 21
isiqP 1-42تطبإقـــاً ل نظريـــة  . 211 . هـــذا  iلـــبع   1|

iqPفي النهاية يعطإنا  iqPوبالتالي فإن  ، 1| d1  وبنف  الطريقة ،jPq d1   لبعj . 
1111وبالتالي فإن  , qPPq dd  11يعطإنا qP   . 
11نفرض  ن  ks 11 نجد  ن �

11
ss qP  إننا نحصل ع ىف (2)و  (1)من   

 ui s
u

ssk
i

kk qqqPPPn ........ 3221
3221    

011ولأن  !� sk  فإننا نحصل ع ىnP us، وبالتالي مـن خـلال  1|
u

ss qqqn .... 32
فإننـا   32

iqPنحصل ع ى  11. ومـن ناحإـة  خـرك  2tiلـبع   1| Pqqi    1P، ومـن إ فـإن  � 
ــــى تنــــاق  ،  1qيمكــــن  ن تقســــم  ــــالي . وهــــذا يــــ أن ع  ksبالت skباتثــــل  �1� ــــه  �1� . ع إ

11 sk  يعطإان : (2)،  (1). إذن   
 ik

i
kk PPPh .... 32

32     (3) 
 us

u
ss qqq .... 32
32      (4) 

)2(يو ــد عــدأ  (3)وحإــ   نــه في  �t  مــن الأعــداأ الأولإــة اتخت فــة فإننــا نحصــل بااــتخدام
11 عبـــــ ان متشـــــا ان . وهـــــذا يعـــــني  نت (4)،  (3)ا اـــــتنتان  ن ا فتراضـــــان  � � st  ،

st)وبالتالي    )iiii skqP tiحإ   ,   dd2 . وهذا يبرهن النظرية ، 
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......1إذا كانــــــــــــع  22
22    rt s

r
sk

t
k qqPPc  0فــــــــــــإن...... 22       rt sskk 

0,0لكون كل  مرفوضوهذا  !! ji sk . 
nc. مــــــــــن الواضــــــــــح  ن  c!1إذن  ــــــــــالي � ــــــــــتراض ا اــــــــــتنتان : . بالت  وعــــــــــن طريقــــــــــة اف

11 � � tr  وri sk iiو    qP 12لكـــــــــــــــــــــــــــــــــــــل    �dd ri  وبالتـــــــــــــــــــــــــــــــــــــاليtr   
jijj qPsk rjلكل  ,   dd1 . وبالتالي فقد برهنع النظرية � 

 نتيجة
 مجموعة الأعداأ الأولإة لإسع منتهإة . 

 البرهان
نفــرض  ن مجموعــة الأعــداأ الأولإــة منتهإــة ، وبالتــالي يمكــن وضــعها في تنــا ر  حــاأن  

^م  المجموعة  `n,...,3,2,1  ، عدأ طبإع   لبعn . 
iPifلـــإكن  niلكـــل  )(  dd1  بالتـــالي فـــإن ،^ `nPPP ...,, هـــ  مجموعـــة كـــل الأعـــداأ  21

 الأولإة .
321...1والآن اعتبر العدأ الصحإح  �nPPPP . 

ــــ   ن .....11 وحإ 321 !�nPPPP  ــــه يو ــــد عــــدأ  ولي ــــة الســــابقة فإن  q، وبتطبإــــق النظري
|)...1(بحإــ  كــان  321 �nPPPPq  والآن فــإن كــل الأعــداأ الأولإــة يجــ   ن تكــون ضــمن ،

^عناصر المجموعة  `nPPP ,..., iPq، وبالتالي  21 niلبع     dd1  وهذا ي أن ع ـى كـون ،
nPPPq ...|  ، وبالتـالي فـإن ر ينـا قـد  بـع . ، والذن يتنافى م  اتنطق q|1 لذلك كنتإ ة   21
� 

 1-44تعريف 
niو  i، عـــدأ كـــل الأعـــداأ الصـــحإحة  1tnلأن عـــدأ صـــحإح   dd1    بحإـــ

),(1كان   jn  تسمىM (بالرم   أالة  وي ر ) و أالة توتإنع( ويرم  لها(nM . 
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 33مثال 
 2)4(,2)3(,1)2(,1)1(  �  MMMM  

 ، فإننا نلاحأ  ن : (1)بداية بالعدأ  5,4,3,2,1,...,12فإننا نعتبر  M)12(لحساب 
 ,1)12,5(,4)12,4(,3)12,3(,2)12,2(,1)12,1(       
 2)12,10(,3)12,9(,4)12,8(,1)12,7(,6)12,6(       
 12)12,12(,1)12,11(    

 تحقق شرفي التعريف . 11,7,5,1فقا الأعداأ  وبالتالي فإن
)12(4إذن   M . 

 . n!1اهل لكل  nM)(فإما ي   نعط  صإغة ئعل حساب 

 1-45نظرية 
kPPPإذا كانع :   ,...,,  فإن : nعوامل  ولإة فت فة ل عدأ  21

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� 

kPPP
nn 1

1...
1

1
1

1)(
21

I  

 البرهان
ktktt نستطإ   ن نكت  : PPPn .... 21

21  
kPPP لبع  الأعداأ الأولإة : !!! ...21 

it  ،kiول عــداأ اتو بــة الصــحإحة  dd1   حإــnrnr dd 1,1),(  إذا كــان وفقــا
221إذا كان  ,...,, PPP  ن منهم   يشكل عاملًا ل عدأ r . 

 iPوالــتي   يكــون  ن منهــا لــه  n,1يعتــبر مــن الأعــداأ الصــحإحة ويقــ  بــ   nM)(العــدأ  ?
 عاملًا .
ــــة اتخت فــــة و ن مــــن العوامــــل 2tmلأن  iqqq الأولإ ,...,, ....)(ضــــ   mمــــن  21 2

m
ii qqqM 

  يقبـــــــــل القســـــــــمة ع ـــــــــى  ن مــــــــــن و  tmيســـــــــاون عـــــــــدأ الأعـــــــــداأ الصـــــــــحإحة اتو بــــــــــة 
jqij ,1 ddضح  ن :. من الوا 
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 )(..., 221
)( nkPPn MM       (1) 

 ، فإننا نبرهن  ن : iبااتخدام ا اتنتان الرياض  ع ى 
 »

¼

º
«
¬

ª
�»

¼

º
«
¬

ª
�»

¼

º
«
¬

ª
� 

i
qqq qqq
m

i

1
1...

1
1

1
1)(

21
,...,, 21

I   (2) 

 ه  : 1qوالقاب ة ل قسمة ع ى  tmالآن الأعداأ الصحإحة اتو بة 
 1

1
11 ...,2, q

q
mqq »
¼

º
«
¬

ª  

 هذه عدأها
1q
m . 

«وبالتــالي فــإن البــاق  
¼

º
«
¬

ª
� �

11

1
1

q
m

q
mm  هــو عــدأ صــحإح مو ــ tm  وهــ  يرــ  قاب ــة

 . 1qل قسمة ع ى 
̧¸ونتإ ة لذلك فإن 

¹

·
¨̈
©

§
� 

1

1
1)(

q
mmM . 

 . mلأن عدأ صحإح مو   و  i 1دأ تتحقق ل ع (2)وبالتالي فإن 
ــــبع   ــــق ا اــــتنتان الرياضــــ  ، افــــرض  نــــه ل siولنطب تتحقــــق لأن عــــدأ صــــحإح  (2)،   

121. ولـــتكن :  mمو ـــ   ...,, �sqqq 1( هـــو( �s لعوامـــل الأولإـــة اتخت فـــة ل عـــدأ مـــن اm 
 يمكن  ن يكون لها عوامل  ولإة  كثر( وبالتالي : m) حأ  ن 

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� 

22

)(
21

1
1...

1
1,...,,

qq
mqqq m

sI   (3) 

تقبــــل القســــمة ع ــــى  ن مــــن والــــتي    tmمجموعــــة الأعــــداأ الصــــحإحة اتو بــــة  Xلــــتكن 
iqsi ,1 dd . 

||تحــدأ العــدأ  (3)وبالتــالي فــإن  X  مــن عناصــر المجموعــةX  . بعــ  عناصــرX  ربمــا يقبــل
 . 1�sqالقسمة ع ى 

 ه  : 1�sqوقاب ة القسمة ع ى  tmالآن الأعداأ الصحإحة اتو بة 
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 1
1

11 ...,2, �
�

�� »
¼

º
«
¬

ª
s

s
ss q

q
mqq  

ــــى  Xالعنصــــر مــــن  ــــابلاً ل قســــمة ع  ــــى الصــــورةفقــــا  1�sqاــــإكون ق .1 إذا كــــان ع  �sqd  ،

1
1

�
dd

sq
md وكانــع ، d يرــ  قاب ــة القســمة ع ــى  ن مــن iqsi ,1 dd  وبالتــالي فــإن .

مـــن الأعـــداأ الصـــحإحة  uمســـاونل ل عـــدأ  1�sqالغـــ  قاب ـــة ل قســـمة ع ـــى  Xعـــدأ عناصـــر 
dاتو بة 

q
m

s
t

�1
iq  ،si الغ  قاب ة ل قسمة ع ى  ن من  dd1 : وبالتالي ، 

 um
s

m
s qqqqqq � 
�

)(
21

)(
121 ,...,,,...,, II     (4) 

 تعط  : (3)ومن ناحإة  خرك خلال فروض ا اتنتان الرياض  فإن 
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

�1
,...,, 21

s
qqq q

mu
s

M  

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� 

� ss qqqq
m 1

1...
1

1
1

1
211

   (5) 

 فإننا نحصل ع ى : (5)،  (4) ، (3)بااتخدام 
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� 

�� 121
,...,,

1
1...

1
1

1
1)(

121 s
qqq qqq

mm
s

M  

 . iتتحقق لكل  (2)وبالتالي فإن 
 يعطإان : (2)،  (1)إذن 

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�  

k

n
kPPP PPP

nn 1
1...

1
1

1
1)(

21

)(
...,, 21

MM  

 � وهذا يبرهن النظرية .

 نتيجة
),(1  كــــــــــــــــان بحإــــــــــــــــ d1عــــــــــــــــدأان صــــــــــــــــحإحان  ,baإذا كــــــــــــــــان    ba  فــــــــــــــــإن

)(.)()( baab MMM   . 
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 البرهان
ـــــــإن النتإ ـــــــة  (1)يســـــــاون  b و  aإذا كـــــــان  ن مـــــــن   حإـــــــ  واضـــــــحة التحقـــــــق ف

1)1(  M. 
kks فإن b!1كذلك   a!1وبالتالي لإكن  PPaqqb s DDEE ...,... 11

11    
kiكــــــل لحإــــــ   dd1  وsj d�1 ، ii qP لأن  jE!0و  iD!0 عــــــداأ  ولإــــــة ،  ,

1),(  ba  ،1
2121 ,...,,,...,, sk qqqPPP  فت فة . ك ها  عداأ  ولإة 

sk الآن :
sk qqPPba EEDD ........ 11

11  
 وبتطبإق النظرية السابقة نجد  ن :

 ¸̧
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 ¸̧
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 34مثال 
 22 3.236 12وبالتالي فـإن :   

3
1

1
2
1

136)36(  ¸
¹
·

¨
©
§ �¸

¹
·

¨
©
§ � I  مباشـرة ، وبصـورة

 يستطإ   ن يتأكد بأن :
 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35 

 . 36وه   قل من  36ل عدأ   عداأ  ولإة نسبإاً وه  

 ملاحظة
),(1النتإ ـــــــة الســــــــابقة لإســــــــع صــــــــحإحة في حالـــــــة  zba  فع ــــــــى اــــــــبإل اتثــــــــال ا عــــــــل ،

4,6   ab 24,)()4(2,)()6(2 وبالتالي فإن      IIII baab 
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)()24(8 و ن   II ab 
228 ولكن uz 

 46.1نظرية 
1,1إذا كانع  tt nd فإن ¦  

nd

nd
|

)(I 

 
 البرهان

ل وبالتــالي فإننــا نحصــ 1هــو  1فــإن العامــل الوحإــد اتو ــ  ل عــدأ  n 1إذا كانــع 
¦ ع ى    

nd

nd
|

1)1()( II 

,0 نفرض  ن n!1إذا كانع  11
1 ! DDPn 

1ه  فقا  nالعوامل اتو بة ل عدأ 
1

2
11 ,...,,,1 DPPP تالي فإن :وبال 

 ¦ ��� 
nd

rPPPd
|

2
11 )(...)()()1()( 1DIIIII  

  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
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11

1
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1
1

1
11 1

P
P

P
P

P
P D  

  )(...()1(1 11
11

1
1

2
11

DD PPPPP ������  

  nP   1
1
D  

kإذا كانع : 
kPPPn DDD ...21

وا عل النتإ ة صحإحة لكل الأعـداأ  kD!0بحإ  كان   21
 من الأعداأ الأولإة اتخت فة كعوامل . 1�k ولها d1الصحإحة 

1نســــــــــتطإ   ن نكتــــــــــ  
1. DPqn ــــــــــ  كــــــــــان    kبحإ

kPPq DD ...2
، مــــــــــن الواضــــــــــح  ن :   2

1),( 1  Pq . 
1 تكون ع ى الصورة nوالآن العوامل اتو بة ل عدأ 

1
2

11 ,...,,, DdPdPdPd 
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 وبالتالي فإن :
 ¦ ¦ ¦ ¦���

nd qd qd qd

dPdPdd
| | | |

11 )(...)()()( 1DIIII  

 ¦ ¦ ¦��� 
qd qd qd

PdPdd
| | |

11 )(.)(...)(.)()( 1DIIIII  

 ¦ ¦ ¦��� 
qd qd qd

dPdPd
| | |

11 )()(...)()()( 1 IIIII D  

 ^ `¦�� 
qd

dPP
|

12 )()(...)(1 1 III D  

qP )من فروض ا اتنتان الرياض ( 1
1
D  

 n  

 تمارين محلولة
 

 1تمرين 
cbaإذا كانع    عداأ طبإعإة فإن : ,,

^ ` ^ `^ ` ^ `^ `cbacaba ,max,min,min,,minmax   

 الحل
cba  هو الأصغر ب aإذا كان  ^ فإن ,, ` aaaLHS   ,max 

bacaوالآن :  dd ^ي أن إ   , `cba ,maxd  وبالتالي ،aRHS   . 
 ومن إ فإن النتإ ة تحققع في هذه الحالة .

cbaهو الأكبر ب   aإذا كان  ^ فإن ,, `cbLHS ,max  
cbbaمرة ثانإة :  tt ^ي أن إ  :  , `cba ,maxt : وبالتالي ، 

 ^ `^ ` ^ `cbcba ,max,max,min   
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ومـــن إ فـــإن النتإ ـــة تحققـــع في هـــذه الحالـــة  يةـــاً ، وبالتـــالي فإنـــه يـــتم مناقشـــة حـــالت  فقـــا 
cabعندما  dd  وعنـدماbac dd  وبسـب  التما ـل في ،bc,  مـن حإـ  النتإ ـة اتـراأ

cabبرهنتها ، فإنه يكتفى  ن نناقش الحالة  dd . 
 ^ ` aabLHS   ,max  
 ^ ` acaRHS   ,min  

Ncba وبالتالي فإن النتإ ة تتحقق لكل �,, 

 2تمرين 
Ncbaإذا كــــان   <فــــإن  ,,� @ > @� �cbacaba ,,),(),,( ، وبمعــــآ رخــــر فــــإن عم إــــة   

HCF  تكون توفييعإة ع ى عم إةLCM . 

 الحل
<في حالة   @ 1,1,1   aLHS  1و RHS . 
<فإن  b 1في حالة   @ ),(),(,1),,( cacaLHScaRHS     
cbaوبالتـالي نفـترض  ن كـل مـن  b 1شـبإهة بت ـك الـتي فإهـا  c 1إن حالة   كـبر مـن  ,,
s يمكننا كتابة الواحد .

sPPPa DDD ...21
21  

s
sPPPb EEE ...21

21  
s

sPPPc JJJ ...21
21  

siiiiحإ  لكل  dd1,,, JED  . ك ها  عداأ صحإحة ير  االبة 
^لـــــــــــتكن  `iii EDG ,min   ،^ `iii JDT ,min   ،^ `iiih TG ,max   ،^ `iii JEI ,max   ،
^ `iii ID\ ,min  . 

ssPPPba لأن GGG ...),( 21
 ( :، )  بتها !  21

 > @ ss
ss PPPcbPPPca IIITTT ...,,...),( 2121

2121    
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> @� � s
sPPcaa \\ ...,, 1

<كـــذلك    1 @ sh
s

hh PPPcaba ...),(),,( 21
ـــان إ    21 ، وبالتـــالي فإننـــا نحت

iiبرهان  ن   . وبأا وب رخر يج  إ بات  ن iلكل  ! \
 ^ ` ^ `> @ ^ ` ^ `^ `iiiiiiiii JEDIDJDED ,max,min,min,min,,minmax    

siلكل  dd1 . 
 . (1)هذا ما برهناه في تمرين  ولكن

 3تمرين 
cbaعـــــــــــــــدأان صـــــــــــــــحإحان مو بـــــــــــــــان بحإـــــــــــــــ  كـــــــــــــــان :  ,baإذا كـــــــــــــــان    ),(  

<و  @ dba cdabفإن :  ,    . 

 الحل
cbaحإ   ن   kcaفإن  ),(     ،lcb   

 lcbkcacba    ,,),(  

),(1 ندع   ن  kl .  إذا كانdkl c ),(  : فإنldkd |,| cc 
acdbcd وبالتالي فإن |,| cc 

ccd:  )العامــــــل اتشــــــتر  الأع ــــــى( فــــــإن هــــــذا يــــــ أن إ  HCFولكــــــن مــــــن تعريــــــف  |c  و 
cudc c    لبعu . 

 قد تحقق . اأعا ناوبالتالي فإن  cd 1فإن  cud 1وبتعب  رخر 
lkca. من الواضح  ن  lkcالآن اعتبر  lkcbو  | xa. افرض  | xbو  |  بالتالي فإن : |

 lykwlcykcwbyawx  � �   

),(1ولكن   kl  إذنwl lmwوهذا يعطإنا  | lkcmalmx  و      
xlkc  ن  ن | 

<كنتإ ـــة  @balkc ، ومـــن خـــلال وحدانإـــة اتةـــاعف اتشـــتر  الأصـــغر فإننـــا نحصـــل ع ـــى   ,
lkcd ablckccd و      ))(( . 
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 4تمرين 
فــإن مجمــوع كــل الأعــداأ الصــحإحة اتو بــة الــتي  صــغر  2tmوضــح  نــه إذا كانــع 

)( هو mبالنسبة ل عدأ  والأولإة نسبإاً  mمن 
2
1 mmI 

 الحل
21)(نفــرض  ن  ,...,, mxxx I   هــ)(mI  ل عــداأ الصــحإحة اتو بــةtm  . الأولإــة و
1)(و  i. لأن  mبالنســـــــبة ل عـــــــدأ  mi Idd  ،mxi dd1  يعطإنـــــــاmxm i ��d1 

d  ،dmلأن عـدأ صــحإح مو ـ   |)(و  / ixmd <يعطإنــا  � @)(| ixmmd  ن  ن  ��
ixd ^ ونتإ ة لذلك : d 1وبالتالي  | `)(21 ...,, mi xxxxxm I �� 

jiوحإ   نه لأن  z  ،ji xx z  يعطإناji xmxm �z� . 
ixmفإننا نحصل ع ى   . وبالتالي فإن Xه  كل عناصر  �

 )(21)(21 ...(...)()( mm xxxxmxmxm II �� ������  

21)( ة لذلك فإنونتإ  ...(2)( mxxxmm II ���  
)( وبالتالي فإن

2
1

... )(21 mmxxx m II  ��� 
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 تمارين
 

kkإذا كــــــان :  -1
kk PPPaPPPb DDDEEE ...,... 2121

2121 هــــــ   عــــــداأ  ولإــــــة  iPحإــــــ     
0,0فت فة و ن كل  tt ii DE أ صحإحة ، برهن  ن :ه   عدا 

(i) k
kPPPba GGG ...),( 21

^حإ    21 `iii EDG ,min   لكلi . 
(ii) > @ k

kPPPba JJJ ..., 21
^حإ    21 `iii EDJ ,max   لكلi . 

2- ba, 120، و  مع ومــــــــــــة بتطبإــــــــــــق خوارفيمإــــــــــــة إق إــــــــــــدس rr dd 211 و rrqb �   ،
||0 1 br dd  ،10 rbqa �  

,,...,0, 211233221 ��� � �d� kkkk rrqrrrrrqr  
       120 �� dd kk rr  

 nتناقصــإة وك هــا يرـ  اــالبة ، يو ـد  ول عــدأ صــحإح  krحإـ  الأعــداأ الصـحإحة 
01إ  كان بح  �nr . 

),(  بع  ن :  barn 0||)نعتبر هنا  ن    br  ) . 
0,|,|,,1إذا كان  -3  ¸

¹
·

¨
©
§!

c
b

c
acbacc  فإن),( bac  ، برهن ذلك .  

Ncbaإذا كانع  -4 < ، وضح  ن : ,,� @ > @� � > @),(,,,, cbacaba   
),(1 عـــــــداأ صـــــــحإحة مو بـــــــة بحإـــــــ  كـــــــان  ,baه إذا كـــــــان وضـــــــح  نـــــــ -5  ba  فـــــــإن

),( baba  . 2 و  1إما يساون  ��
),(1إمـــــا  aهـــــو عـــــدأ  ولي إذا كـــــان وفقـــــا إذا كـــــان لأن  n!1بـــــرهن  ن :  -6  na  

an و  | . 
7- Ncba ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــع  ,,� ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  كان 222بحإ cba وضـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــح  ن  � 

kmnanmkbnmkc 2,)(,)( 2222 ــــبع    � �  Nnmkل ــــ  كــــان  ,,� بحإ
nm يكـون  mفيو ـ   و  nفـرأن و  mفت فة التما ل ، )بمعآ  نه إما  ,nmو ن  !

 فرأن( . nفيو   و 
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2 
 Groups   الزمر

 
 مقدمة

في الفصـــل القـــسنا مفهـــاس مفاـــال السم ـــسم يالرياهـــي يالسفي هـــسم ال اس هـــ    يفي  ـــ ا 
الفصــل هــاد أســن  أفقــاس لنفاهــ  ألــسل هــلز رة ــا ب هــ  الزمــرم   ي  ــل    أســرد الزمــرم   

يبفي هــ   Gمباــس دــنم  ي أأــرف    الزمــرم  ــ  ب ــسفم بــن ألــسل ر خــا  مــن  فيابــ   ــ   سلهــ  
يتحأــا نســب ائ ــسملم  ي ائقــ فيسم   اومهــ  ئفاــال الزمــرم رــا ي مــن  ــا   Gثاس هــ  مسر ــ  في 

    اـس  بــنم   ـ  مــن اوألفيـ  اكلرــ  . ـخل  مــر   ي ـ ي هــاد رـ ي .ا ــه اس مـن  ــم  
هســل ائمةلــ  ةــا  لســا ألررــ  الزمــر  م  ــ  رــ ي بر ــاس نســن .سررــ  الزمــرم   يدــن  مــل في 

 هزءاً مؤثراً في .ةاف الهانه    يألرر  اوبنام في اوي سم الحسله   

 تعريف وأمثلة -1
 1.2تعريف 
!الالـسل   : الزمرة  � ,G   ةهـG  فيابـ   ـ   سلهـ  ي  ـ  بفي هـ  ثاس هـ  مسر  

 ائق فيسم ال سله   ال نراهسم  ي رقفيى  مرم إذا ةأا  Gب ى 
Gcbacbacba:  قانون التنسيق -1 ��  ,,)()( . 
Geراهن باصر وجود المحايد :  -2  رقفيى محسرن   بحه   س    �

Gaaeaea ��    
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Gaلخــــــل باصــــــر وجووووووود ا:ع ووووووو  :  -3 Gaراهــــــن باصــــــر  � رقــــــفيى  ��1
aaeaaبحه   س     aمسخاس     �� 11   

بالإ ــــس   إش ال ــــري  ال مثــــ  القــــسنأ     ــــق  ال ــــر  ال ــــس  إذا تحأــــا .قــــفيى 
 الزمرم . نر ه   ي  نه ه   

Gbaabba قانون التبديل : -4 ��  ,   
!الزمرم � ,G   قـفيى  مـرم  ـ   (4)يالتي لا ر  أـا  هاـس ال ـر   ي ائقـ في.

!ما اهـــ   ـــق   G نه هـــ    إذا  سأـــع ا فيابـــ  � ,G     قـــفيى  مـــرم ما اهـــ.
 يإذا  س     ذلك  قنهس .قفيى  مرم    ما اه   

مم  ـــق  ائفـــس هي ائ قـــة  ل ـــ   الزمـــرم  ي أصـــ  الزمـــرم رس ـــل لـــ سب او ـــرا  ا ـــني 
  سم    يبال س   قأاس أسرد ش   الزمرم  

 2.2تعريف 
!الالسل الريا    � ,G   ائخا  من  فياب      سلهG   يبفي ه  ثاس هـمسر ـ   

 رقفيى ش    مرم ) ي أص   مرم( إذا ةأا ال ر   ي ائق في  ال سله    Gب ى 
Gcbacbacbaقوووانون التنسوووويق :  -1 ��  مــــت ال  ــــسن  اكز ــــ   )()(,,

  يمخااــس    أ  ــنل ةــا  شــ   الزمــر ائا اهــ    يشــ   الزمــر ال ــ  ما اهــ  يشــ    ل زمــر
رم ما فيسً    في اوصـل شـ    مـرم   نهافيـس مةظ    الزمأالزمر اونه ه  ي   اونه ه    

 السخس لهس ص ه سً ب ى السفيال  فيس هاا ح  م  اوم     هفيس نسن  
يالـتي  هاـس  Gفي يص   مرم مسها  ب ى ال خص    يحنم السفي ه  ال اس هـ  يا فيابـ  

مــن ائفيخــن .سررــ     ــر مــن .  أــا السفي هــ  ال اس هــ    لأــن ل في الفصــل القــ ا .ا ــهح  أــ  
  يبال ــس   ــق  ا فيابــ  الااةــنم يمخــن    دــز  إش السنرــن مــن  Gبفي هــ  ثاس هــ  ب ــى ا فيابــ  

!الزمـــر ائخ  فـــ    يمـــت ذلـــك إذا  ـــس  في الزمـــرم � ,G  لا راهـــن اة فيـــس  ةـــا   ز لـــ س
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ب ــى  انهــس  مــرم   إذا  فم      G ــ  ن قــسلى  إش ا فيابــ  بالاقــ   ل سفي هــ  ال اس هــ  هــاد أ
    مرم تحع تأث  السفي ه   Gأخا  مافي ين بالسفي ه     قأاس هاد أأا     ا فياب     

 أمثلة من الأعداد
 1مثال 

ـــ    ائسر ـــ    فيـــس  ي ـــ اس في الفصـــل اوي     ـــ  اكفيـــت السسمر اكـــزء ال سلـــ     بفي ه
 ـ  . نر هـ  ي.اقـهأه  ي   الصـفر باصـر محسرـن في بفي هـ   Zب ـى  فيابـ  اوبـنام الصـ ه   
Zaاكفيــــت   ي أــــ  لخــــل باصــــر    يبال ــــس   ــــق   aائسخــــاس اكفيســــ  ل ساصــــر  �a ــــق   �

!�� ,Z   ــ   مــرم  نه هــ    ياو  ــر مــن ذلــك  ــق !�� ,Z   ــ   مــرم  ــ  ما اهــ  لخــا 
Z    فياب     ما اه  

 2مثال 
ةه      فيـا  الصـ ه ين  فياب   ل اوبنام الص ه   ال   هسل      Zcل خن  

. ـــنر    Zcم  أـــ  تحـــع بفي هـــ  اكفيـــت       اكفيـــت في  Zcال ـــ  هـــسل ين  ـــا  ـــ  هـــسلا   
��c!  يبال ـس   ـق   Zcباصر محسرن بالاق   ل في فيابـ   0ي.اقهأ  يالصفر  ,Z    ـا شـ 

 فيابــ   ــ  ما اهــ    ا   يوز  Zc مــرم  نه هــ  نساصــر محسرــن   ي ــ   ــ  ما اهــ  باب  ــسف    
( Zc في b)بمسـ   أـ  لا راهـن  bلا راهـن بـنم صـ هح  ـ  هـسلا  Zcفي  za)0(باصر 

� 0بحه   س   ba   يبال س   ق  Zc   ا ش    مرم يلهقع  مرم  

 3مثال 
ل خن Q  فياب   ل اوبنام الاق ه  ال   صـفرر    ةسصـل  ـرد بـنمرن أقـ هين 

بال ـس   ـق     صفررين  ا بـنم أقـغ  ـ  صـفرز   Q  م  أـ  تحـع بفي هـ  ال ـرد   وز
� Qtsr    من ائسريد      ,,
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(i) trsstr )()(   
(ii) *1,1..1 Qrrr �   

(iii) � Q
rr

r 1
,1

1
. 

(iv) srrs   
يبال س   ق  Q   مرم  نه ه  تحع بفي ه  ال رد     

Q    مرم    ما اه  

 4مثال 
يمخـن ل  ـخص    را ـح     (3)في  ةاام ممسث      ك الـتي ا. سـع في م ـس  ف ـي  
ا فيابــ   CR  C  مــن اوبــنام ائر  ــ  يال ــ  صــفرر Rال ــ  صــفرر  مــن اوبــنام الحأهأهــ   ,

  نهس . خل  مر  نه ه  تحع بفي ه  ال رد    مً ماافيس  مرم    ما اه   

 5مثال 
    فياب  اوبنام ائر  ـ    يباسصـر س اكـ يف  Gبنم ص هح ماها ي  nلهخن  

.س ــل  مــرم  Gباصــراً    nلهــس  Gهــ ف    ــق   n  ةهــ      اــس  الااأهــ  ل ااةــن الصــ هح 
  نه ه  ما اه  تحع بفي ه  ال رد  

 6مثال 
^لــــــ خن     1̀,...,2,1,0 � nS   ةهــــــn ل ســــــنمرن      بــــــنم صــــــ هح ماهــــــا

Sba ba.سرد السفي ه   ,� دصـل ب هـ   cب ـى  هـسس  صـ ر بـنم صـ هح  ـ  هـسلا  
ba  ــــــــــــس     باـــــــــــــنمس   ) س ــــــــــــى هـــــــــــــ هل ائ ـــــــــــــس    nرــــــــــــ ي  قـــــــــــــفي   ب ــــــــــــى الســـــــــــــنم  �
^ ` 5,4,3,2,1,0   nS     142 ـــــــــــق     023  ـــــــــــ        ي خـــــــــــ ا(   السفي ه 

rba ي n ي مسهـــــسف ي.قـــــفيى اكفيـــــت بمأهـــــسس  Sبفي هـــــ  ثاس هـــــ  في   رـــــؤمز ب ـــــى  ـــــا   
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rba  .خــا   مــرم تحــع  ــ ي السفي هــ  ال اس هــ    S  يهــا ين     nرأ ــل الأقــفي  ب ــى  ��
Scbaل خن  �,,   

(i) : التنسيق 
dbarcdcbaلـ خن       ــا  ـا  صــ ر بـنم  ــ   dيةهـ      )(,

baص اس ب ه  بانمس هسلا م  أ  ة kndba هخـا  لـنراس  nالسنم  ب ى  قي � � � 
nkrcdالصـــ ه     يبائ ـــل  kلـــ سب  ـــهي  الصـــ ه     يبال ـــس   1kلـــ سب  ـــهي  � �1

  ق   
nrnkkrckndcba �d�� �� �� 0,)()( 1  

)( ا  ص ر با      هسلا دصـل ب هـ  مـن  قـفي   rائسسمل  او  م .ا ح     cba �� 
   nبالسنم 

scbaنافس الةررأ    إذا  س     سلا ةصـ اس ب هـ  رخا   ص ر با      ه s ق   )(
)(مــن  قــفي   cba )()(يمــن  ةهــ    ــر   nبالســنم   cbacba   بال ــس   �� ��

 لانن ي   .خا  م قسير    ,sr ق   ص ر ال اا   ال   هسل   
)()(إذ   cbacba     

(ii) وجود العنصر المحايد 
Saز و  ــــــــسم     � aa قأاــــــــس نهــــــــند إش إث    ــــــــ     0 na   ةه �d0   

anaa � � �  a صــ ر با ــ   ــ  هــسلا دصــل ب هــ  أ ه ــ   قــفي   a.سةهاــس  000
aaaيبال س   nبالسنم        S ا الساصر ا سرن في  0يبال س   ق   00

(iii)  وجود ا:ع و 
Saوز  000 ــــــــق   a 0إذا  ــــــــس   �   يو  قأـــــــــ   0za  يفي ةسلــــــــ   

nan ���0   San  يبالإ س   إش ذلك  ق    ��
 01)()( � �� �� nanaaan  
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)()(0ي  ا رسةهاس   � � anaaan   يبال س   ق  an تحـع  aرس ل مسخاس  �
السفي ه     
!  ييمخن .ا هح     . خل  مرم تحع  Sإذ  � ,S    مرم  نه ه  

 اصطلاح
)(mod n cba Zcbaةهـــ   �}  nرســـه نـــ  بـــنم صـــ هح ماهـــا  nي  ,,�

cba.أ ل الأقفي  ب ى  ��   

 7مثال 
 ل خن   

 ^ 1̀),(and1:  dd� nxnxZxS  

  فيس ر      Sبفي ه  مسر   ب ى  
Sbaلخــل  �,   ba baبــنم صــ هح ماهــا ر  أــا   ــس   باــنمس  صــ ر  ــا   رأقــي  .
abba  من الاا ح     n  ا رقفيى ال رد بمأهسس  n ب ى      

   Sبفي ه  ثاس ه  في      يلًا أا ح 
cbaلـــهخن   abnلا يمخـــن    رخـــا  صـــفر يإلا  ـــق   c  ا     هـــهخا  لا  /
),(1مس  ل  باب  سف   na  1ي),(  nb     يبال سnc �d1   يامم ب ـى ذلـك إذا  ـس   

1),( znc   قأـــ  راهـــن بـــنم  ي P   بحهـــ   ـــسcp npي  / abp  ي ـــ ا رسةهاـــس  / /   
cbaيبانمس   kPcab ق  ذلك رـؤمز إش  ـا        يباب  ـسف  kلسـنم الصـ هح   �

P  يش  قأـــ  إمـــس ap bp ي  / رأقـــي السسمـــل ائ ـــب  اوب ـــى نـــين  P  بال ـــس   قأـــ  إمـــس  /
an,  ي السسمــل ائ ــب  اوب ــى نــين bn,  1 و ي ــا مــن ائقــ  هل),(  na  1ي),(  nb 
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),(1  يبال ـــس    nc   يمـــن  ـــ ا ائاة ـــا  ـــق  Sc بفي هـــ      ـــ ا ر  ـــع تأ هـــن      �
   Sثاس ه  مسر   ب ى 

   n  ي السفي ه  .قفيى ال رد بمأهسس 
(i) التنسيق 

 إذا  س    
 121 ,)( rbarcrcba      

nkrcrرسه       221    2kلسنم ص هح   �
nkrabا      11 nkrcrي  لك  1kلسنم ص هح   � 221 �    

 ي  ا رؤمز إش  ا   
 nkrcnkab 221 )( � �  
 nckkrabc )( 122 �� �  

 ـــا  صـــ ر با ـــ   ـــ  هـــسلا ل الحصـــا  ب هـــ  مـــن  قـــفي    2rيهـــ خا  محصـــ   ذلـــك  ـــا  
cab)(   نااهةn   

 ينافس الةررأ  إذا  س   
 3)( rcba    

  يلخـن  nنااهـة   bca)( ا  ص ر با      هـسلا ل الحصـا  ب هـ  أ ه ـ   قـفي   3r ق  
)()( bcacab 32يبال س   ق     rr )()(إذ     cbacba     

(ii) وجود المحايد 
Saي أـــ     S�1مـــن الاا ـــح      aaa ـــق   ��    ـــس   ـــق   11  1يبال 

   S ا الساصر ا سرن في 
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(iii)  وجود ا:ع و 
Saلـــــهخن  ),(1إذ     �  na  يبال ـــــس  راهـــــن بـــــنمرن صـــــ ه ينyx,    بحهـــــ

� 1   س  nyax 
rqnxnr  ااف مه  الأقفي من  ةه    ر  يمن  � �d ,0 

  ق 
 )()(1 yaqnarnyarnyrqnanyax �� � �� �   (1) 

),(ا ــب   nrd ndيةهــ          rd ي / يناــسء  d/1هاــس     ــق  ائسسملــ  القــسنأ  .سة /
Srيبال ــس   ـــق   d 1ب ــى ذلـــك  )(1.سةهاـــس    (1)  مــرم   ـــر   � ��� yaqnar 

   nنااهة   ar ا  ص ر با      هسلا ل الحصا  ب ه  أ ه    قفي   1 ز    
 1مـــن  اـــس  ـــق    ra  ًيئـــس  سأـــع  ـــ ي السفي هـــ  . نر هـــ   قأـــ  ر  أـــا لـــنراس  ر ـــس

1  ar   1  يبال ــــس   ــــق� ar  فيS   يرخــــا  !� ,S  مــــرم  نه هــــ    يناــــسء ب ــــى 
),(1ذلك  ق    nr   يبال سSr �   
!يب ى ذلك  ق   � ,S    مرم   ييمخن    أ  أا من  انهس  نه ه  

 اصطلاح
cab(mod)ائأصام نخ سن اس   cab(    n)مأهسس       nب ى  سن   الأقفي   �

 ملاحظات
 من ائمةظ  أ   م  نر س       -1

 )()( cbacba  z  

cba قأاــس ن أقــ خنل    ي يلهــ  بالاقــ    nب ــى  هــسس  ــانهي  بــنام صــ ه    صــ ر مــن  ,,
 ا  .اقهأه  نصافم بسم   .خ ""  يبال س   ق  إله 
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Pn  سلــــ   سصـــــ    إذا اب ـــــل   -2 بـــــنم  ي     ــــق   ـــــل اوبـــــنام الصـــــ ه       
1,...,2,1 �P   اس  يله  بالاق   إش  P  ي  اس  ص ر منP   

!في  ـــ ي الحسلـــ   ـــق  � ,S   ـــ رة ـــا ب هاـــس  مـــرم اوبـــنام الصـــ ه   تحـــع بفي ه
   Pال رد بمأهسس 

 ال من ا:تجهاتمث
 8مثال 

 ــ   مــرم  0لخــل ائ  اــسم في ائقــ ا    يالــتي . ــن  مــن أأةــ  اوصــل  Vا فيابــ   
  نه ه     ما اه  تحع بفي ه  جمت ائ  اسم  

0الزمــرم  ــق  ائ  ــ  الصــفرز  في  ــ ي 
a ــا محسرــن اكفيــت   يلخــل م  ــ   &

a ــق   '
&

� 
a ا ائسخاس اكفيس  ل في    

'   

 من ا:صفوفات أمثلة
 9مثال 

nnلخــل ائصــفا سم ائرنســ   nG  ا فيابــ   nوز بــنم ماهــا   u  ب ــى اوبــنام
ائر  ــــ  . ــــخل  مــــرم  نه هــــ  ما اهــــ  تحــــع بفي هــــ  جمــــت ائصــــفا سم  سفي هــــ  ثاس هــــ    ائصــــفا   

nCAالصفرر  .س ل ا سرن اكفيس    يلخل     Aائسخاس ل فيصفا   .س ل  �A ق   �

 10مثال 
  فياب  ائصفا سم ال سله    Gل خن  
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  إأ  يمخن ينقاال  إث سم     ـل ائصـفا سم ال ـ  مافـرمم   ي   ا فيابـ   i �1ةه  
G  أــ  تحــع بفي هــ  ال ــرد ل فيصــفا سم    ــق  م G     خــا   مــرم تحــع  ــ ي السفي هــ.G 

     مرم ما اه  يلهقع . نر ه  ) ث ع ذلك(  
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 مثال لزمرة التحويلات
 11مثال 

  فيابـــــــ   ـــــــل ال  سمرـــــــل ائفيخاـــــــ   SA)( فيابـــــــ   ـــــــ   سلهـــــــ    يلـــــــ خن  Sلـــــــ خن  
,)( أـ  لخـل  1-17  لأن نر اـس في ألررـ   Sفي  sAgf إش  Sرسـه فااـسً مـن  fog   ـق   �
S    ًب ــــى  هــــسس    مسر ــــس> @)()()( sgfsfog Ssلخــــل      ــــس   ــــق   � لهــــس  sA)(  يبال 

 الخصس ص ال سله   
,,)(لخل  sAhgf �   

(i) )(sAfog � 
(ii) hgfgohf $$$ )()(     
(iii)  راهن)(sAi fififبحه   س     � $$      
(iv)  لخل)(sAf sAf)(راهن  � ffiffبحه   س   � $$ c  c   

 مـرم تحـع  ـ ي  sA)(  يبال س   صـ  ع  sA)(   بفي ه  ثاس ه  في  $""يبال س   ق  السفي ه  
 السفي ه   

 مـــرم ما اهـــ     يامم ب ـــى  sA)(باصـــراً ي    n!بهـــس  sA)(باصـــراً  ـــق   nبهـــس  Sإذا  سأـــع 
الفصـل اوي   23 فيـس  ـا ماهـام في م ـس    – ي    ـر مـن الساسصـر  3بهـس  Sذلك إذا  سأـع 

,)(  ااــــس  – sAgf fggf بحهــــ  � $$ z   يأ ه ــــ  لــــ لك  ــــق  )(sA  لهقــــع  مــــرم
 فيابـــ   ـــ  ما اهـــ   ـــق   Sبهـــس    ـــر مـــن باصـــررن   في ةسلـــ   ـــا   S نه هـــ  باـــنمس رخـــا  

)(sA    خا   مرم    ما اه  ي    نه ه. 



 
 
 

 الزمـــر

105 

 

 تمارين
 

ـــــ خن  -1 ـــــ     �Qل  ب ـــــى الا ـــــا  �Qمسر ـــــ  ب ـــــى   فيابـــــ  اوبـــــنام الاقـــــ ه  ائاه 
Qbaال س    لخل   ق   ,�

3
abba  !  نر ن     � � ,Q    مرم  نه ه  

,1 فيابـــ   ـــل اوبـــنام الحأهأهـــ  مسبـــنا  Sلـــ خن  -2 �يذلـــك ب ـــى  Sمسر ـــ  ب ـــى  
abbabaالا ا ال س     �� Sbaلخل     !  ي ح     ,�� ,S   ـ 
  مرم  نه ه   

الـــتي  بةهـــع في  ـــ ا الخ ـــسد  بـــث م ـــسلاً ةـــا   مـــرم  ـــ   نه هـــ     ـــ  بـــن . ـــك  -3
  هسنأسً 

لــ خن  -4R  0 فيابــ   ــل اوبــنام الحأهأهــ  مــس بــنا,مسر ــ  ب ــى  R  ب ــى الا ــا
babaال ــس     || ||  ةهــ    a  ــ  إش الأهفيــ  ائة أــ  ل ســنم .a  ي ــح  

     
(i) .اقهأه  في  R   

(ii)  ل سفي ه راهن محسرن  رقر    
 ــــ لك مسخــــاس  يمــــن لخــــل باصــــر في R    ــــل !�  ,R  ًمــــرم ط ابــــث هــــ  س 

 ل أ هن إهسن ك  

   [2نان  ممس محسرن  رقر بالإشسفم إش   1- ,1   إرشاد]
!ابـــث  م  ـــ  بـــن  ألفيـــ   -5� ,G  ةهـــ G   فيابـــ   ـــ   سلهـــ   ثاس هـــ  بفي هـــ 

 ه     بح Gمسر   في 
(i) !� ,G    1,2يحأا  ل من �� GG  3يلا يحأا�G   
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(ii) !� ,G    1,3يحأا  ل من �� GG  2يلا يحأا�G   
(iii) !� ,G    2,3يحأا  ل من �� GG  1يلا يحأا�G   

^اب ل    (iii)في ةسل     إرشاد] `baeG ,,,   يباه خنال اكني  ال س    Gمسر   في  
  e  a  b  
e  e  a  b  
a  a  e  a  
b  b  b  e  

 
لهقــــع . نر هــــ     ــــل يمخاــــك إكــــسم م ــــس  م ــــسن  .خــــا   هــــ   في  ــــ ا ائ ــــس    

   . نر ه  ط
ةــنم  ز اوألفيــ  الريا ــه  ال سلهــ  .س ــل  مــر   اذ ــر اوهــ سد ئــسذا لا .خــا  ال أهــ   -6

 ال س ه  لهقع  مرم  
(i)   فيابــــ G ائافــــرممل ائصــــفا سم  ــــ  لخــــ nn u  ب ــــى  فيابــــ  اوبــــنام

 ائر    مت بفي ه   رد ائصفا سم  
(ii)   فياب  اوبنام الة هسه N   تحع بفي ه  اكفيت 
(iii)   فياب  اوبنام الحأهأه R   تحع بفي ه  ال رد 
(iv)     ا فياب^ `cbaG تحع السفي ه  ال اس ه  ائسر   ي ا هـني  السفي هـ    1,,,

 ال س   
 

 1 a  b  c  
1 1 a  b  c  
a  a  1 c  b  
b  b  c  1 a  
c  c  b  a  1 
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 [  لخمرن]رسرد ذلك بالزمرم الربابه  
(v)   ا فيابــ^ `GJED ,,, G   تحــع السفي هــ  ال اس هــ  ائسر ــ  مــن  ــم  هــني

 السفي ه  ال س   
 

 D  E  J  G  
D  D  E  J  G  
E  D  E  J  G  
J  D  E  J  G  
G  D  E  J  G  

 
(vi)   ا فيابG  ةـن بحهـ  الخل اكـ يف الااأهـ  ل اn  إش  1.  ـ  مـنf  تحـع

 بفي ه  ال رد  
(vii)  ا فيابــــــــ ^ `0or0;,|),( zz� nmZnmnmG  ــــــــ   مــــــــت السفي ه 

   ا ال س  ب ى الا Gائسر   في 
),(),(),( bcadbdacdcba ��   

(viii)   ا فيابE   لخل اوبنام الص ه   الزيهه  مت بفي ه  اكفيت 
(ix)   ا فيابــE   لخــل اوبــنام الصــ ه   الزيههــ  مــت السفي هــ  ال اس هــائسر ــ   

 ب ى الا ا ال س   
baba 22 �   

(x)   ا فيابـK  لخـل اوبـنام الاقـ ه  ب ـى الصـافم
q
p   ةهـq  بـنم صــ هح

  رمز   مت بفي ه  اكفيت السسمر  للأبنام الاق ه   
 ةنم  ز مااس   (6)في ال فيررن ف ي  -7

(i)    مرم  نه ه  



 
 
 

 الفصل ال سأـــ 

 

108 

(ii)  نه ه       مرم  
(iii)    مرم يلهقع  مرم  ش  
(iv)   ل اوألفي  التي لا تم ل ش    مرم  

nnإذا  سأـــع  فيابـــ  ائصـــفا سم  -8 u اوبـــنام ائر  ـــ  . ـــخل  مـــرم مـــت بفي هـــ   ب ـــى
 رد ائصفا سم   نين  أ  إمس    رخا  جمهت باسصر ا فيابـ  مـن ائصـفا سم  ـ  

   مافرمم ي .خا  جمهساس  ائافرمم
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 دتمهي -2
في  ــــ ا اكــــزء هــــااس ا الخصــــس ص اوهسهــــه  ل زمــــرم يالــــتي .س ــــل في الحأهأــــ  ة ــــر  

ألرر  الزمر نسفيـا   مباـس أقـبهت مصـة  اس باـنمس أأـا   ي اوهسس في ناسء ال ةاف القسةر 
G   وز ررمــــز بال ــــرد ي  ــــ   مــــرم   بفي ه اــــس ال اس هــــGba ف إلهاــــس نااهــــة   قأــــ  ر ــــس ,�
ba .  

 3.2نظرية 
  مرم  ق    Gإذا  سأع  

 يةهن   Gالساصر ا سرن ل زمرم  (1)
Ga ل  (2)    Gل  مسخاس يةهن في  �
Gaلخل  (3) aa ق   �  �� 11)(   
Gbaكفيهت  (4) )(111 ق   ,� ���  abab   

 ملاحظة
ــــن        ــــل    أ ــــسنت نر ــــس  الالررــــ    مباــــس  يلاً دــــسي     أفاــــي إش  ز ةأهأــــ  أرر

Geأل ااــس   مــس  ــ  اومهــ  لهــس  ي ائ ــز  مااــس   مباــس أقــ سهن مــرم   ــر     باصــر    � 
Gaaeaeaفي ةسلـــ   Gرة ـــا ب هـــ  محسرـــن ل زمـــرم   2�G   G   ائقـــ في  ..  ��

   Gياةـن  أـث في   ن رؤ ـن  أـ  راهـن محسرـن  e أث رؤ ن يهـام محسرـن  Gفي .سرر  الزمرم 
Gfيبال ـــــــــس   أـــــــــن ر ا ـــــــــت ال ـــــــــخص  أـــــــــ  فبمـــــــــس راهـــــــــن باصـــــــــر   ـــــــــر  بحهـــــــــ   ـــــــــس   �

Gafaaaf   مح في ـــ  مـــن  ـــ ي الالررـــ  رؤ ـــن م ـــل  ـــ ي الحسلـــ  لهقـــع  1هـــزء    ��
ائسةــى راهــن ب ــى او ــل  aم تحــنم  أــ  ل ساصــر في .سررــ  الزمــر  3�Gيبائ ــل  ــق  ائقــ في  
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Gaباصر ياةن  11بحه   ��1 .. ��   aaeaa   ةهـe  ـا محسرـن ل زمـرم G  يلخااـس ن
 تحنم      ا الساصر يةهن  

صر ل  مسخاس يةهن   نسن اكـزء اوي  ياكـزء ال ـسن مـن نر اس     ل با 2في اكزء 
الالررــ  ر  ــح  أــ  مـــن القــاال     .   ــاف الفخـــرم يفاء  ــن اس مــن نر ـــس  اكــزء ال سلــ  ياكـــزء 

 الرانت من الالرر  القسنأ   

 برهانال
fef  ــــق   يبال ــــس   Gمحسرــــنا  ماهــــاما  في  ,feلــــهخن  -1  eب ــــى  هــــسس      

eefمحسرــن   ي ر ــسً  efefمحسرــن   ي ــ ا رســه     fب ــى  هــسس            
   ا رل ن يةناأه  ا سرن  

Gaلـــــــــهخن الساصـــــــــر  -2   يبال ـــــــــس   ـــــــــق   Gفي  ,yxاهـــــــــس    يلاأـــــــــل لـــــــــ  مسخ �
axexa ayeya    لك  ق       ي  ا رسةهاس        

yeyyxaayxxex      )()(  

 يةهن   aيبال س   ق  مسخاس 
Gaaaeaaةهـــ   أـــ  لخـــل  -3 �  ��  قأــــ  راـــ ر مـــن .سررـــ  ائسخــــاس     11,

aa  �� 11)(   
 ا     -4

> @ 1111 )()()( ����  abbaabab  
eaaaae    �� 11)(  

<   لك  ق    @)()()( 1111 abababab ����   
> @baab )11 ��  

ebbebb    �� .)( 11  

)(111 يرا ر    ���  abab 
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 نين الحذف()قوا 4.2نظرية 
Gcba مرم  قأ  لخل  Gل خن   �,, 

cbacab) سأا  الح د اورقر(   �  
cbcaba) سأا  الح د اويمن(    �  

 البرهان
)()( 11 acaabaacab ��  �  
caabaa )()( 11 ��  �  

eceb  �  
cb  �  

11 نافس الةررأ   ق    )()( ��  � acaabacaba 
cb  �  

 1ملاحظة 
 ال أ هــــــن ب ــــــى  ــــــا  السسمــــــل ائ ــــــب  في  دــــــ   ــــــرد م قــــــسيرين مــــــن ال ــــــريفز  

في الزمرم يمخن ا  صسفي  أـث في ةسلـ  واـافي في أفـس اكاـ    في الحأهأـ   ـق  ل مثـ  باسصـر 
  cba G   acbaفي  مرم  ,, .. cbفبمس لا رؤمز إش     نصافم بسم     

^ل ا ـــــــــــهح ذلـــــــــــك اب ـــــــــــل    3̀,2,1 S  يالزمـــــــــــرم)(sA    ـــــــــــل مـــــــــــن   SSf o:   
SSg o:    مسر  س  ب ى الا ا ال س 

 1)3(,3)2(,2)1(;3)3(,1)2(,2)1(       fffggg  
                   

,)(مــــــن الاا ــــــح     sAgf ــــــب  ل أــــــسفلم إث ــــــسم     � )(  أ ffggf $$$ يلخــــــن   
fff $z   

 2ملاحظة 
 ئ س  ال س   في ش   الزمرم  ااأين الح د  ن لا .  أا  فيس  ا يا ح في ا 
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 12مثال 
22مــن جمهــت ائصــفا سم ائرنســ   Sا فيابــ    u    ب ــى اوبــنام الصــ ه    ــ  شــ

  مرم تحع بفي ه  ال رد  
̧¸ ا  

¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

01
00

,
10
00

,
00
01

CBA 

ACABثمل باسصر بحه   س   CBيلخن    z   

 3ملاحظة 
الحـــ د   ييمخـــن .ا ـــه اس  هفيـــس   اـــس  شـــ    مـــر لهقـــع  مـــر يلخااـــس تحأـــا  ـــااأين 

  ر  

 13مثال 
 ــ  شــ    مــرم  نه هــ  تحــع بفي هــ  اكفيــت   مــن ائســريد ههــناً  أــ  وز  Nا فيابــ  

cbaثمل  بنام ص ه   ماه    ,,   cbcaba  �� � 
 يلخن   ا الالسل لهس  مرم  

 5.2نظرية 
  ز ش    مرم ما اه  دأا  سأا  الح د     مرم   

 البرهان
 ش    مرم ما اه  تحأا  سأا  الح د   ل خن   Sل خن  

 ^ `naaaaS ,...,,, 321     (1) 

Saاب ل  ز      ق    �1
 iniii aaaaaaaa ,...,,, 321     (2) 
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ijnji  اس مخ  ف    ةه   أ  وز  ,),1( dd   
jiljli ) سأا  الح د اويمن( aaaaaa  �  

إذا يفبمس في .ر.ها   ر   يبال ـس   (1)  اس  فين باسصر   (2)يبال س   ق  الساسصر الاافمم في 
Sai بةهاس  ز  Saراهن  � j  بحه  �

 lji aaa        (3) 

Sakيب ى يه  الخصاص راهن  lklبحه   س   � aaa  يبال س   ق     
 lkilkili aaaaaaaa )()(    

ــــسأا  الحــــ د ــــس  يباهــــ خنال   S   kiiاويمــــن في  يبال  aaa ــــافس الةررأــــ   iلخــــل      ين
nllllيباب  ــسف الساسصــر    aaaaaaaa ,...,,, يباهــ خنال  ــسأا  الحــ د اورقــر يمخااــس إكــسم  321

iitبحه   س   taباصر  aaa    iلخل   
tktk يبال س   أن ةص اس ب ى aaaa    

kiiikي  aaaaa ni  لخــــــــــــــــــل      الساصــــــــــــــــــر ا سمرــــــــــــــــــن  ka   هخــــــــــــــــــا   3,2,1,...,
   Sفي 

kiم خــ رن  kaنــنلاً مــن  eمباــس أخ ــا  بحهــ    maيمخااــس الأــا   أــ  راهــن  (3) ــي في ف   
lmk س     aaae    ينةررأ  م سبه    يباب  سف الساسصر     

 niii aaaaaa ,...,, 21  

eaaبحه   س     uaيمخااس إكسم باصر  ul   
mmulmukmuu بال س   ق  aeaaaaaaaeaa      )()( 

mllm ي  لك aaeaa    
ml يبال س  aa  �1 

   Sل  مسخاس في  Sيأق ا ر     ل باصر في 
Scba لخل Sيبال س   قأ  في  �,, 
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(i) cabbca )()(   (S   )ش    مرم 
(ii)  راهنSe Saeaaaeبحه   س     � ��     
(iii)  وز باصـرSa Saراهــن  � aaeaaبحهــ   ــس     � 11 ��  S  يبال ــس   ــق     

  مرم  
 �   ي  ا رل ن الالرر 

  تحأـا  ـااأين الحـ د G ـق   4.2  ة ها ألرر    ز  مرم ما اه   Gا   إذا  سأع 
 ي      ا في الاب  سف ههخا  لنراس مس ر    

 6.2نظرية 
ـــــــ  شـــــــ    مـــــــرم   تحأـــــــا  ـــــــسأا   G.خـــــــا   مـــــــرم إذا  ـــــــس  ي أـــــــث إذا  ـــــــس   G ما اه
 � الح د  

 ملاحظة
��!   13لاةـــظ  أـــ  في م ـــس    ,N    شـــ    مـــرم  ـــ  ما اهـــ  مـــت  ـــااأين الحـــ د
��!يلخــن  ,N    لهقــع  مــرم    ــ ا رســه    الالررــ  القــسنأ  لا يمخــن .سفيهفياــس ب ــى شــ

 الزمر ال   ما اه   

 7.2نظرية 
bax  ائسسمل ــس     Gفي  مــرم  ,baإذا  ــس    byaي    لهفيــس ةــل يةهــن لخــل   

   Gفي  ,xyمن 

 البرهان
bebbaabaaةهـــ         �� )()( bax ـــق   11 baxةـــل ل فيسسملـــ    �1   

   Gفي 
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bya ــــا ةــــل ل فيسسملــــ   bay �1نــــافس الةررأــــ   الحــــل تأي أ ه ــــ   يةناأهــــ    Gفي   
 �   Gاه خنال  ااأين الح د في 

 8.2نظرية 
مـــت بفي هـــ  ثاس هـــ  ر ـــسف إلهاـــس بال ـــرد .خـــا   مـــرم إذا  ـــس   G فيابـــ   ـــ   سلهـــ   

 ي أث إذا  س   
Gcbaلخل  (1) �,,       cabbca )()(   
Gbaوز  (2) bax ق  ائسسمل س   ,� byaي       Gلهفيس ة ا  في   

 البرهان
  اكزء أث إذا  

مـــن  تأي (2)يف ـــي  Gر  أـــا في  (1) مـــرم   مـــن .سررـــ  الزمـــرم  ـــق  ف ـــي  Gلـــ خن 
   2-7ألرر  
 اكزء if إذا  

  لخــ   (2)ي ــ لك  (1) فيابــ   ــ   سلهــ  مــت بفي هــ   ــرد ثاس هــ  تحأــا  Gلــ خن  
لــ   Gتح ــاز محسرــن ي ــل باصــر مــن  G مــرم  قأاــس د ــسإ  أــث إش .ا ــهح     Gأا ــح    
 مسخاس  

(i) وجود المحايد 
Gaاب ـــــل   aaxائسسملـــــ   (2)يبال ـــــس  يمـــــن  ـــــم  ف ـــــي  �    Gلهـــــس ةـــــل في   

Geيبال س   قأ  راهن باصر  aaeبحه   س   �     
Gbا   ل خن  Gyراهن    (2)يمن  م  ف ي  � yab  بحه   س     �     
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byaaeyeyabe إذ        )()( 
Gb ز    لخل    �   bbe     

ayaنــافس الةررأــ  ةهــ     ائسسملــ     Gf قأــ  راهــن  Gلهــس ةــل في    بحهــ   ــس   �
afabfb Gbلخـــــل  ,   ffe  نصـــــف   سصـــــ   � bbeةهـــــ     Gbلخـــــل    � 
efe ر سً ي  bfb و    Gbلخل    �   

feر    راــ  ebbbeيبال ـــس  دصـــل ب ـــى    Gbلخــل     رس ـــل  e  يمـــن إ  ـــق   �
   Gا سرن في 

(ii)  وجود ا:ع و 
Gaلـــــــــــــــ خن  aaGaaراهـــــــــــــــن  (2)مـــــــــــــــن ف ـــــــــــــــي  � ccc�ccc   بحهـــــــــــــــ   ـــــــــــــــس   ,,,

eaaeaa  c cc aeaaaaaaaaea  ق  , cc cc ccc ccc c c )()( 
aaeaa يبال س   أث ةص اس ب ى c  c 

c �1إذ     aa  ماهام فيG   
 � .س ل  مرم   G ق   (ii)ي  (i)بال س  يمن  م  

 ـ ي الالررــ  .سةــ  يصــفسً ل زمـرم   يب هــ   قأــ  يمخااــس بال سس ـا    أســرد الزمــرم ب ــى 
 الا ا ال س   

 9.2تعريف 
�!ألـــسل فيا ـــ    .,G   ةهـــG  بفي هـــ  ثاس هـــ  )ر ـــسف  ."" فيابـــ   ـــ   سلهـــ  ي

 ال سله    ائق فيسممرم إذا  سأع تحأا ال ري   ي إلهاس بال رد( رة ا ب هاس   
Gcbaلخل    �,,   
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(1) cabbca )()(     
baxائسسمل س     (2) byaي       Gلهفيس ة ا  في   

 ملاحظة
Gbaشــــ    مــــرم   يإذا  بةهاــــس لخــــل  Gمــــن  ةهــــ    ــــر  إذا    أــــث ائسسملــــ   ,�

bax  فبمس لا .خا   مرم   ي  ا مس را    ائ س  ال س    G ق   Gلهس ةل في   

 14مثال 
يمســرد  هاــس  Gمسةهــس  في  ,abبهــس ب ــى او ــل باصــرا      ز  فيابــ  Gلــ خن  

   bab     
i-    لـــــــــ خنGcba ccacbaبال ـــــــــس   ,,� cbcba  ي ر ـــــــــسً  .).(.   ..).(   

).(..).(يبال س   ق   cbacba     
ii-      ةهbab bx  ق    bax ا ةل ائسسمل         

bbabbb  ق  Gفي  ,baاب ل باصررن مخ  فين    .,. 
babb يرا ر من ذلك    ..   

baيلخــــــن  z   يبال ــــــس   ـــــــقG   لا تحأــــــا  ـــــــسأا  الا  صــــــسف   يبال ـــــــس   ــــــقG  لهقـــــــع 
 �  مرم  

 10.2نظرية 
.خـا   مـرم تحـع بفي هـ  ثاس هـ  ر ـسف إلهاـس بال ـرد إذا ي أـث  G فياب   ـ   سلهـ   

 إذا تحأا مس يأي  
(1) Gcbacabbca �� ,,)()(   
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Geراهن باصر    (2) Gaaaeبحه   س     � ��    
Gaلخل  (3) Gaراهن  � �c   بحه   سeaa  c   

 البرهان
 ل زمرم   1.2  أث إذا  . أ.ى من ال سرر   

   (3) ,(2) ,(1) سله  مسرد بهس بفي ه  ثاس ه  تحأا     فياب   Gأفر       إذا 
Gaلــ خن  Ga قأــ  راهــن  (3)مــن  ــم   � �c   بحهــ   ــسeaa  c  (3)مــرم   ــر  مــن 

Ga قأ  راهن  �cc    س  بحه eaa  ccc   
< ا     @)()()()( aaaaaaaaeaaaa cccc cccc c c 

> @aaaa cccc )(  
aeaaea ccc ccc )()(  

aa cc  
e  

aaeaa بال س   ق  c  c 
aaeaaaaaaea ي يامم ب ى ذلك  ق    c c )()( 

aeaae يبال س     
 � .خا   مرم   Gيب ه   ق  

 نافس الةررأ  يمخااس    أل ن مس ر    

 11.2نظرية 
.خـــا   مـــرم تحـــع بفي هــ  مسر ـــ  بهـــس ر ـــسف إلهاـــس بال ـــرد إذا  G فيابــ   ـــ   سلهـــ   

 ي أث إذا  سأع تحأا مس ر    
1- Gcbacabbca �� ,,)()(   
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Geراهن باصر  -2 Gaaeaبحه   س   � ��    
Gaلخل باصر  -3 Gaراهن باصر  � �c   بحه   سeaa  c   � 

 ال نر ين ال سلهين ل زمرم   ال سررفينرزيما   11.2   10.2الالرر س  

 12.2تعريف 
�!سل فيا ـــ  ألـــ  .,G   ةهـــG  بفي هـــ  ثاس هـــ  مسر ـــ   ."" فيابـــ   ـــ   سلهـــ  ي

 ل نراهسم ال سله   ارة ا ب ه   مرم في ةسل  تحأها  Gب ى 
1- Gcbacbacba �� ,,.).().(.   
Geراهن باصر  -2 Gaaeaبحه   س   � �� .   
Gaلخل  -3 Gaراهن  � �c   بحه   سeaa  c.   

 13.2تعريف 
�!ألـــسل فيا ـــ    .,G   ةهـــG  اس هـــ  مسر ـــ  بفي هـــ  ث ."" فيابـــ   ـــ   سلهـــ  ي

 رة ا ب ه   مرم في ةسل  تحأهأ  ل  نراهسم ال سله    Gب ى 
Gcbaلخل  �,, 

1- cbacba .).().(.     
Gaراهن باصر  -2 aaeبحه   س     �  .   
Gaلخل  -3 Gaراهن  � �c   بحه   سeaa  c .   

رة ــا ب هــ  ال سررــ  اويمــن ل زمــرم  ذي اكاــ  الهفيــ      مــس ال سررــ   12.2ال سررــ  
  هة ا ب ه  ال سرر  اورقر ل زمرم  ذي اكا  الهقر     13.2

Gaتحاز محسرـن  رقـر ي ـل باصـر    Gلربمس  Gكا    رمةظ    ش   الزمرم  � 
 فبمس لا .خا   مرم   ي  ا را ح من  م  ائ س  ال س    Gفبمس مسخاس  يمن يلخن 
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 15مثال 
   G ز باصـــر م  ــــع في  eيلــــهخن  (14)شـــ    مــــرم ائ  ـــفيا  في م ـــس   Gلـــ خن  

 بال س  يمن  م  ال سرر   
(i) Gaaea   ا محسرن  رقر   eإذ      ��
(ii)  لخلGa eaeةه   �    eبالاق   إش  a ا مسخاس  يمن ل ساصر  e ق    

يلخااـس ب فياـس     Gلـ  مسخـاس  يمـن في  Gي ـل باصـر مـن  eلهس محسرن  رقـر  Gيب ه   ق  
G    م ـــس  م ـــسن  ل ـــ   الزمـــرم الـــتي لهـــس محسرـــن  يمـــن يلهـــس  إأ ـــسءدـــن أـــب  ل أـــراء لهقـــع  مـــرم

 مسخاس  رقر لخل باسصر س   يلخن لا .ص ح    .خا   مرم  

 تمارين محلولة
 1تمرين 

G   xyxyإذا  س  في  مـرم   32 yxyxي    32 eyxي ـح        eةهـ     
   G ا الساصر ا سرن في 

 الحل
2332 � � xyyxxyxy  

2322232 ���    xyxyyxyxyxyxyx  
132 � xyxyyyx      (1) 

13232 ا   � � xyxyxyyxyxyx 
 1312 �� � xyxyxyyx  
 xyxxyyyx 312 � �     (2) 

xyxyxyxyxyxyxxyyxyxyy دصل ب ى (1)   (2)من  343113  � �� 
 xyxyxyyyxyxyxyxyxy 324   �  
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 32 )()( xyyx  �     (3) 

  ا صل ب ى (3)في  yمت  xن  نرل 
 32 )()( yxxy       (4) 

)()()()()()( مسسً رؤميا  إش   (4)   (3)يا    3232 yxxyyxyxyxxy     
 222 yxxxye    � �  

xyxxxxyxy بميم ب ى ذلك 2232 ��  �  
 eyyxx  � � �� 11  

exexexyxyx    اً   � � 3232 

 )إسبيل(   2تمرين 
 G  مــــرم   راهــــن بــــنما  صــــ ه س  ماه ــــس   يلهــــس  بالاقــــ   إش نس ــــافيس الــــ سب 

nm,   بحهــــــــــ   ــــــــــسmmmm abba nnnnي    abba Gba  لخــــــــــل     G  نــــــــــر ن     ,�
  نه ه   

 الحل
),(1ةه        nm     1 قأاس نجن � nymx  ل سب  Zyx �,   
 ا    

 nmxmnmmnnm bababa 1)()(   
nmnmxmnm bababa 1)()( �  

nnmmmnmn bbaaab �� )(  
mxmnab )(     (1) 

 نافس الةررأ  يمخااس إث سم     
 yabba nmnnynm )()(      (2) 

nymxnmnm ىدصل ب  (2)   (1)من  baba � )( 
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  mnnymxmn abab   �)(   (3) 

nymxnymx    اً  baab ��  
nymxnymx bbaa )(  

nynymxmx (3)من  baba  
nynymxmx من الفر  abab  

nymxxymx (3)من  ab ��  
      ba  

  نه ه    Gيبال س   ق  

 3تمرين 
 S رم ما اه     ث ع  أ  راهن    ش    مSe eeبحه   س     �  2   

 الحل
Sxلـــــ خن   ,,...,ما اهـــــ   ـــــق   S  ةهـــــ      � 32 xxx    اـــــس لا يمخـــــن    .خـــــا  

nmمخ  فـــ    يبال ـــس   قأـــ  راهـــن  بـــنام صـــ ه    nmبحهـــ   ـــس   ! xx    ـــ ا رسةهاـــس   
nkn xx nmk  ةه   �  �    

kknnknا      xxxx   يباهــ خنال  سبــنم الاهــ ا سإ الريا ــ  يمخــن    أــل ن     ��  2
mnkmn xx Nmوز  �  �   

2.,  ر سً  mnkmnkmnkkmnkmn xxxxxxx    ��� 
 mnkmnkkmnmn xxxxx    ��� .233  

 ي خ ا  
 الريا    قأ  يمخن    أل ن      الاه ا سإمرم   ر  يباه خنال  سبنم 

 mklkmn xx  �  
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Nlوز  knnkknصــــف   سصــــ   قأاــــس دصــــل ب ــــى ن   � xx nkkn ز     �  xx يلخــــن  2 
exnk     

exnk ت       

 4تمرين 
 G  مــــــرم ي Ga ــــــ  ي  � ــــــ بــــــرد بفي ه ــــــى   ثاس ه ــــــ  Gب  ! بحه� ,G  مــــــرم  

 سرن لهس  ا ساصر ال aي 

 الحل
yxayxب ى الا ا ال س   Gفي  أسرد   1� Gyxلخل   �,   

(1) Gzyx.اقهأه    لهخن   �,,   
 zayxazyxazyx 111 )()()( ���     

zyaxa 11 ��  

)()()( مرم   ر  111 zyaxazyaxzyx ���    
zyaxa 11 ��  

)()( يبال س   ق  zyxzyx   
Gxوز    (2) �   
xxeaxaax     الةررأـــــــــــــــــ     نـــــــــــــــــافس Gباصـــــــــــــــــر محسرـــــــــــــــــن في  e  ةهـــــــــــــــــ   �1
xexxaaxa        G ا محسرن  aإذ   �1

Gxل خن  (3)    يبال س   ق    �
 aeaaxxaaxxaaaxx      ���� 1111 )()(  

aaexaxxaaaxxxaa  س   إشبالإ      ���� 1111 )()( 
aaxx إذ  11 ��   
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!يأ ه   ل لك  ق  � ,G  ا  مرم مت a    في سرن لهس  

 5تمرين 
12 ث ع    ائسسمل      � aaxx لـ  لهس ةلx  في  مـرمG   إذا  ـس  ي أـث إذا  ـسa 

   G ا مخسا لساصر في 

 الحل
12أفــــــر       � aaxx  سن ــــــ  ل  ــــــل في G  يبال ــــــس  راهــــــنGc بحهــــــ   ــــــس   �

12 � aacc  رسةهاس  ي  ا 
 acaaeacacacaecacacccaca  �  � � � 31 )(  

3beيبالسخـــــــــــــس لـــــــــــــ خن    ـــــــــــــ  ةـــــــــــــل ل فيسسملـــــــــــــ   bx �3  إذ   Gفي  bلساصـــــــــــــر   
12 � aaxx    32343 و ���   bbbbaxx  31نهافيس ��  ba   

 6تمرين 
Syرأــس  بااــس  نهــس ما لفيــ  إذا  ــس  لخــل    Sشــ    مــرم   Saراهــن  � ةهــ    �

yyay س       
Sxش    مرم بهس ب ى او ـل ثـمل باسصـر ي سأـع  Sل خن  ^بحهـ   ـس   � `xS . ـخل  �

xx مرم ما لفي  إذا  س  ي أث إذا  س      S مرم   نر ن      2   

 الحل
xxإذا  سأـــــــع   xxx ــــــــق     2  xxxx ز     23   ^يا      `xSG �  
^خن ه مرم   ل `xSy yeyyy   ق   ��    G ا ا سرن ل زمرم  e  ةه �1  

^ يةه     `xGS  .خا  ما لفي    S ق   ] �
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Gyما لفيـــــ   قأاـــــس نهـــــند إش إث ـــــسم  أـــــ  وز  Sيبالسخـــــس لـــــ خن  � yxxxy      
xxyأفـــــر      z   ـــــق Gxy Gxyxy  يبال ـــــس     � يذلـــــك  ـــــ  مسأـــــا     )(�1 �
xxyيبال س   ق   xyxنافس الةررأ     Saما لفيـ   قأـ  راهـن باصـر  S  ةه     � 
xxaxبحه   س       
Gaإذا  س     ق    �

 xxxxxxax  � � 2  

Gaxaإذا  س     ق    , �
 xxxxax  � 3  

xxلـ خن  z2   ـق Gxu بهــس ب ـى او ـل ثــمل باسصـر  قأـ  راهــن  S  يةهـ      2 �
)( uv z  فيG   

vzuا      Gz  لخا   Gلهس ةل في    �   
 uxxxxzxzuzu      22 )(  

vu ز       xxي  ا رس ل    مسأا    يبال س        2   
 ملاحظة
Stراهن باصر  Sإذا  س  في ش    مرم    بحه   س  �

 ttxxt    

Sxلخــل  القــسنا لاةلاــس  أــ  إذا  سأــع  6  يبال ــس  في تمــررن  S.قــفيى  صــفر   t ــق   �
S  شـــ    مـــرم ما لفيـــ  بهـــس ب ـــى او ـــل ثـــمل باسصـــر   ي سأـــعSx ^بحهـــ   ـــس   � `xS � 

   S لـر   صف x مرم    ق  
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 تمارين
 

إذا  ـــس   م قــسيز الأـــام )إميم ا.اــع(رقـــفيى  a  باصــر  G.سررــ    في شــ    مـــرم  -1
aa Ga مــرم  ــق   G   ث ــع  أــ  إذا  سأــع  2  ا  رــنم ا.اع إذا ي أــث إذا   ــ �

ea س      G  ا سرن ل زمرم   
 إبث م سلًا ل     مرم تح از    ر من  رنم  اأع ياةن يلخن لا تح از محسرن   -2
3- (a)   شــــ   الزمـــرم ائا اهـــ  الــــتي تحأـــا  ــــسأا   3.2مـــن ائســـريد يمــــن  ـــم  ألررـــ   

مـت بفي هـ  ثاس هـ  بحهـ   G  ابـث م ـسلاً  فيابـ  ما اهـ   ـ   سلهـ  الح د     مـرم 
 لهقع  مرم   Gيلخن   سأان الح دتحأا  G سأع 

^اب ــل ا فيابــ     إرشوواد] `GJED ,,,,1 G   مــت السفي هــ  ال اس هــ  ائسر ــ  مــن  ــم
ني  ال رد ال س    ةهـ   أـ  لا يهـام بفيـام  ي صـ  يح ـاز أفـس الساسصـر في ه

 [ .مخسأين  ي    ر   يبال س   سأا  الح د تحأأسً 
 1 D  E  J  G  

1 1 D  E  J  G  
D  D  1 J  G  E  
E  E  G  D  1 J  
J  J  E  G  D  1 
G  G  J  1 E  D  

 
(b) خــا   مــرم تحــع  ز بفي هــ   4ي  3ي  2ي  1 الساسصــر ي ــح     ز  فيابــ  بهــس.

 ثاس ه  ر  أا مساس  سأا  الح د يا سرن  
 رـنم ا.اع  تح ـاز Gمت محسرن  ـ   مـرم إذا ي أـث إذا  Gنر ن    ش    مرم ما اه   -4

 ياةن  
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 بث م سلاً را ح  أـ  إذا  هـأةاس ا سرـن مـن القـؤا  القـسنا    ـق  الا ه ـ  لا .خـا  
 ص ه    

 إرشاد
   4تحع بفي ه  ال رد بمأهسس  G }2,0{اب ل 

ــــ خن  -5 Ga  وز أــــا  مــــت الخسصــــه  الــــتي . eشــــ    مــــرم لهــــس محسرــــن  Gل راهــــن  �
Ga eaaبحه   س  إمس  '� eaa ي  '    مرم      G  نر ن     ' 

  بحه   س   eش    مرم مت  رنيم ا.اع  Gل خن  -6
(i)  ل باصر في G  ل  ب ى او ل مسخاس  رقر ياةن بالاق   إشe   
(ii)  ل باصر في G  ل  ب ى او  ر مسخاس  يمن ياةن بالاق   إشe   

  مرم  .خا   Gي ح    
)(222 مرم بحه   س     Gأع إذا  س -7 baab Gbaلخـل    كـا  Gي ـح     ,�

   )إنناله (   .خا  
 م سلًا ل ا هح      ي الا ه   لا .  أا بالاق   ل     مرم    بث

iiiس   مرم بحهـ   ـ Gإذا  سأع  -8 baab يلخـل  iل مثـ   بـنام صـ ه   م  سلهـ   )( 
Gba    )إنناله (.خا   G  ي ح     ,�

  بث م سلًا ل ا ح      ي الا ه   لا تحنل بالاق   ل    الزمرم  
 إرشاد

 [14]اب ل م س  
nnn لا .  أـــــا إذا ا ب ـــــاس السم ــــــ  (8)قـــــأل  ف ــــــي ي ـــــح    أ ه ـــــ  ائ -9 baab  )( 

 لسنمرن ص ه ين م  سلهين  أث  
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}1,,,{اعتــــــــــــــــــ     إرشاااااااااااااااااا  ] kjiT rrrr     1222وعــــــــــــــــــ �   kji  
ijkkjkjiijو  jikkiو  , �  �  يطلـــــ   Tتكـــــر    ـــــ    Tفـــــ     � 

 [ .n 5,4خذ ،  عليها الز    الكراتيرينية
Gaeaا كا  في       ا وضح أنه إذ -1  . )إبدالية(تكر   Gف    2 ��

baabababeab   إرش  ]    � ��� 1112 )()(. ] 
شــــبه   ــــ    نتهيــــة  ــــق طــــران  ا ــــذ  ا ت ا  ــــة ، أ  أ   Gأثبــــه أنــــه إذا كانــــه  -2

zxyzxy  . )إبدالية(تكر        Gف     � 
)()(اعت     إرش  ] yxxxxy  . ] 

بحيـــــــــــــ  كـــــــــــــا   eيختلـــــــــــــ  عــــــــــــ   ايـــــــــــــد  cعنصـــــــــــــ   Gإذا لم يكــــــــــــ  في   ـــــــــــــ    -3
ecbaab   222  تكر  إبدالية . Gالي ب  أ  بالت ,baتتح   لكل  )()(,

eaعلى النحر التالي :  naت     nوأ  عدد صحيح  Gفي       aلأ   -4  0 
aaaفـــ    رجـــ   nإذا كـــا   nn mnســـالباي أ  أ   nوإذا كـــا    �1. حيـــ    �

m    عدد صحيح  رج  ف)( 1� aan : ب ه  ال ران  التالية 
(i) nnn aaa ���   )()( 11 . 
(ii) mnmn aaa � . . 
(iii) mnnm aa )(  . 
(iv)  لكلGx �  :xaxaxx nn 11 )( ��   . 
(v)   إذا كاbaab nnnف      baab  )( . 

G  :xyxyإذا كـــا  في   ـــ    -5 nn yxyxو   �1 nn Nnلـــب     �1 ثبـــه أ  . أ �
eyx  . Gهر  ايد الز     eحي     
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Gxشــــبه   ـــــ   ولكــــل  Gهــــايز( ) -6 بحيــــ  كـــــا   Gفي  yيرجــــد عنصـــــ  وحيــــد  �
xxyx  هي      . G. ب ه  أ    

ــــــــتك   -7 ــــــــ  فيهــــــــا  Sل ــــــــه لشــــــــبه   ــــــــ   وال xxkو  1tk ــــــــدد صــــــــحيح  ب  �1  
yyxxxyو  kk  . إبدالية Sضح أ  . و  Sفي  ,yxلكل   

Seشـــــبه   ـــــ   بحيـــــ  أنـــــه يرجـــــد  Sلـــــتك   -8 xxeيح ـــــ  :  � Sxلكـــــل    �  .
Syxyxافــــكل لكــــل  و    تــــ   �z Swيرجــــد عنصــــ  وحيــــد  ,),( بحيــــ    �

yxwكا    تكر       . S. وضح أ    

لــتك   -9
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


z��¸̧
¹

·
¨̈
©

§
:,مع0  yxRyx

yx
yx

J   وضــح أ .J  تكــر  شــبه

لـه  Jلهـا  ايـد أي ـ  وكـل عنصـ   ـ   J     تحـه علليـة ضـ لم ا صـفرفاو ، وأ  
                     )الجرالم : لا( . Jهل    كرس أيم  .

ــــتك   -11 Syxشــــبه   ــــ   إذا كــــا  لكــــل  Sل �,  ،22 yxyx ــــه أ       ــــ    S. أثب
 . إبدالية

ال ــاب  ا ــا لا تكــر  صــحيحة إذا كــا   (19)تيجــة التلــ ي  أعــم  ثــالاي لترضــيح أ  ن -11
yyxلدينا ف م  Syxلكل    22في حالة  ,� yxyyx Syxلكل     �, . 

^خذ    إرش  ] `baS bbbbaaabaaوع     ,     22 ,,,. ] 

 Subgroupsزية    الزمرة الج -3
مجلرعــة جزةيــة  A، ولــتك   Hعلليــة ثناةيــة في   مجلرعــة  ــير خاليــة و Hلــتك  
بالن ــبة إ   Hلهــا مجلرعــة جزةيــة  نل ــة  ــ   ي ــا  A.  ــ  ا  ــ و  أ   H ــير خاليــة  ــ  
ــــة  ــــة الثناةي Aba، إذا كــــا  لكــــل  ال للي Aba يكــــر  ,� ــــة ال اســــ   *� . في هــــذا ا ال
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AAAf ou:  والــذ  فيــهbabaf *),( ويشــاا لهــا  Aعليــه علليــة ثناةيــة في  يطلــ   
بالز    . 

 Aا ـا يحـدأ أ  تكـر   Gمجلرعـة جزةيـة  ـير خاليـة  ـ   A     ولتك   Gلتك  
نف ــها   ــ   تحــه نفــة ال لليــة .  ثــل هــذا  Aوأ   Gبة إ  ال لليــة الثناةيــة في  نل ــة بالن ــ

 ا الة تحدأ أحيانا ، وهذا يرصلنا إ  ا فهرم التالي :

 14.2تعريف 
مجلرعــة جزةيــة  ــير خاليــة  ــ   Hوكانــه    ــ   تحــه علليــة ثناةيــة  Gكانــه إذا  

G   ف .H     يطل  عليها      جزةيةG : إذا ح  ه  ا يلي 
(1) H  نل ة بالن بة لل للية  خاصة الاننلاق( .) 
(2) H  ال للية الثناةية في تكر       تحهH     ا ادثة . 

^و  Gب ـا ة ب هف نـ Gالمحايـد للز ـ    eلـيك   `e   جزةيـة  ـ   اي يكـرنا    ـG  هـذا .
 G ــ    ــ    H. الز ــ   الجزةيــة  G ــ  حتلــاي جزةيــة با  ــو الراســق  اي الز ــ  الجزةيــة ت ــلى   ــ  

^،  G  كل    ت لى      جزةية ف لية إذا كانه تختل  ع `e . 
، فبهــد  التلييــز نشــير داةلــاي لل لليــة  G  ــ   جزةيــة  ــ   H  ــ   و  Gإذا كانــه 
 . Gه لل للية الثناةية في ب  نشير بنفة الز   الذ Hالثناةية ا  د ة في 

 أمثل  على الزمر الجزية  -3
 16مث ل 

مجلرعة كل الأعداد الصحيحة الزوجية هي      جزةية      ـ   الأعـداد  Eالمجلرعة 
 . Zالصحيحة الجل ية 
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 17مث ل 
 . Qهي      جزةية         الأعداد الن بية الجل ية  Zالمجلرعة  

 18مث ل 
^ لتك  : ` ^ `iiGH �� � ,,1,1,1,1 

12حي   � i    فG   هي      تحه عللية الضـ لم ال اديـة لدعـداد ا  كبـة وت تـH    ـ  
 . Gجزةية    

 19مث ل 
22     الض لم لكل ا صفرفاو  ـير ا نفـ د   ـ  ال ـ ة  Gلتك    u  علـى الأعـداد

 مجلرعة ا صفرفاو التالية : Hا  كبة ، ولتك  
 »

¼

º
«
¬

ª
�

r»
¼

º
«
¬

ª
r»

¼

º
«
¬

ª
�

r»
¼

º
«
¬

ª
r

01
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,
0

0
,

0
0

,
10
01

i
i

i
i  

GH ــــ  الراضــــح أ   ــــا   � هــــي   ــــ   تحــــه علليــــة ضــــ لم  H،  10. كلــــا  لــــ  في  ث
 . G ت       جزةية    ت Hا صفرفاو . إذ  

 20مث ل 
بية ا رجبــة  ــير الصــف  هــي   ــ   جزةيــة  ــ    ــ   مجلرعــة الأعــداد الن ــ �Qالمجلرعــة  
 لكل الأعداد الن بية  ير الصف  . Q*الض لم 
واحـد )ا  ـةلة  idempotentه    خلا  ا  ي ة ال اةلة أ  الز    لها ف ـم أيـد برتن 

 اش    ا يلي :وحيد يأتي  ب G( وأ    كرس أ  عنص     (2)،  (1)اط  

 2-15قضة  
 ف   : G     جزةية     H     وكانه  Gإذا كانه  
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(1) e  المحايد فيG  هر أيضاي  ايدH . 
Haلكل  (2) Haف    � ��1 

الآ  نــ ه  الني يــة الــ  نــا يمكننــا تحديــد  ــا إذا كانــه المجلرعــة الجزةيــة ا  طــا   ــ  الز ــ   هــي 
      جزةية أم لا .

 2-16نظري  
إذا وف ــم إذا   G  ــ   جزةيــة  ــ   ت تــ  G ــ    ــ    Hالمجلرعــة الجزةيــة  ــير ا اليــة 

HabHba كا  : ��� �1, 

 البره ن
Hbaولــيك   G  ــ   جزةيــة  ــ   Hلــتك   فــ    (2) 2-15 ــ  خــلا  ال ضــية  ,�

Hb Habن تنتج أ   Hالانفلاق في  . فباستخدام خاصية ��1 ��1 . 
Habبحيـــ  كـــا   Gمجلرعـــة  ـــير خاليـــة وجزةيـــة  ـــ   Hوبال كـــة ، لـــتك   ��1 

Hbaلكل   فيكر  : ,�
i-   حي  أH  ير خاليـة ف نـه يرجـد علـى الأطـل Ha Haa، وبالتـالي فـ    � ��1 

Heأ  أ    . eيحتر  المحايد  H، وعليه ف    �
ii-   لـــــــــــــــــــــتكHb He. حيـــــــــــــــــــــ   � Hbأ  أ   1�eb، كـــــــــــــــــــــذل   � إذ   ��1

HbHb ����1 . 
iii- HabHa Hbو  ���  ((ii))ح    ��1

 ���� Hba 11)( 
Habأ  أ    bbلأ   �  �� ـــــــــالي  )(11 ـــــــــة  نل ـــــــــة في Hبالت  .  G مجلرعـــــــــة جزةي

   ـــ    H، أ  أ   Gتن ـــي ية لأتـــا تن ـــي ية علـــى  H ـــ  الراضـــح أ  ال لليـــة الثناةيـــة علـــى 
 جزةية .
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 2-17نظري  
تكــر    ــ    Hفــ    Gمجلرعــة جزةيــة  نتهيــة  ــير خاليــة  ــ   H  ــ   و  Gلــتك   
Habإذا وف م إذا كا   Gجزةية     Hbaلكل :  � �, . 

 البره ن
 ف نه    خلا  الت  ي  : G     جزةية     Hنه إذا كا 

 HabHba ���,  

 . Gمجلرعة جزةية  نتهية و ير خالية     Hوبال كة لتك  
HabHba بح  : ���, 
لأتلــــا  Hتح  ـــا  في يشـــبه   ـــ    نتهيــــة ، وبالضـــافة إ  ذلــــ  طـــانرناي ا ــــذ   Hأ  أ  

 ( .2-6     جزةية )ني ية  H. بالتالي ف    G تح  ا  في 
mod)(يكــر   ,baنحــ  ن لــ  أنــه لأ  عــددي  صــحيح   m ba إذا وف ــم إذا   }

bamكــــــــــا   baأو  ــــــــــا يكــــــــــاف  أ   |� ــــــــــالي  m ضــــــــــاع  صــــــــــحيح لل ــــــــــدد  � . بالت
)(mod mba mba)(إذا وف ــم إذا كــا   } الــ  تتكــر   ــ   Zلز ــ   الجزةيــة في عــد اأ ��

 . m ضاعفاو 
 ط يــــــ  الااتبــــــائ بالز ــــــ   الجزةيــــــة  ,ab عــــــددي  صــــــحيح لــــــذا فــــــ   التطــــــاب  بــــــ  

)(m . 

 )التطاب  الأيم    ياا      جزةية(   2-18تعريف 
Gba. إذا أعطينــــا  G  ــــ   جزةيــــة في  H  ــــ   و  Gلــــتك    ي ـــــا   a، فــــ    ,�

ــــــــــــه ا طــــــــــــاب  الأيمــــــــــــ  إ   ــــــــــــاا  bل ^ H  ي mod)(رمزيا` mba r{   إذا وف ــــــــــــم إذا كــــــــــــا 
Hab ��1 . 
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 2-19نظري  
بالتطــاب  ا اصــة  }rفــ   ال لا ــة  G  ــ   جزةيــة في  H  ــ   وكانــه  Gإذا كانــه  

Ga. عـــلاو  علـــى ذلـــ  لأ   Gهـــي علاطـــة تكـــاف  في  Hالأيمـــ    يـــاا  فـــ   المجلرعـــة  �
^ `Hhha  . aتمثل فصل التكاف  الذ  ينتلي إليه  :�

 البره ن
Gbaلتك    . H المحايد eو  ,�

 الان كاس (1)
Heaaحي  أ   � �1 (Hmod )aa r{ . 

 التلاثل أو التناظ  (2)
HabHba r ��{ �1)(mod  

Hab �� �� 11)(  

Hba وبالتالي ف   : ��1 
)(mod Hab r{�  

 الت د  (3)
)(mod),(mod HcbHba rr {{  

HbcHab ��� �� 11 ,  
Hbcabac � � ��� ))(( 111  

)(mod Hca r{�  

ت  ــز  aCl)(. اج ــل  Gهــي علاطــة تكــاف  في  Hوبالتــالي فــ   علاطــة التطــاب  الأيمــ    يــاا 
 . أ  أ  : aلذ  ينتلي إليه ال نص  إ  فصل التكاف  ا

^ `)(mod:)( HabGbaCl r{�  

^ ير إ  المجلرعةتش Haواج ل  `Hhha �: 
)(mod)( الآ  HabaClb r{�� 
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 HaababHba � ��� �� )( 11  

HaaCl إذ  �)( 
Hac    أخ ى إذا كا   hacف    � Hhلب   ال ناص     � Hhca � � �1 . 

 )()(mod aClcHac r ��{�  

aClHa)( إذ  � 
HaaCl وبالتالي ف    )( 

 2-20تعريف 
 مجلرعة  صاحبة يمو . 

Ga. لأ   G     جزةية     H     و  Gلتك   � . 
^المجلرعــــة :  `HhhaHa المحــــدد   Hت ــــلى مجلرعــــة  صــــاحبة يمــــو للز ــــ   الجزةيــــة  : �

 . aبراسطة 
لي ــــه ســــرى فصــــل تكــــاف   ــــدد  Haأ  المجلرعــــة ا صــــاحبة اليلــــو  ل ــــد وجــــدنا 

 . a، والذ  ينتلي إليه  H (mod) براسطة ال لاطة ا تلثلة في التطاب  الأيم    ياا
 : لدينا 2-20وت  ي   2-18وت  ي   2-19   التشابه ب  ني ية  

 2-21تعريف 
  ـــ   جزةيـــة  ـــ   H  ـــ   و  G  ـــ   جزةيـــة : لـــتك   (mod) التطـــاب  الأي ـــ    يـــاا 

G  لل ناصـــــ  ا  طـــــا .Gba �,  ،a أي ـــــ  لل نصـــــ   اي ي ـــــلى  طاب ـــــb  يـــــاا  H  ا ـــــز ي(
)(mod Hba l{  إذا وف م إذا كا )Hba ��1 . 

 2-22نظري  
للتطــاب  الأي ــ   }lفــ   ال لاطــة  G  ــ   جزةيــة  ــ   H  ــ   وكانــه  Gإذا كانــه  
Ga. و  د  علــــــــــى ذلــــــــــ  لأ   Gهــــــــــي علاطــــــــــة تكــــــــــاف  في  H  يــــــــــاا  المجلرعــــــــــة :  �

^ `Hhah  . aهي فصل التكاف  الذ  ينتلي إليه  :�
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 لمجموع  المص حب  الةسرىا   2-23تعريف 
ــــــــــــــتك   ــــــــــــــة  ــــــــــــــ   H  ــــــــــــــ   و  Gل Ga. لأ   G  ــــــــــــــ   جزةي المجلرعــــــــــــــة :  �

^ `HhahaH تتحــــــدد والـــــ   Hت ـــــلى مجلرعــــــة  صـــــاحبة ي ــــــ ى للز ـــــ   الجزةيــــــة  : �
 . aبال نص  

والآ  نــــ ه  ني يــــة  فيــــد  للنايــــة في المجلرعــــاو ا صــــاحبة بــــدو  اســــتخدام  فهــــرم 
  ـــ   جزةيــة ، و ــ  ناحيـــة أخــ ى فــ   هـــذا الني يــة ضــلنياي  تـــرا  في  (mod) التطــاب    يــاس

 . 2-19ني ية 

 2-24نظري  
Gbaوكا   G     جزةية     Hو       ، Gإذا كانه   ف   : ,�

(1) HaHHa ��  
(2) HabHbHa �� �1  
(3) HbabHaH �� �1  

 البره ن
Heالآ  )لأ   (1) � )HHaeaHHa  ��  

HHaHa أ  أ   �� 
Haليك   Hh، ف   لكـل  � Hhaيكـر   �   ـ   جزةيـة ، وبالتـالي  Hلأ   �

HHaو   الت  ي   � . 
Hhالآ  : لأ   �  ،Haahah � � )( HaHوهكذا ينتج  1 � . 

HHa إذ    
HaHHa وبالتالي ��  

(2) HbaHbHa ��  
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Haeaa حي  �  
Hh)لب    �) hba  � 

Hhab � � �1  

Hh    أخ ى )لب    �) habHab  �� �� 11 
hba  �  

bHhhbHHa )()(   �  

HHh)لأ     Hb ((1)ح     
HabHbHa إذ  �� �1 

  ــ    Hوكانــه  إبداليــة ــ      Gإذا كانــه  (2)شــبيه ل هــا  الجــز   (3)بــ ه  الجــز  
 . Gجزةية    

Hhف   لأ   �  ،Ga �  ،haah aHHaوعليه      . 
Gaلا يمكننـــا ال ــــر  أ  لأ   ــــ   إبداليـــة  ــــ    ـــير  Gولكـــ  إذا كانـــه  ولأ   �

HaaHيكر   H    G     جزةية    . 
aHHaبحيـ  يتح ـ   Hيمكـ  أ  تحـر    ـ   جزةيـة  G   هذا ا نطل  الز       

Gaلكل   كلا هر واضح في ا ثا  التالي :  �

 21مث ل 
         ا صفرفاو : Gلتك   
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HaaH)وضــح ذلــ ( . نــكر لل ــااإ كيفيــة إثبــاو أ   G  ــ   جزةيــة  ــ   Hإذ   لكــل   
Ga � . 
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 2-25تعريف 
إذا كــــــا  :  Gديـــــة  ــــــ  ي ــــــا  أتـــــا   ــــــ   جزةيــــــة عا G ـــــ    ــــــ    H  ـــــ   جزةيــــــة  

aHHa Gaلكــل    ^و  G، فــ    G للز ــ  بالن ــبة  � `e   داةلــاي   ــ ز  جزةيتــا  عاديتــا
   G  ز  الجزةيتا  ت ليا     اي جزةية زفهة .وهاز  الز  

^الز ـــ     `eG z    الـــ  لـــية لهـــا أ    ـــ   جزةيـــة عاديـــة  ـــير زفهـــة يطلـــ  عليهـــا   ـــ
 . G     جزةية عادية  ير زفهة     Hال اب   (21)ب يطة . في  ثا  

 .  كاف ة ذاتياي ال ادية ت    أيضاي بالز    الجزةية اللا تنير  أو      جزةية الز    الجزةية 
 هي      جزةية عادية . إبدالية   الراضح أ  كل      جزةية لز    

 الني ية التالية ت طينا ا اصية ا ليز  وا فيد  للز    الجزةية ال ادية . 

 2-26نظري  
Ghggهــــي عاديــــة إذا وف ــــم إذا كــــا  :  G ــــ    ــــ    H  ــــ   جزةيــــة   لكــــل  ��1

GgHh �� , . 

 الره ن
GgHh. وليك   G     جزةية عادية     Hلتك    �� , 

gHHg ف    )ت  ي  الز    الجزةية ال ادية(  
gHHghg والآ   � 

1ghhg وبالتالي ف   Hh ال ناص )لب      �1) 
Hhhgg أ  أ  � �

1
1 

      جزةية بحي  كا  : Hوبال كة ليك  
 GgHhHhgg ����� ,,1  
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Ga عت ا HhHhaaلأ   � ��� ,1 
aHhaaaha إذ  � � )( 1 

aHHa ون تنتج أ  � 
 ab �1 ليك 
Hhbb ف   ��1 

11111 ولك  )( �����   ahahaahbb 
Haha وهذا ي طي ��1 
Haaahaah بالتالي ف   � � )( 1 

HaaH وهذا ي ه  أ  � 
HaaH وبالتالي ف     

يمكــ  ت  يفهــا لتكــر   Gز ــ   ال ــ   Hهــذا الني يــة ترضــح بصــرا   كافزــة أ  الز ــ   الجزةيــة 
GgHhHHhgg     جزةية عادية إذا كا   ����� ,,1 . 

 رتب  الزمرة   2-27تعريف 
 الز    ي لى اتبة الز    .عدد عناص   

. الز ـــ   الـــ  لهـــا اتبـــة  نتهيـــة ت ـــلى   ـــ   نتهيــــة .  $G)(اتبـــة الز ـــ   ال يشـــاا إليهـــا بال  ـــز 
عـ  ال لاطـة  باستخدام  فهرم المجلرعاو ا صاحبة سن ه  ني ية ت رد إ  لاج انج وال  ت ـ 

ب  اتبة الز    ا نتهية واتبة الز    الجزةية  نها . وطد ل بـه هـذا الني يـة دوااي أساسـيا في تطـرا 
 ني ية الز   ا نتهية .

 )لاجرانج(   2-28نظري  
 اتبة أ       جزةية في       نتهية ي    اتبة الز    .
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 البره ن
nH. نفــــــ ل أ   G  ــــــ   جزةيــــــة في  H   ــــــ    نتهيــــــة و Gلــــــتك   . لأ   $)( 

Ga HaHfن ــــ    � o:   بحيــــ  يكــــرhahf . هــــذا ال اســــ  فــــرطي إذ أ  كــــل  )( 
haHhلـــــــــنلم هـــــــــر  ـــــــــ  ا Haعنصــــــــ  في  . إضـــــــــافة إ  ذلـــــــــ  ف نـــــــــه لأ  عنصـــــــــ ي   �,

Hhh 212121فــ    ,�21 )()( hhahahhfhf )طــانر  ا ــذ  في اليلــ ( .   � � 
)()(وهذا ي ني أ   Haفرطي على  Hااس  أحاد  في  fأ  أ   HaH $$   . 

tHaHaHaلــــيك   ,...,, المجلــــرك الكلــــي لللجلرعــــاو ا صــــاحبة ا ختلفــــة للز ــــ    21
 . Gفي الز     Hالجزةية 

كلـي لفصـر  في المجلرعاو ا صاحبة اليلو ال  ت ل  المجلرك ال t)(إذ  هذا ال دد 
 ( .2-19)ني ية  H (mod) حددو ب لاطة التطاب  الأيم    ياا Gالتكاف  ا ختلفة في 

nHaHaHaوبالتـــــــــالي فـــــــــ    ,...,, وأ   Gهـــــــــي مجلرعـــــــــاو جزةيـــــــــة  نفصـــــــــلة في  21
tHaHaHaG ��� ...21 . 

tinHHaiينا ساب اي ف   كلا اأ ,...,2,1,)()(  �  $$ . 
ntGإذ  :  )(|)(وبالتالي ف    $)(  HG $$ . 

يتضـح  ـ  ب هـا  الني يــة ال ـاب ة أ  
)(

)(
H
G

$

للز ــ    اليلـوي ـاو  عـدد المجلرعــاو ا صـاحبة  $

 . H    Gالجزةية 

  لةل الزمرة الجزية    2-29تعريف 
ـــــتك    ـــــة  H  ـــــ   و  Gل . فـــــ   عـــــدد المجلرعـــــاو ا صـــــاحبة اليلـــــو  G  ـــــ   جزةي

 . Gفي  H لى دليل ي Gفي  H)الي  ى( للز    الجزةية 
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]:[ي  ـــــز لـــــه بال  ـــــز  Gفي  Hدليـــــل  HG   أ  أ  ني يـــــة لاجـــــ انج يمكـــــ  إعـــــاد .
 صيا تها على النحر التالي :

 2-30نظري  
< G         نتهية  Hلأ       جزةية   @HGHG :)()( $$   . 

|)(عدداي صحيحاي  رجباي بحي  كـا   kإذا كا   Gلأ        نتهية  Gk . فلـية  $
[ وبــذل  إذا كانــه 2-30]أنيــ  ني يــة  k  جزةيــة  ــ  ال تبــة   ــ   G ــ  الضــ وا  أ  تحتــر  

G وكــا  ال ــدد  إبداليــةk  طاسمــاي ل تبــةG   أ)(G$    فـــG ـــ   يجــ  أ  تحــر    ــ   جزةيــة 
 ، وسر  نذك  ال ها  فيلا ب د . kال تبة 

 رتب  عنصر   2-31تعريف 
Ga  ــــ   ولــــيك   Gلــــتك     nإذا كــــا   nلــــه اتبــــة  نتهيــــة  a، ف نــــه ي ــــا  أ   �

eanأصن  عدد صحيح  رج  بحي  يكر      ،e     المحايد للزG . 
eak ــ  يح kفــ ذا لم يرجــد عــدد صــحيح  رجـــ     ي تــ  ذو اتبــة  ـــير a، فــ     
  نتهية .
 . aسر  يشير إ  اتبة  $a)(ال  ز  

 الزمرة الدوري    2-32تعريف 
Gb  ـــــــــ   دوايــــــــــة إذا وجـــــــــد عنصــــــــــ   Gت ـــــــــلى الز ــــــــــ      بحيـــــــــ  كــــــــــا  كــــــــــل  �

ــــ  علــــى  b هــــر طــــر  لل نصــــ  Gعنصــــ   ــــ   بال  ــــز  G، ويشــــاا للز ــــ    G رلــــد  b. يطل
!� b . 

  ــ   دوايــة إذا وجــد  Gتشــير إ  الجلــق فيلكننــا ال ــر  أ   Gإذا كانــه ال لليــة في  
 عدد صحيح . nحي   naعلى الصرا   Gبحي  كا  كل عنص      a    Gعنص  
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. كــــل  (

 . aهر أس أو طر  لل نص   nGعنص     
 . a    دواية  رلد  براسطة    nGأ  أ   

 23مث ل 
ــــد  براســــطة  Z  ــــ   الجلــــق    ــــ   nوكــــل عنصــــ   Z�1حيــــ   1  ــــ   دوايــــة  رل
nn.1يمك  كتابته على النحر :  Zعناص     . 

 2-33نظري  
 . n عنص  اتبتههي دواية إذا وف م إذا وجد فيها  n        اتبة  

 البره ن
^نضــق  G رلــد  aولــيك   n  ــ   دوايــة  ــ  اتبــة  Gلــتك    `ZiaH i  ــ   | �

 نتهيــة فــلا يمكــ  أ  تكــر   ــ  اتبــة  ــير  G. وحيــ  أ   G  ــ   جزةيــة  ــ   Hالراضــح أ  
  نتهية .
maلــــــــــــــيك    عنصــــــــــــــ اي . الآ  :  mتحــــــــــــــر   H. وا طلــــــــــــــرلم إثبــــــــــــــاو أ   $)( 

eaaaaa mm  � ,,...,,, ولـــية  ـــ  بينهـــا اثنـــا   ت ـــاو   ، بنـــا   Hكلهـــا تنتلـــي إ   121
maعلـــى أ   Hx. لـــتك  عنصـــ   mفيـــه علـــى الأطـــل  H. إذ   $)(  jaxإذ   �    ،

Zj � . 
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mrالآ  :  �d0  ،rmkj �   ،k  وr .  عددا  صحيحا 
rrkmjإذ  :  aaaax ـــــــــــــالي فـــــــــــــ    )(     هـــــــــــــر أحـــــــــــــد  Hأ  عنصـــــــــــــ   ـــــــــــــ  . وبالت

maaaaال ناصـــــــــــ  :  ,...,,, ^. لـــــــــــذل  فـــــــــــ   :  32 `maaaaH ,...,,, ـــــــــــ ه    32  وهـــــــــــذا ي
 ا طلرلم .

HGaGحيــــــــــــــــــــــــــــ  أ   �! � HG  ــــــــــــــــــــــــــــو  خــــــــــــــــــــــــــــ  فــــــــــــــــــــــــــــ    , وأيضــــــــــــــــــــــــــــاي   
)()()( amHGn $$$      . 

Gbو  n        ال تبة  Gوبال كة لتك    . nيكر     ال تبة  �
^كلـــــــا ســـــــب   `ZrbK r عنصـــــــ  لأ   nنـــــــا  Gهـــــــي   ـــــــ   جزةيـــــــة  ـــــــ   : �

nb  )($. 
GKحيــ  أ   )()(و  � bnK $$ GKفــ         ــ   دوايــة  G، وينــتج أ    

 . b ترلد  براسطة 
Gaأ    ــ   وكــا   Gوالآ  لــتك   ^ا  . فــ ذا كــ � `naH n .   |صحيح عدد أي  
mnاعتــــــ  أ  عنصــــــ ي   ayax Haaaxy. فنجــــــد أ   Hفي  ,   mnmn �  ��� .1 
 . G     جزةية     Hوهذا ي د  إ  أ  

. هــذا الز ــ   الجزةيــة ت ــلى   ــ    aيــة  رلــد  براســطة   ــ   دوا  H ــ  الراضــح أ  
� !ونكت  ذل   a رلد  براسطة  G    دوايةجزةية  aH . 

 2-34نظري  
 . Gت    اتبة  G       نتهية ف   اتبة أ  عنص  في Gإذا كا  

 البره ن
Ga  ـــ    نتهيـــة و  Gلـــتك    � !، ولـــتك   � aH   ـــ   جزةيـــة دوايـــة  ـــ  G 

 . a رلد  براسطة 
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)()(أ  أ   aH $$  ( .2-33)ني ية   
)(|)(و   ني ية لاج انج  GH )(|)(. إذ   $$ Ga $$ . � 

 2-35نتةج  
Ga      نتهية ف   لأ   Gإذا كانه   ea يكر  � G  )($ . 

 البره ن
ـــــتك    naNGل   )(,)( nmNيكـــــر   2-34. في ني يـــــة  $$ ل ـــــدد صـــــحيح   
eeaa. إذ   m رج   mmnN  �، بالتالي تح  ه النتيجة .  )(   

 2-36نظري  
 يتح   التالي : Gفي أ        

Gxaلأ  عنص ي   (1) )()(ف    ,� 1axxa � $$ . 
Gaإذا كــــا  لأ  عنصــــ   (2) �  ،)(a$  نتهيــــة ف نــــه لأ  عــــدد صــــحيح m   إذا كــــا

eam maف نه ي د  إ  أ     |)($ . 
Gbaلأ  عنص ي   (3) )()(ف    ,� baab $$   . 

naإذا كا   (4) nnkي     kوال دد الصحيح ا رج   $)(  ف    )|(
k
nak  )($. 

 البره ن
 أ  عدد صحيح  رج  ، أ  : nليك   (1)

 eaxxeexxxaxea nnn  �  � ��� )( 111  

xaxaxxلأ   nn 11 )( �� )()(بالتالي  .   1axxa � $$ . 
naليك   (2) eamأ  عدد صحيح حي   mو  $)(    . 
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rnqmالآ  ح   خراا  ية إطليدس ف    حيـ   rو  q ـددي  صـحيح  ل  �
nr �d0    ف .rrrqnm aeaaaae     )( . 

eanهــــر أصــــن  عــــدد صــــحيح  رجــــ  بحيــــ   n ــــا أ   ــــه    nr فــــ  ، علي �  
 وهذا   فرل . r!0و 

nqmويكر   r 0إذ   mnaأ  أ     |)(  . (2)وهذا ي ه   $ 
bbabab ا أ   (3) )()(، ف     �1)( baab $$  . (1)ح   الجز    
 �.  (2) ينتج    (4)

 24مث ل 
^اعت  الز      `iiG )(4الآ   . i �1حي   1,1,, ��  G$ . 

(i) 14  i   ولكــ  لا يرجــد عــدد صــحيح  رجــm!4   1بحيــ mi   هــذا ي ــني أ
4)(  i$   4|)(وبرضرح يكر G$ . 

(ii)   1(1الآ( 2 )1(1و  �  3 z�   ــــــــــ د  إ  أ )1(2وهــــــــــذا ي و ــــــــــ  الراضــــــــــح  $� 
)(|)1( G$$ � . 

(iii)   41 ـــــــا أ i   ،21 i �  ،3ii  �  ،ii   ـــــــ   دوايـــــــة  رلـــــــد   Gنجـــــــد أ    
  1أو  1-أيضـــــــــــــاي ولكــــــــــــــ   �i رلـــــــــــــد  بال نصـــــــــــــ   G. لاحـــــــــــــ  أ   iبال نصـــــــــــــ  
 . Gلا يرلدا  

 2-37نظري  
 يكر   ا يلي : Gفي       Kو  Hلأ     ت  جزة   

(1) KH  . Gأيضاي      جزةية     �
KHف    Gعادية في  Hإذا كانه  (2)  . Kتكر  عادية في  �
KH، ف    Gكلتاهما عادية في   K و Hإذا كانتا  (3)  . Gتكر  عادية في  �



 
 
 

 الفصل الثانـــي

 

146 

 البره ن
KHe ا كا  :  (1) KHف    ��   ير خالية . �

KbaHbaKHbaالآ  :  ����� ,,,, 
KabHab ��� �� 11 , 
KHab ��� �1 

KHوبالتالي ف   :   . Gهي      جزةية     �
Kx، ولـــــــيك   Gعاديـــــــة في  Hلـــــــتك   (2) KHaو  � Kaxx، فـــــــ    �� ��1 

Kaxحي   Haxx،   د  على ذل   ,� Haعادية و  Hلأ   ��1 � . 
 ون تنتج أ  :

KHaKxKHaxx ������� ,1  

KHأ  أ    . K     جزةية عادية     �
HKلتك   (3)  . G   ز  جزةيتا  عاديتا      ,

KaHaGxKHaGxالآ  :  ������� ,,, 
KaxxHaxx ��� �� 11 , 

KHلأ    . Gكلتاهما      جزةية عادية      ,
KHaxxهذا ي د  إ  أ   ���1 

KHإذ    �.  G     جزةية عادية     �

 2-38تعريف 
!مجلــــرعت   ــــير خــــاليت   ــــ    ــــ    Bو  Aإذا كــــا   � ,G   ف ننــــا ن صــــد  ــــ

BA ^المجلرعــــة :   `BbAaba �� هــــي الضــــ لم فــــ    G. إذا كانــــه ال لليــــة في  :,
BA  G. إذا كانــه ال لليــة في  Bفي  A، ويطلــ  عليهــا ضــ لم  ABيشــاا إليهــا بال  ــز  
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BAهــي الجلــق فــ    BAيشــاا إليهــا بال  ــز   BAفــ   ويطلــ  عليهــا مجلــرك  � يشــاا  
BAإليها   . Bو  Aويطل  عليها مجلرك  �

 2-39نظري  
 Gتكــر    ــ   جزةيــة  ــ   HK. فــ    G  ــ ت  جــزةيت   ــ    ــ    Kو  Hلــتك   

KHHKإذا وف م إذا كا     . 

 البره ن
KkHh. اعتـــــــــــــــــــ   G ـــــــــــــــــــ  يـــــــــــــــــــة   ـــــــــــــــــــ   جزة HKلـــــــــــــــــــتك    �� فـــــــــــــــــــ    ,

HKkhkh � ��� HKkh، وبالتــــــالي  )(111 .  G  ــــــ   جزةيــــــة  ــــــ   HK ا ــــــا كانــــــه  �
HKKHوينتج أ   � . 
ــــــــــــة   11 ــــــــــــ    ني

11 )()( khhkHKhkHKhk  ���� ــــــــــــب   ال ناصــــــــــــ   �� ل
HhKk �� 11 , 

 KHhkkhhk �  � ��� 1
1

1
1

1
11 )(  

KHHK وبالتالي : � 
KHHK أ  أ  :   

KHHKوبال كة لتك   HKe.    الراضح أ       ير خالية . HKوبالتالي ف    �
HKyxالآ  لتك   11khxف    ,� 22khyو    Hhhلب      Kkkو  ,�21 �21, . 

1 بأ 
2

1
211

1
2

1
211

1 )()( �����   hkkhhkkhxy 
KHhkk الآ  ��� 1

2
1

21 HKKH، و ــــ  الفــــ ل  )( 33  عليــــه ، وبنــــا  
1

21 )( khkk لــــب    � 
KkHhال ناصـــــ   �� 33 HKkhhkhhxyف ننـــــا نحصـــــل علـــــى  , �  �

331331
1 وهـــــذا  )()(

HKxyHKyx ي ني أ  : ��� �1, 
 . Gتكر       جزةية     HKإذ  
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 2-40نتةج  
KHإذا كانــــه   ــــة في  Kأو  Hإ ــــا  G  ــــ ت  جــــزةيت   ــــ   , ــــ    Gعادي  HKف

 . Gتكر       جزةية    

 البره ن
Kk. إذ  لكـل  Gةية عاديـة  ـ       جز  Hلتك    �  ،kHHk وهـذا ي طـي   

KHHK   . 
يـة فــ   لكــل عاد K. بــنفة الط ي ـة إذا كانــه  Gتكـر    ــ   جزةيـة  ــ   KHإذ   

Hh �  ،KhhK KHHKوالــــــذ  يــــــ د  إ     . إذ  النتيجــــــة نحصــــــل عليهــــــا  ـــــــ    
 �الني ية ال اب ة . 

 2-41نتةج  
تكـــر    ـــ    HK. فـــ    G البداليـــة  ـــ ت  جـــزةيت   ـــ  الز ـــ    Kو  Hإذا كـــا   
 . Gجزةية    

 (1)ملاحظ  
HK[ ف ننـــا ن طــي  ثــالاي لز ــ ت  جـــزةيت  8، ا  ــةلة  3في الفصــل الثالــ  ]البنــد   , 
        G  وال  فيهاKHHK z  وبالتالي ،HK . لي ه بصرا  عا ة      جزةية 

 (2)ملاحظ  
 ,HK[ طــد ن طــي  ثــالاي لز ــ ت  جــزةيت  iii،  7، ا  ــةلة  3في الفــل الثالــ  ]بنــد  
KHHKبحيـــ  كــا   G ــ    ــ    وننصـــح  Gلي ــه عاديــة في  Kو  H ـــ   أ ي  ولكــ   
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إليهـا سـاب اي طبـل الـتلك   ـ   رضـرك   ـ   الـ  أشـيرفه  أو حـل ا  ـاةل ال  ا  بأ  لا يحاولرا 
 التباديل .

 2-42نظري  
 ، ف   : G   ت  جزةيت   نتهيت           Kو  Hإذا كانه 

)(
)(.)(

)(
KH
KHHK

�
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$  

 البره ن

KHDلـــــيك    �ولــــــيك    �
t

i
iDkK

1 

إ  المجلرعــــــاو ا صــــــاحبة  Kتحليـــــل   

ـــــــــــة  ـــــــــــ    Kفي  Dاليلـــــــــــو ا نفصـــــــــــلة للز ـــــــــــ   الجزةي ف
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ـــــــــــ     ـــــــــــى ذل وعـــــــــــلاو  عل
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i
i HkDkHHK
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§
HHDلأ     HDينتج       � . 

iHkHkHkالآ  ن يـــد إثبـــاو أ  المجلرعـــاو ا صـــاحبة اليلـــو  ,...,, وجـــا  وجـــاي وإلا مختلفـــة    21
jiفبفـــ ل  HkHk ـــا  ,ijلـــب      Hkk. هـــذا ي طين ji Kkkولكـــ  عنـــدها  .��1 ji ��1  ،

DKHhhإذ   ji  ���1 . 
jiوينتج أ   DkDk jiو      . 

iHkHkHkإذ   ,...,,  مختلفــــــــــــة ، وعليــــــــــــه فهــــــــــــي مجلرعــــــــــــاو  صــــــــــــاحبة يمــــــــــــو  نفصــــــــــــلة  21
 ونحصل على : $H)(. كل واحد  ذاو عناص  عددها  Hفي 

)(
)().(

)(
)().(
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D
KHtHHK
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 تم رين محلول 
 (1)تمرين 

KHإذا كانتـــــــــا   Gbaف نــــــــــه لأ   G  ــــــــــ ت  جــــــــــزةيت   ــــــــــ    ــــــــــ    ,  ــــــــــا إ،  ,�
I � KbHa  أوcKHKbHa )( Gcلب    � � � . 

 الحل
KbHaنفــــــــــ ل أ    KbHac ــــــــــير خاليــــــــــة . لــــــــــتك   � Hccولكــــــــــ   �� �  

Kccو  HcHac. وبالتــالي فــ    � KcKbcكــذل  فــ     �� وهــذا يــ د  إ  أ   ��
HcHa    ،KcKb KcHcKbHa. أ     � � . 

HccKHHKH الآ  : ����� )( 
KccKHKKH وكذل  : ����� )( 

KcHccKH وبالتالي ف ننا نحصل على : ��� )( 
kchctKcHct      نية :   ��� 
KkHh لب   : �� , 
KHktch كنتيجة : ��  �1 
cKHt وبالتالي : )( �� 

cKHKcHc وهذا ي طي : )( ��� 
cKHKcHcKbHa إذ  : )( � � � 

 )بوانك ريه(   (2) تمرين
HKإذا كـــا    KH. أثبــــه أ   G  ــــ ت  جــــزةيت   ــــ  أدلــــة  نتهيــــة في  , هــــي  �

 أيضاي ذاو دليل  نته .
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 الحل
mHGلــــــــتك  :  nKGو  ]:[  mHaHaHa، ولــــــــتك   ]:[  ,...,, كـــــــــذل    21

nKbKbKb ,...,, HKمجلرعاو  صاحبة يمو مختلفة لكل     21  على الكتي  . ,
miلأ   (1)الآ  و ـــ  تمـــ ي   dd1  وnj dd1  أ ـــا ،ji KbHa خاليـــة أو  �

ijji cKHKbHa )( ـــــــــــــب    � � Gcijل ijijij، وأيضـــــــــــــاي  � KzHzzKH � � )(  ،
KHوبالتالي ف   كل مجلرعة  صـاحبة يمـو للز ـ   الجزةيـة  تتحـدد براسـطة ت ـا ق مجلرعـة  �

. أ  أ  عــــدد  Kومجلرعــــة  صــــاحبة يمــــو للز ــــ   الجزةيــــة  H صــــاحبة يمــــو للز ــــ   الجزةيــــة 
KHالمجلرعــــــــاو ا صــــــــاحبة اليلــــــــو ا ختلفــــــــة للز ــــــــ   الجزةيــــــــة   علــــــــى الأكثــــــــ  ي ــــــــاو   �

mn . 

 (3)تمرين 
Ga     وليك   Gلتك    ، ف    m   ال تبة  �

),(
)(

km
mak  $ . 

 الحل
dkmلــــــــــــــــــيك    cdm. إذ   ),(     ،bdk Ncbلــــــــــــــــــب      بحيــــــــــــــــــ   ,�

1),(  cb . 
eaaaaالآ   bmbcdcbdck  . Gهر المحايد للز     e، حي   )()(    

eaعلاو  على ذل  إذا كا    ek  ف   : )( 
 blcbdlcdklm ||| ��  

),(1ولك    bc  وبالتاليlc . إذ   |
d
mcak   )($ . 

 *(4)تمرين 
. بـــ ه  أ  أ    ـــ   جزةيـــة  Gة   ـــ    نتهيـــة هـــر أصـــن  عا ـــل أولي ل تبـــ pإذا كـــا   

 تكر  عادية . pذاو دليل 
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 الحل
 . pذاو دليل  G     جزةية     Hلتك   

Hxنح  ن يد إثباو أنه إذا كانه  –أولًا  ;2,1,...,1ف نه لكل  � � � piHxi . 
11فــــــ ذا كــــــا   ــــــا ن يــــــد  ــــــير صــــــحيح ف ننــــــا ن ــــــتطيق أ  نجــــــد  �dd pk   يكــــــر بحيــــــ  

Hxk Hxهــــر أصــــن  عــــدد صــــحيح  رجــــ  بحيــــ  كــــا   j. لــــيك   � j  بت بــــير  خــــ  �
Hxt 2,1,...,1ل ي  :  � � jt . 

ـــتك  :  xm)(ل Gn)(و   $ nmوحيـــ  أ    $ pjو  | أصـــن  عا ـــل  pوكـــا   1��
، وبالتــــالي يمكننــــا أ  نجــــد  mلا يمكــــ  أ  ت  ــــ   jصــــل علــــى أ  ، ف ننــــا نح nأولي لل ــــدد 

Zrq rqjmبحي  كا   ,� jr،  ق   � ��0 . 
exmفــ    mهــي  xوحيــ  أ  اتبــة  وهــذا يــ د  إ   ، Gهــر  ايــد  eحيــ    

Hxexxأ   rrqj Hxلأ   )( �� j . وبالتـالي فـ    ـا ن يـد  jهذا يت دى اختياانا  �
 طد تح   .

. وبالتـالي  Gلي ه      جزةية عادية  ـ   H، نفكل أ  لثباو النتيجة ال ةي ية 
Gxيرجد ب    Hhو  � Hhxxبحي  كا   � Hx.    الراضح أ   ��1 � . 

Hxiممــــــــا ب هنــــــــا يكــــــــر   2,1,...,1لكــــــــل  � � pi   كــــــــذل  عنــــــــد ا يكــــــــر ،
11 �d�d pji ، jiji xhxHxHx ـــــــــــــــــــــب     � 1 Hhل ـــــــــــــــــــــ د  إ   �1 أ  وي
Hhx ij � �� 1

 أ    ـــــــر  . وفي هـــــــذا ا الـــــــة ف ـــــــم حصـــــــلنا علـــــــى  ـــــــير وي ـــــــد ذلـــــــ   1
12 ,...,,, �pHxHxHxH  لرعاو  صاحبة يمو مختلفة لـ كلها مجH . 

ـــتك   hxxyل ـــد ا   �1 ـــه عن Hyف ن ـــا نحصـــل علـــى كـــر   � ، بأســـلرلم مماثـــل ف نن
12 ,...,,, �pHyHyHyH   كلها مجلرعاو  صاحبة يمو مختلفة للز    الجزةيةH . 

 لي ف   المجلرعت  :وبالتا
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^ ` ^ `1212 ,...,,,,,...,,, �� pp HxHxHxHHyHyHyH  
rHyHx اويتا  . إذ   ت Hhلب      �c : وكنتيجة . 

 xhhhxhxhxhx rrr  c� c�c ��� 11  
Hxولكننــا عندةــذ سنحصــل علــى كــر   جزةيــة هــي   ــ    Hوهــذا  ــير    ــر  . أ  أ   �

 . Gعادية    

 ملاحظ 
 2كحالـة خاصــة  ــ  هــذا التلــ ي  ف ننــا نحصـل علــى أ  كــل   ــ   ذاو دليــل ي ــاو   

 هي      جزةية عادية .

 (5)تمرين 
 . 2ب ه  أ  الز    ا نتهية ذاو ال تبة الزوجية نا على الأطل عنص     ال تبة  

 الحل
 . n2        اتبة  Gلتك   
^ ضق : `exGxT  � 2: 
^ و : `exGxS z� 2: 

� I   الراضح أ  :  ST   وأSTG  ، وبالتالي ف   :  �
 )()()( STG $$$ �  

Sxاليـــة ، إذ  :  ـــير خ Sالآ  : نفـــكل أ   Sxيـــ د  إ  أ   � 1�zو  ��1 xx  هـــذا
mSأ  أ   d2هر عدد  وجي  $S)(ي ني  2)(  $  ،m  عدد صحيحd1 . 

kSون ــــــتنتج أ    2)(  $  ،k  هــــــر عــــــدد صــــــحيح�وهــــــذا يـــــــ د  إ  أ  :  0 .
)(222)( knknT  عدد  وجي . $ � �
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Teو ــا كــا   �  ،1)( tT$  2وعليــه)( tT$ نــه يرجــد علــى الأطــل عنصــ  واحــد وبالتــالي ف 
Taوليك   �  ،ea z . 
eaTaو ا كا    �� )(2ف    2  a$ . 

 (6)تمرين 
Hxبحيــ  كـــا   G  ــ   جزةيـــة  ــ   Hإذا كانــه   Gxلجليــق ال ناصـــ   �2 �  ،
 . Gهي      جزةية عادية     Hب ه  أ  

 الحل
Ggلأ    �  ،Hh Hghفــــ    � Hgكــــذل    )(�2 ــــ  أ   ��2   ــــ    Hحي
Hghجزةيــة ،  ��� Hghghكــذل    21 ��� Hgghghh، هــذا ي طينــا أ   )(212 ��� أ   21

Hghgأ    . Gتكر       جزةية عادية     Hإذ   ��1

 (7)تمرين 
 Hفــ    2هــر  Gفي  Hبحيــ  كــا  دليــل  G  ــ   جزةيــة  ــ    ــ    H إذا كانــه 

 . G     جزةية عادية    
. نحـــ   (4)   لهـــا اتبـــة  نتهيــة فـــ   النتيجـــة رتي  باشـــ    ـــ  تمـــ ي    ـــ G)لاحــ  أنـــه إذا كـــا  

 ن دم حل  للحالة ال ا ة :

 (I)حل 
Gaلــيك    Ha. إذا كـــا  :  � HaHaHفـــ   :  � Haوإذا كـــا  :     � 

aHHGaHHف    � �z حي :  ^ `eaHH  � . 
HaHGالط ي ة بنفة  ^و   � `eHaH  � . 
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HaaHحصلنا على  (1)الفصل  (1). بند  (5)   تم ي   هـي   ـ   جزةيـة عاديـة  Hإذ    
   G . 

 (II)حل 
Gaليك    Haف ذا كا   � Haف    �  . G     جزةية     Hلأ   �2

Haنفـــ ل أ   احبت  ي ـــاايت  للز ـــ   الجزةيـــة مجلـــرعت   صـــ ذواو Ha2  ،G. اعتـــ   �
H  همــــاH  وaH  إذا كانــــهaHHa HaHفــــ    2  Haوهــــذا يــــ د  إ  أ     �  ،

 وهذا يت اال  ق الف ل .
HHaوبالتـــالي فـــ    Haأ  أ   2  Ga، إذ  لكـــل  �2 Haيكـــر   �  ـــ  تمـــ ي   �2

 . G     جزةية عادية     Hال اب   (6)
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 تم رين
 

تكـر   H. فـ    Gجزةية  نتهية  ير خالية  ـ    ـ    مجلرعة Hب  أنه إذا كانه  -1
HHHإذا وف م إذا كا   G     جزةية     � . 

 Hخاليـــة يمكـــ  أ  يكـــر  لهـــا مجلرعـــة جزةيـــة  ـــير  Gإعـــم  ثـــالاي يرضـــح أ  الز ـــ    -2
HHHبحي  يكر    . Gلا تكر       جزةية     Hا   أ   �

تكـر   HKفـ    G   ت  جزةيت  عاديت  في الز ـ    Kو  Hوضح أنه إذا كانه  -3
. و  د  على ذل  وضح أ  تل  النتيجة لي ه بالضـ وا   G     جزةية عادية    

    ة إذا كانه إحداها ف م عادية .
tHaHaG، لــتك  :  G ــ   Hوالز ــ   الجزةيــة  Gاعتــ  الز ــ    -4 تحليــل  1... ��

G  إ  مجلرعــــــــــــــــــــاو  صــــــــــــــــــــاحبة يمــــــــــــــــــــو  نفصــــــــــــــــــــلة لـــــــــــــــــــــH  :  وضــــــــــــــــــــح أ .
HaHaG t

11
1 ... ��  . Hإ  مجلرعاو  صاحبة ي  ى     Gهي تحليل   ��

HbHa يكـــر بحيـــ   ,baوعنصـــ ي   Hلهـــا   ـــ   جزةيـــة  Gإعـــم  ثـــالاي لز ـــ    -5   
bHaHلك   z . 

KHإذا كانـــــــــــــــه  -6   ـــــــــــــــ ت  جـــــــــــــــزةيت   ـــــــــــــــ    ـــــــــــــــ    نتهيـــــــــــــــة وضـــــــــــــــح أ  :  �
]:][:[]:[ HKKGHG   . 

)()](:[ ــــــ  ني يــــــة لاجــــــ انج :  ]إرشاااااا   KGKG $$    ،]:)[()( HKHK $$    
)()](:[و  HGHG $$  ] . 

كـــا    n  ـــ   الجلـــق لدعـــداد الصـــحيحة وأنـــه لأ  عـــدد صـــحيح  رجـــ   Zلـــتك   -7
nH  ت   ع  مجلرعة كل  ضاعفاوn : وضح  ا يلي . 

(i) nH     هي      جزةيةZ . 
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(ii)  دليلnH  فيZ  هرn . 
(iii)  جب  لأ  عـــددي  صـــحيح   ـــرnm,   إذا كـــاjk همـــا عا ـــل  شـــكر أكـــ   ,

nmkو ضـــــــــــاع   شـــــــــــكر أصـــــــــــن  لهلـــــــــــا علـــــــــــى الكتيـــــــــــ  . فـــــــــــ    HHH �   
mnjو  HHH �  . 

 يلي : . أثبه  ا G     جزةية          Hلتك   -8
(i)   لأGx �  ،^ `HhhxxHxx � ��  . Gهي      جزةية     11|

 [ .2-16استخدم ني ية ]إرش   
(ii) )()( 1HxxH � $$ 

hxxhوضـــح أ  ]إرشااا    1�l   تمثـــل تنـــاظ اي أحـــاد ي بـــ  عناصـــH في وتلـــ  الـــ  
Hxx 1�. ] 
(iii) كانــه  إذا G  نتهيــة وكانــه )(Hn لا تحــر  أ    ــ    Gبحيــ  كانــه   $

 . Gية في عاد H. أثبه أ   n   اتبة  Hجزةية  ير 
Gaإذا كانه  -9 ^ت     � `xaaxGxaN  أثبه  ا يلي : )(: � 

(i) )(aN     جزةية     G . 
(ii)   لأ  عنص يGyx ayyaxxyaNxaNف    ,� 11)()( ��  �  

H  ،HxyHyHxم ا  ي ة لأ       جزةية استخد ]إرش   �� �1] 

 تعريف
 )(aN   ت لى : ا ل كز أو ا ني  للصفa . 

ت ــــــــــ   علــــــــــى النحــــــــــر :  Gللز ــــــــــ    GZ)(  ــــــــــ   ، فــــــــــ   ا  كــــــــــز  Gإذا كانــــــــــه  -11
^ `GxxzzxGz �� �  . Gهي      جزةية عادية     GZ)(. ب ه  أ   :
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هــي   ــ   جزةيــة  Kوأ   G  ــ   جزةيــة عاديــة  ــ   Hوضــح  ثــا  أنــه إذا كانــه *  -11
 . Gا ا لا تكر       جزةية عادية     Kف    Hعادية    

GaHaبحيــ  يكــر   G ـــ   Hو  ــ   جزةيــة  Gإعــم  ثــالاي لز ـــ   *  -12 لـــب    ��1
Ga � . 

ــــتك   -13 eKH)(بحيــــ  كــــا   H  ــــ ت  جــــزةيت  عــــاديت   ــــ   Kو  Hل  �  .
KkHhkhhkوضح أ  :  ��� , . 

KHkhkhوضح أ  ]إرش    ���� 11. ] 
14- H    ــــــة  ــــــ    ــــــ HxHHxبحيــــــ  كــــــا  :  Gهــــــي مجلرعــــــة جزةيــــــة  ــــــير خالي    

Gxلجليق :  xHHx، وضح أ   �   . 
baabبحي  كا   Gعنص ي           ,baليك   -15 كـل  ـ  ل، أثبه أنه إذا كا    

)(a$  و)(b$    عددا  صحيحا  أوليـا  ن ـبياي لرخـ  فـ))(()( baab $$ . وضـح   
 بالأ ثلة أ  النتيجة لي ه صحيحة عند ا :

(i) baab z        (ii) baab بالن ـــــــــبة  أوليـــــــــ لي ـــــــــا  $b)(و  $a)(ولكـــــــــ    
 لب ضهلا الب   .

، وضــح أ  كــل   ــ   جزةيــة  ــ   G  ــ   جزةيــة دوايــة عاديــة في الز ــ    Tإذا كانــه  -16
T  تكر  عادية فيG . 

 Gعاديـة فـ   كـل   ـ   جزةيـة  ـ   Gوضح أنه إذا كانه كل      جزةيـة داة يـة  ـ   -17
 عادية .تكر  

أ  عــدد صــحيح  ــير  k تبــة ا نتهيــة وكــا  ذاو ال Gعنصــ اي  ــ  الز ــ    aإذا كــا   -18
)()(الصــف  . أثبــه أ  :  kaa $$ أوليــا  بالن ــبة  $a)(و  kإذا وف ــم إذا كانــه   
 إ  ب ضهلا الب   .
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 عدد أولي تكر  داة ية . اتبتهاب  أ  كل       -19
إذا وف ــم إذا كــا  حاصــل  Gتكــر  عاديــة في  G ــ    ــ    H ــ   جزةيــة بــ  أ     -21

تكر  أيضاي مجلرعة  صـاحبة  Gفي  Hض لم أ  مجلرعت   صاحبت  يمينيت     
 . HGيمو    

GZa)(، ب ه  أ  :  n   اتبة  aله ف م عنص  واحد  Gإذا كا   -21 � . 
 $K)(و  $H)(    ــــ ت  جــــزةيت  عــــاديت   ــــ    ــــ    نتهيــــة بحيــــ Kو  Hلــــتك   -22

Hh، وضح أنه لأ   ن بياي أوليا   �  ،Kk khhk يكر  �   . 
 استخدم ني ية لاج انج[ .]إرش   

مجلرعت  جـزةيت   ـير  ,BAوكانه       نتهية  G)إتش . بي .  ا  .( إذا كانه  -23
ABG. ب ه  أنه إ ا :  Gخاليت      )()()(أو    BAG $$$ �t . 

ـــــ  أ -24 ـــــب ـــــه ن ـــــ    Gه إذا كان ـــــة ف ـــــه  ـــــ  الز ـــــ   الجزةي  تكـــــر   G  ـــــ   ذاو عـــــدد  نت
  نتهية .

<. إذا كــا   G  ــ ت  جــزةيت   ــ    ــ    Bو  Aلــتك  **  -25 @AG  نتــه فةثبــه أ   :
: > @ > @BGBAA :: d�   ويتح   الت او  إذا وف م إذا كاABG   . 

<أثبــــــــــه أنــــــــــه إذا كــــــــــا   ةال ــــــــــاب  (25)في ا  ــــــــــةلة  -26 @AG أيضــــــــــاي  نتــــــــــه فــــــــــ   :  :
> @ > @ > @BGAGBAG ::: d�   ويتح ــــــــــــــــ  الت ــــــــــــــــاو  إذا وف ــــــــــــــــم إذا كــــــــــــــــا 

ABG   . 
ea إذا كــــــا و  Gز ــــــ   الإذا كــــــا  في  -27 21و  5  baba Gbaلل نصــــــ ي   �  �,  .

ebأثبه أنه إذا كانه  z    31ف)(  b$ . 
)()(وكـــا   G  ـــ ت  جـــزةيت   ـــ    ـــ    نتهيـــة  Kو  Hإذا كـــا   -28 GH $$ و  !

)()( GK $$ )(1. ب  أ  :  ! !� KH$ . 
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 . أثبــــه  nأوليــــاي ن ــــبة إ   a رجبــــاي وكــــا  عــــدداي صــــحيحاي  n)أويلــــ ( إذا كــــا  *  -29
)(1( nmodأ  : ) {naI   حي)(nI  صـن  الأهر عدد الأعداد الصحيحة ا رجبة
   n  أولي ن بة لل دد هر وn . 

أ  عــــدد صــــحيح فةثبــــه أ   aعــــدداي أوليــــاي صــــحيحاي وكــــا   p)فير ـــاو( إذا كــــا   -31
aaP( p ياس )  { . 

 مجلرعة كل الأعداد الن بية وكانه : Qلتك   -31
^ `0,,:),( z� aQbabaG  

),(),(),(على النحر التالي  Gعلى  ع فه  badacdcba � z 
!وضح أ  : � ,G  اعتـ   إبداليـة      ـير ،^ `QbbH . أثبـه أ   )1,(: �

H     جزةية عادية     G . 
لـية  لـاهـي اتحـاد عاةلـة  ـ  الز ـ  الف ليـة ال اديـة كـل اثنتـ   نه Gإذا كانه الز ـ    -32

      إبدالية . Gسرى المحايد . وضح أ  ر بنهلا  شك 
]:[وكـا   G   ت  جزةيت  لكل  نهلا دليـل  نتـه في   ـ    ,ABإذا كانه  -33 AG  و

]:[ BG ةذ أ  أوليا  ن بة إ  ب ضهلا الب   ، وضح عندABG   . 
 ال اب ة[ . 26استخدم ا  ةلة ]إرش   

ع فــــه  G ــــ    ــــ    Sلمجلرعــــة جزةيــــة  ــــير خاليــــة **  -34
°¿

°
¾
½

°̄

°
®


� �
 

k

i
ii

k SSSS
1

: 

هـي  nSعنصـ اي فـ    nفيهـا  G. بـ ه  أ  إذا كانـه  kلأ  عدد صـحيح  رجـ  
 . G     جزةية    

 2ذاو اتبــة  وجيــة فــ   عــدد ال ناصــ  ذواو ال تبــة  Gبــ  أنــه إذا كانــه الز ــ   **  -35
 يكر  ف د ي .

36- G بدالية ذاو      إn :  ال ناص    
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nggg ,...,, eggg. وضح أ   21 n
n  ).....( 21 . 

Gbaوعنصــ ي   Gأعــم  ثــالاي لز ــ    -37  نتــه  $b)(و  $a)(بحيــ  يكــر  كــل  ــ   ,�
 لية له اتبة  نتهية . ab)(ولك  

  R، مجلرعــــــة كـــــــل الـــــــدوا  الأحاديــــــة الفرطيـــــــة  ـــــــ   RS)(اعتـــــــ  الز ـــــــ   ]إرشاااااا   
 [ .Rإ  

ــــــــــــــــــه  xxaع ف xxbو  )( � Rxلكــــــــــــــــــل  )(1 � .  ــــــــــــــــــ  الراضــــــــــــــــــح أ   �
2)()(   ba   ير  نتهية . abولك  اتبة  $$
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3 
 والتباديل –والهومورفزمات  –زمر القسمة 

Quotient Groups – Homomorphisms and Permutations 

 
 مقدمة

 رأيناااااا ص اللأخااااال اك ااااا  أير ًناااااااة مجااااا دات أبااااا ات ماااااا  أم  اااااة  مومجاااااات  ات أ ااااااوا  
 مخت لأة . ص ًذا اللأخل نحاول متابعة مجمل ما يأتي :

 ة بين مخت ف المجمومجات .تق يم فكرة الهومومورفزم وق   قيم مجلاق -1
 إمجطاء بعض طرق بناء المجمومجة الج ي ة م  المجمومجات المعروفة . -2
 دراسة زمر التباديل . -3
أ اااا ات  قاااا م العافاااالمج بااااين مجناهاااار المجمومجااااة ا ومج ياااا   لأ اااار   وساااا   البناااااء الاااا ا     -4

 ل م مومجة .

 مجموعات خارج القسمة -1
ا نحاااااااااااااا   ع اااااااااااااام أير  Gزماااااااااااااارة  ز يااااااااااااااة مجاديااااااااااااااة ماااااااااااااا   Nزماااااااااااااارة و  Gلااااااااااااااتك  

GxxNNx ا أي أير المرفقاااااااات اليساااااااارية واليمينياااااااة ل زمااااااارة الجز ياااااااة متسااااااااوية لكااااااال  ��
Gx �. 

ة لاااذلي ليساااك ًنالاااي يا اااة ل تميياااز باااين المرافقاااات اليساااايرية واليمينياااة ل م مومجااا
 . N مومجة مرافقة ل م مومجة  Nx. لذلي سنقول بأير  Nالجز ية العادية 
NGلتك    . Gص  Nرمزات لمجمومجة جمي  مرافقات المجمومجة  /
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 3-1نظرية 
NGا المجمومجااة  Gزماارة  ز يااة فع يااة ماا   Nزماارة ولااتك   Gلااتك    مومجااة أاال  /

 ة وتعرف أالآتي :ا تم ل زمرة تحك العم ية ال نا ية العأيب Gص  Nمرافقات 
NGbNaNلكل  /, � NabNbNa  )()( 

 البرهان
اير ا سنذأر ملايظة يول تعرياف العأياأ أمجالا  . مج ا    قبل أير  ب أ بتلأاهيل البًر

)()()(ما يب و فإير مجم ية الضرب  abNNbNa  لاا ,abتعتما  مج ا  ا تياار مجناهار التم يال   
Na  اNb . مج   التوالي 

مج اا  أاال يااال إ ا أردف تعريااف مجم يااة الضاارب كي ماارافقين ا لىباا  أير تنتباا  إ  أير 
  لأسهم . ,NaNbلكنها تعتم  مج   المرافقات  ,abمجم ية الضرب لى تعتم  مج   العنخري  

aabbيمكاا  أير  اا  أربعااة مجناهاار و  ,,, ,11بحيااث يكااوير  11 NaNaNbNb وماا     
)()(),()()()( هيغة الضرب  1111 abNNbaNbaNNbNa    

11 يروأما أ ),()( NbNbNaNa  فم  الطبيع  أير  توق  أير يكوير :   
 )()()()( 11 NbNaNbNa   

11bNaNab أي أ     
اااير بغاا   لااي ساايكوير  تعريااف العأيااأ الااذي مجاارف سااابقات باالا معااإ ا والآير ساان تي إ  البًر

 الحقيق  .
,11 لتك  NbNbNaNa    

 5مثال 
:1زماااارة الجماااا  لزمجاااا اد الزو يااااة ا فتكااااوير ال الااااة  Eلااااتك    EZf o  المعرفااااة بااااا

Znnnf يياااث  n2ًاااو مج ااا   اااكل  Eم كير أي مجنخااار ص تم اال ًوموماااورفز  )(2 ��
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Zn تم ااااال الهوموماااااورفزم الخاااااوري  E اااااام ة ا لاااااذلي فاااااإير  fلاااااذلي يخااااا نا مج ااااا  أير  �
  ؟  . (1-1)سوف تكوير واي  لواي   f. وأذلي  Zل م مومجة 
وبع  الىتلأاق مج   أير مجم ية الضرب ًا  دلىلاة ل عأياأ ال ناا   .  ساتطي  أير  قاول  

سااااااااااااوف تكاااااااااااااوير ت اااااااااااااأل إ ا أا اااااااااااااك  Gcإ  الزمااااااااااااارة  Gمااااااااااااا  الزماااااااااااارة  fبأير ال الااااااااااااة 
Gbabfafabf �� ,)()()( . 

 نواة الهومومورفزم   4.3تعريف 
ًاااا  المجمومجااااة  fفااااإير  ااااواة ال الااااة  Gcإ  الزماااارة  Gت اااااأل ماااا  الزماااارة  fلااااتك   

^ `enfGx c � بالرماااز  fا وسااانرمز لناااواة ال الاااة  Gcيم ااال ادايااا  ص الزمااارة  ecيياااث  |)(
fker . 

 3-5نظرية 
GGلااتك    ,c  أي زماارتينee ,c  همااا اداياا اير بالتااالي . إ ا أا ااكf  تم اال ًومومااورفزم

 فإير : Gcإ   Gم  
1- eef c )( . 
2- 11 )()( ��  xfxf ز ية  
 . Gتم ل زمرة طبيعية م   f fker واة ال الة  -3

 البرهان
eeeبمااااااااااااااااااااا أير  -1 )()()(فااااااااااااااااااااإير  .  efefef Gefا وبمااااااااااااااااااااا أير    c�)(  فااااااااااااااااااااإير

)()()( efeefef c    ا فهذا يؤدي إeef c )( . بواسطة الحذف م  اليمين 
Gxلكل  -2 exxا بسبأ  �  وف نحخل مج   :س �1 

eefxxfxfxf c   �� )()()()( 11  

exوبااااااااااااااااااانلأ  الطريقاااااااااااااااااااة  exfxfًاااااااااااااااااااذا يعطااااااااااااااااااا   �1  c � )()( ا لاااااااااااااااااااذلي  1
11 )()( ��  xfxf. 
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feeefبمااا أير  -3 ker)( �c   فاااإير ًاااذا يعااا  أيرIzfker   ا لاااتكab,   تنتمااا
fGxإ   ker,� : 

ebfeaffbfa c c o�� )(,)(ker,ker  
ebfbfeaf c  c o �� 11 )()(,)(  
eeebfafabf c cc  o �� 11 )()()(  

fab ker1 �o �  

ذا يبًر  أير   ا بق  أير  بين بأنها مجادية أذلي . Gيم ل زمرة  ز ية م   fkerوً
��   والآير : )()(),()( 11 xfafxfaxxf 

  � )()()( 1 xfafxf  
  c� )()( 1 xfexf  
 exfxf c � )()( 1  

ذا يؤدي إ  أير faxx وً ker1 �� 
 . Gتم ل زمرة  ز ية طبيعية م   fkerلذلي فإير 
 الأيزومورفزم   3-6تعريف 
تساام  دالاااة أيزومااورفزم إ ا أا اااك  Gcإ  الزمااارة  Gمااا  الزماارة  fدالااة الهومومااورفزم  
. ماااااا  الوا ااااااز الآير أير اكيزومااااااورفزم و الهومااااااورفزم يماااااا لاير معااااااات إيبيومااااااورفزم  f 1-1ال الااااااة 

إ   لأسها يسم  أيزوماورفزم  Gي فإير اكيزومورفزم م  الزمرة ومو ومورفزم ا وبالإ افة إ   ل
 . G (Outomorphism) اتي ل زمرة 

 6مثال 
GGiفااااااااااااإير دالااااااااااااة اداياااااااااااا   Gكي زماااااااااااارة   o:  تم اااااااااااال ًومومااااااااااااورفزم  اتي كير

Gxxxi  و ام ة . 1-1ا ووا ز   ات أنها  )( ��
Gyxبالإ افة إ   لي كي  �,  )()()( yixixyxyi    

 . Gولذلي فإنها تم ل ًومومورفزم  اتي ل زمرة 
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 7مثال 
 عرف :ً  زمرة الضرب لزمج اد الخحيحة المو بة ا سوف   �Rلتك   

 �� o RRf :  

Rxxxf ���بواسطة  ��m. الآير كي  )(2 Ryx, : فإير 
 yfxfyxxyxyf ()()()( 222     

yxyxyfxf وبالإ افة إ   لي ا إ ا أاير  o o 22)()( 
0,0كير  !! yx  ا لذلي فإير ال الةf   ً1-1 . 

��والآير  اااااذ  �� RxRx  لااااااذلي� � � � xxxf   
ااااااذا ياااااابًر  أير  2  fا وً

 . �Rتم ل ًومومورفزم  اتي ل زمرة  f ام ة . لذلي فإير 

 8مثال 
Gaكي مجنخر   GGfaمجرف  � o: : بواسطة 

 Gxaxaxfa �� �1)(  

Gyxكي  )(1 فإير ,� � axyaxyfa 
)()()()( 11 yfxfayaaxa aa  ��  

yxayaaxayfxf aa  o o �� 11)()(  

xaxaaaxaafaوبما أير    ��� 111   ام ة . fفإير  )()(
ا بالإ اافة إ   لاي فاإير ًوموماورفزم ص  Gًوموماورفزم  اتي ل م مومجاة  تم ال fلذلي فاإير 

 فلا يم لاير ًومومورفزم  اتي . 5ا  2م الي 

 3-7نظرية 
 ومااااورفزم إ ا وفقااااا  إ ا تم ااااال مو  Gcإ  الزماااارة  Gماااا  الزمااااارة  fدالااااة الهوموماااااورفزم 

^ `ef  ker . 
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 البرهان
.  1-1ًا   f. ولنلأار  أير  Gcإ  الزمارة  Gدالة ًومومورفزم ما  الزمارة  fلتك  

fxلتك   ker�  فإيرexf c )(  ييثec  ًو اداي  ل م مومجةGc . 
eefوأذلي  c )(  3-5  ظرية.   
exefxfًااذا يااؤدي إ    o )()(  ااذا ياابًر  أير ^ا وً `ef  ker   ا وبالعكاا  لااتك

^ `ef  ker 
Gyxولتك   )()(بحيث أير  ,� yfxf   

Then exyfeyfxf c oc �� )()()( 11  
eyfxfyfxf c o �� )()()()( 11  

^ `efxy  �o � ker1  
yxexy  o o �1  

 . 1-1أيادية  fلذلي فإير 

 3-8تعريف 
 Gcإ   Gإ ا و اا  دالااة ًومومااورفزم ماا   Gcالزماارة يزومااورفزم بأنهااا أ Gيقااال ل زماارة 

GGويرمز لها بالرمز  c# . 

 3-9نظرية 
123لتك    ,, GGG : أية ثلاثة زمر فإير 

(1) 21 GG     . معاأ #
(2) 1221 GGGG #m# .  تناظر  
(3) 213231 , GGGGGG ##m# .  تع ي  
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 البرهان
:11مجاااااارف ال الااااااة   1  GGi o  بحيااااااث أيرGxxxi اااااا  دالااااااة  )( �� وً

اااا   1Gاداياااا  ل م مومجااااة    ا 6ا أمااااا ص  م ااااال  1Gدالااااة أيزومااااورفزم  اتي مج اااا  وً
11ولذلي  GG # . 

 2  11 GG ًااا   f. وكير  2Gإ   1Gمااا   fًاااذا يعااا  أ ااا  تو ااا  دالاااة أيزوماااورفزم  #
12:  و اااااااااام ة فاااااااااإير ال الاااااااااة (1-1)أيادياااااااااة 

1 : GGf o�  :  المعرفاااااااااة أماااااااااا ي ااااااااا
xyf  � yxf. إ ا أا ااااااااااك  1)( 2Gyكي  )(   . سااااااااااوف تكااااااااااوير أياديااااااااااة  �

 و ام ة . (1-1)
,221لتك   Gyy Gxx ام ة يمك  إيجاد  fا بما أير  �  بحيث أير : ,�21

1122 )(,)( yxfyxf    

ذا يؤدي إ   11وً
1

22
1 )(,)( xyfxyf  ا مج   أل يال : ��  

212121 )()()( yyxfxfxxf    

)()()( تعط  2
1

1
1

2121
1 yfyfxxyyf ���    

إ   2G  دالااة أيزومااورفزم ماا 1�fًومومااورفزم ا ولااذلي سااتكوير  1�fًااذا ياابًر  أير 
1G  ذا يع  أير 12. وً GG # . 

2132لاااتك    3  , GGGG  2Gإ   1G. مااا   fًاااذا يعااا  و اااود دالاااة أيزوماااورفزم  ##
 .3Gإ   2Gم   gودالة أيزومورفزم 

31: GGfg o$  1ً  أيادية و ام ة أيضات . وكير كير, Gyx � 
))(())(())()(())(()()( yfgxfgyfxfgxyfgxyfg    $  

),()(2كير  Gyfxf � 
> @ > @)()()()( yfgxfg $$  

اااذا يااابًر  أير  fgوً اااذا يعااا  أير  $ fgًااا  دالاااة ًوموماااورفزم ا وً ًااا  دالاااة أيزوماااورفزم  $
 . 3Gإ   1Gفوقية م  
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ذا يع  أير  31وً GG ذا يبًر  النظرية . #  ا وً

 ملاحظات
اير  -1 ناا أير ص الن (3)الجزء ال الث ص برً fgظرية أمجلا  مجنا ما برً دالاة ًوموماورفزم  $

اااااذا ياااااؤدي إ  أير دالاااااة  fا  gف ااااا  نحتاااااا  لنااااابًر  أير  دوال أيادياااااة و اااااام ة ا وً
 العأيأ  طالما مجرفك  كي دالتين ًومومورفزميتين تكوير ًوموموفزمية .

  تقااارر أ ناااا إ ا أ اااذف مجا  اااة مااا  المجمومجاااات ا فاااإير مجلاقاااة اكيزوماااورفزم النظرياااة أمجااالا -2
 1Gسااااوف تكااااوير مجلاقااااة تكافؤيااااة بااااين ًااااذ  العا  ااااة ا لااااذلي إ ا أا ااااك المجمومجااااة 

,12فمااااا  الساااااهل أير  قاااااول أير  2Gأيزوماااااورفزم المجمومجاااااة  GG اير مجنااااا ما أيزومورفزميتااااا
تكااااوير  مومجتاااااير أيزومورفزميتاااااير فااااإير مجااااانه الجباااال يمكاااا  أير يقااااول أنهمااااا متساااااو ير 

ر ت والسبأ يعود لزسباب الآتية :   وً
ر الطبيعا   مجانه الجبل يهاتم ب راساة العأيباات ال نا ياة مج ا  المجمومجاة ولاي  مج ا  الجاوً

 لعناهر ت ي المجمومجة .
21ولاااذلي إ ا أا اااك  GG  2Gإ   1Gواقعاااة تحااااك اكيزوماااورفزم ماااا   fوأا ااااك  #
Gyxzxyفهذا يؤدي إ  أير كي :  �o ,  ا)()()( zfyfxf  o 

ذا يع  أير   . yومج    xمعرفة مج   معرفة مج    fوً
)()(ولذلي فإير  yfxf  سوف تكوير مساوية لا)(xyf   2المعرفاة مج اG   أماا أيرxy 

 . 1Gمعرفة مج   
معرفاة ب اكل أامال إ ا أااير العأياأ ال ناا    2Gوبناء مج ي  فإير العأيأ ال نا   ما  

ودالااة  2Gدالاة معرفااة . وبانلأ  الطريقااة يمكا  تعريااف العأياأ ال نااا   مج ا   fوال الاة  1Gص 
g   2مG   1إG    1وتكوير أيزومورفزم ا ومجن  ذ يكوير العأيأ ال نا   مجG  معرف تعريلأاات
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,12أاملات ا وم  ًذا فإير جمي  الخخا ص م  واي ة م  الزمار  GG   ساوف يعتما  فقا  مج ا
ما  اك ار ت تعتما  مج ا   لاي العأيااأ  العأياأ ال ناا   المعارف . لاذلي ف ميا  الخخااا ص

 ال نا   أيضات .
 لهذ  اكسباب فإير مجانه الجبر يعتبر أي  مومجتين أيزومورفزميتين متطابقتاير .

 )نظرية الهومومورفزم(   3-10نظرية 
NGفاإير  Gزمرة  ز ية مجادية ما   Nأي زمرة إ ا أا ك  Gلتك   ساوف تكاوير  /

 Gcفاإير  Gتم ل ًومومورفزم لاا  Gcا وبالعك  إ ا أا ك أي زمرة  Gًومومورفزم هوري إ  
دالاة ًوموماورفزم ما   f. ص الحقيقاة إ ا أا اك  Gسوف تكوير أيزومورفيي لزمرة قسمة ما  

G   إGc فإير fGG ker/#c 

 البرهان
NGGf عااارف ال الاااة   /: o  بواساااطةGaNaaf ا ويسااابأ  )( ��

)()()( NbNaNababf    
 Gbabfaf �� ,)()(  
 NGNcNccf /,)( �  

NGإ   Gًاااااا  دالااااااة ًومومورفزمياااااااة ماااااا   fساااااانر  أير  تم ااااااال  Gcا وبالعكاااااا  لااااااتك   /
 . Gcإ   Gم   gا فهذا يع  و ود دالة ًومومورفزم  Gًومومورفزم هوري ل م مومجة 

gNلااتك   ker   أير نحاا   ع اامN   ًاا  زماارة  ز يااة مجاديااة مااG  3-5.   ظريااة  
NGمجتبر أير زمرة القسمة وا / . 

GNGf عاارف  co/:  بواسااطةGaagNaf أولىت سااوف  باااين  )()( ��
 معرفة تعريلأات  ي ات . fأير 
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Gaaلتك   21أ    ,�21 NaNa   
eaagNaa c o�o �� )( 1

21
1

21  

 . Gcًو العنخر اداي  ل م مومجة  ecييث 
)()()()( 21

1
21 agageagag  oc o �  

)()( 21 NafNaf  o  

ذا يبين أير   معرف تعريلأات  ي ات . fوً
NGNbNaوالآير كي  /, � > @> @ )()()( abgNabfNbNaf    

   )()()()( NbfNafbgag    

ذا يبين أير   دالة  ام ة . fوً
)()()()( بالإ افة إ   لي bgagNbfNaf  o  

eabgebgag c oc o �� )()()( 11  
NbNaNgab  o �o � ker1  

ذا يبين أير   . (1-1)ً  دالة أيادية  fوً
Gxوأ ااااااااااااا ات لاااااااااااااتك   c�  ا بماااااااااااااا أيرg   دالاااااااااااااة  اااااااااااااام ة إ ير يو اااااااااااااGa بحياااااااااااااث أير  �

xagxagNaf  m  )()()(  ذا يبًر  أير  ً  دالة  ام ة أيضات . fا وً
NGسوف تكوير دالة أيزومورفزم م   fإ ير  ذا يع   Gcإ   / GNGوً c#/ . 

ذا يبًر  النظرية .  وً

 )الهومومورفزم الطبيعي(   3-11تعريف 
 ا فإير ال الة : Gزمرة  ز ية مجادية م  الزمرة  Nلتك   

NGGf /: o  معرفة بواساطةGxNxxf تا مج  الهوموماورفزم الطبيعا   )( ��
NGإ   G أو القا وني  م   / . 
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 )النظرية الأولى للأيزومورفزم(   3-12نظرية 
fHو  Gcإ  الزمااارة  Gدالاااة ًوموماااورفزم مااا  ال الاااة  fلاااتك    ker   اK c  أي

 . Gcزمرة  ز ية مجادية م  
^ و  ` )()(| 1 KfKxfGxK c c�� � 

KGKGو  Gً  زمرة  ز ية مجادية م   Kفإير  cc# // . 

 البرهان
KGGg مجرف ال الة cco GxxfKxg بواسطة :/ ��c )()( 

Gbaلتك   )()()()( فإير ,� bfafKabfKabg c c  
 ً  دالة ًومومورفزم  . f كير 
)(])[(])[()(.)( ولذلي bgagbfKafKabg  cc  

ذا يبين أير   دالة ًومومورفزم . gوً
GaKGaKة إ   لااااي لااااتك  بالإ ااااف c�ccc�cc ًاااا  دالااااة  ااااام ة إ ير يو اااا   fبمااااا أير  /,

Ga aafبحيث أير  � c )(  فإيرaKafKag cc c )()( . 
KGإ   Gتكوير ًومومورفزم م   gلذلي  cc  ا وبواسطة النظرية اكساسية ل هومومورفزم . /

 KGgG cc# /ker/  

Kgإ ا بينااااااااا أير   ker  فااااااااإير  لااااااااي ساااااااايتبع  أيرK   ًاااااااا  زماااااااارة  ز يااااااااة طبيعيااااااااة مااااااااG 
KGKG cc# // . 

Kوالآير لو أا ك  c  اداي  ل م مومجة  ًKG cc / 
 Kxggx c l� )(ker  
 KxfKxfK c��c c� )()(  

Kx   وK بواسطة تعريف  �� 
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ذا يع  أير : Kxgx وً ��� ker 
Kg يع  أير  ker 

 ذا يبًر  النظرية .وً

 )نظرية فريثمان(   3-13نظرية 
KHبحياااث أير  Gزمااار  ز ياااة طبيعياااة مااا   Kو  Hلاااتك    HKفاااإير  � زمااارة  /

HG ز ية مجادية م   و  /
HK
HGKG

/
// # . 

 البرهان
HKسوف نأ ذ القار   ل ت أ  م  أير   HGزمرة  ز ية طبيعية م   / / . 

HGGfبالإ اااافة إ   لاااي  /: o  تعااارف بواساااطةHxxf والاااث تم ااال ًوموماااورفزم  )( 
HGإ   Gطبيع  م    بحيث أير : /

^ `HKHxGxHKfK /|)/(1 ��  �  

  بواسطة النظرية أمجلا  
HK
HGKG

/
// # 

 )النظرية الثانية للأيزومورفزم(   3-14نظرية 
HKلاااتك     ًااا   ز ياااة طبيعياااة مااا   Hبحياااث أير  Gًااا  زمااار  ز ياااة مجادياااة مااا   ,

G  ا فإيرKH kg, HHKKHKتم ل زمرة  ز ية طبيعية م   � /)/( #� . 

 البرهان
KHHKو  Gً  زمرة  ز ية مجادية م   Hبسبأ أير   ًا  زمارة  HKا يياث   
 . G ز ية م  

HKHeH بالإ افة إ   لي �  
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ذا يعط  أير   . HKً  زمرة  ز ية مجادية م   Hوً
ذا يؤدي إ  أير  HHKوً  معرفة . /
HHKKfييث  fولنعرف الآير ال الة  /: o  بواسطةHKKf  )( . 

f  ا ولتعتااابر أير أي ماااورفزم دالاااة ًوموHKaHHKHa �� HKaوالآير  /, تعطااا  أير  �
hka Hhلبعض    Kkا  �  أي أ   : �

)()( kfHkkHhHa     
دالااااااة  ااااااام ة ا وبواسااااااطة النظريااااااة اكساسااااااية ل هومومااااااورفزم نحخاااااال مج اااااا   fًااااااذا يباااااا  أير 

HHkfk /ker/ KHf ا وإ ا اساتطعنا تكاوي  أير # � ker  فإ ناا سنحخال مج ا  أير
KH HHKKHKو  K ية مجادية م  زمرة  ز  � /)/( #� . 

Kk. لذلي فإير أي مجنخر  HKتم ل اداي  إ   Hوالآير  � : 
Hkffk  l� )(ker  

Kkكير  � KHkHkHHk ����� � 
KHkfkأي أ ااا   ���� ker  اااذا ياااؤدي إ  أير KHfوً � ker .   لاااذلي يتبااا
 : ما ي  

 )نظرية التقابل(   (a) 3-14نظرية 
باين الزمار الجز ياة ما   1-1. يو ا  تقابال أياادي  Gزمرة  ز ية م  الزمارة  Nلتك   

G  الث تحتويN  والزمرة الجز ية لاNG / . 
ذا التقابل يعط  أذلي  والزمار الجز ياة  Nالاث تحتاوي  Gبين الزمرة الجز ية العادية م   1-1وً

NGص  / . 

 البرهان
NGإ   Gًومومورفزم فوق   fليك     .Nتحتوي  Gزمرة  ز ية م   Hلتك   /

^ فإير ` ^ ` NHHhhNHhhfHf ///)()(  � �  
NGتم ل زمرة  ز ية م     لما ا ؟  . /
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),(ولنعتااابر أير أي زمااارتين  اااز يتين  HK   ماااG   تحتاااوي مج اااN  بحياااث أير)()( KfHf   
ذا يع   NKNHوً // ذا يؤدي إ  أير :    . وً

 KhkkhkNhk � o�� �� )( 11  

KH ولذلي � . 
HKوبااااانلأ  الطريقاااااة يمكنناااااا إثباااااات أير  اااااذا يعااااا  أير  � KHا وً ا ولاااااذلي يمكنناااااا   

 . 1-1سوف تكوير أيادية  Hf)(إ   Hملايظة أير ال الة م  
NGأي زمرة  ز ية م   Xلتك   / . 
   ^ `XxfGxY �� )(/ 

NhXNnfبماااا أ ااا  كي  �� ,)(  N  ًاااو ادايااا  ل م مومجاااةNG /  Yn لاااذلي  �
YN � . 

NGXt وأذلي إ ا أا ك /�� 
)(gfgNt ygلذلي     � . 

Yyم   yf)(سوف يكوير م  النو   Xوبهذ  الطريقة  ر  أير أي مجنخر م   � . 
 . Gً  زمرة  ز ية م   Yوالآير سوف  بين أير 

YN مومجة غ   الية  كير  Yم  الوا ز أير  �.   
Yyyإ ا أا ك  Xyfفهذا يؤدي إ  أير  ,�21 �)( 1 . 

 XyfyfXyf �o� �1
212 )]([)()(  

 XyyfXyfyf �o�o �� )()()( 1
21

1
21  

 Yyy �o �1
21  

XYf. وبماا أير  Nوتحتوي مج    Gزمرة  ز ية م  تم ل  Yلذلي فإير  فإ ناا سنحخال  )( 
HfH)(مج   أير ال الة م   o . دالة أيادية  ً 

 . Hf)(ولنعتبر  Nوتحتوي مج    Gزمرة  ز ية مجادية م   Hوأ  ات لتك  
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/,)(لتك   HfhNNGgN  فإير : ��
 HgHgHfNghggNgNhN �� ��� 111 ),()()(  

 . Gً  زمرة  ز ية مجادية م   Hf)(م  ًذا الطريلمج 
NGزمرة  ز ياة مجادياة ما   Kلتك   ^ا  ا   / `KxfGxL ا وبهاذا  ساتطي   |)( ��

,)(أير  ر  مما سبلمج أير  LfkLN  . Gزمرة  ز ية م   ً  Lو  � 
Ggلتك   Lxو  � Kgfxfgfxgxf فإير � � �� 11 )()()()( 
NGgfيياث  /)( Nxfا  � NGزمارة  ز ياة مجادياة ما   Kو  )(� اذا ياا / ؤدي إ  . وً

Lggأير  �u ذا يبًر  أير  �1 NGزمرة  ز ية مجادية م   Lوً  . Nوتحتوي مج    /

 تمارين عملية
 1تمرين 

Rbaكي   RRfمجاااااااااااااااارف  0zaو  ,� o:  بواسااااااااااااااااطةbaxxfab ا  )( �
 ولتك  :

^ ` ^ `0,,|,1 z� � aRbafGGfN abb  

NG#وكير  Gتم اال زماارة  ز يااة مجاديااة ماا   Nباارً  أير  ل زماارة غاا  الخاالأرية ماا  اكمجاا اد  /
 الحقيقية تحك مجم ية الضرب .

 الحل
 xxf GiRًذا يبين أير ال الة اداي ة  10)(   ليسك  الية . Gلذلي فإير  �
Rdcbaلتك   0,0م   ,,,� zz ac : ذا يؤدي  وً

 > @ badacxbdcxadcxfxff abcdab �� �� � )()()(  

00,0 zozz acca  يينbadfac �o ذا  ,  يؤدي إ  أير :وً
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 badaccdab fff � ,    (1) 

c   نة أير  (1)م  المسامج ة م  ً  زمرة م  وً  تعمل مج   اداي  و : Gيمكننا برً
 baafabf 11 ,

1)( �� �
�   

Nfم  الوا ز أير   غ   الية . Nا لذلي  �10
Nffبالإ افة إ   لي  db �11 ذا يؤدي إ  : ,  وً

 Nbdfffff dbdb ���  � ,)( 111
1

11  

GfNfا ومرة أ ر  إ ا أا ك  Gزمرة  ز ية م   Nلذلي فإير  abc ��  :لذلي  1,
 Nacffffff baabacaabcab �  �� ��

� ,)( 1,,
1

1 11  

 . Gتم ل زمرة  ز ية مجادية م   Nلذلي 
زماااااارة غاااااا  هاااااالأرية ماااااا  اكمجاااااا اد الحقيقيااااااة تحااااااك مجم يااااااة الضاااااارب مجاااااارف  Kوأ اااااا ات لااااااتك  

KG o:T  بواساااااااطةafab  )(T  لكااااااالGfab  ًااااااا   اااااااام ة .  Tمااااااا  الوا اااااااز أير  �
 والآير :

 )()()()( , cdabbadaccdab ffacfff TTTT    �  

ذا يؤدي إ  أير   ً  ًومومورفزم . Tوً
K  )(kerاداي  ل م مومجة  abab ff TT l� 

            1 l a  
            Nfff abbab �l l 1  

 . N Tkerلذلي 
KNGوبواسطة النظرية اكساسية ل هومومورفزم  #/H . 

 2تمرين 
/)(زمااارة بحياااث أير  Gإ ا أا اااك   GZG  دوارة مجنااا ما تم ااال)(GZ  مرأااازG  باااين أير

G . تب ي ية 
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 الحل
    )(GZN �!و    gNNG Ggلبعض  / � . 

Gbaلااااتك   NggNaNفااااإير  ,� KK NggNbNو  )(   11)( �� لااااابعض    
ZLK اااااااااااااذا ياااااااااااااؤدي إ   ,� Nnnوً 2و  ,�21

1
1, ngbnga K اااااااااااااذا ياااااااااااااؤدي إ      وً

2121 , nngabnngba LKKL �� Nnnييث     �21, ZG  
baabلذلي    . 

 3تمرين 
اااذا زمااارة غااا  هااالأرية مااا  اكمجااا اد  R*إ ا أا اااك  الحقيقياااة تحاااك مجم ياااة الضااارب . وً

),(يبين أير  .*R   لي  أيزومورفزم م),( �R . 

 الحــل
*1 R��  فاااااااإ ا أااااااااير دا ماااااااات  2ًااااااا  مااااااا  الرتباااااااة),(),( .* �# RR  مااااااا لات تحاااااااك

  لما ا ؟  . 2يجأ أير تكوير م  الرتبة  �f)1(مجن  ذ  fاكيزومورفيزم 
0,0ولكاا    �m naRan  0أو a  ا لااذلي لى تو اا  مجناهاار ماا  الرتبااة

),(ص  2 �R  لذلي),( .*R   لي  أيزومورفزم م),( �R . 

 4تمرين 
 N   زمااارة  ز ياااة مجادياااة ماااG  باااين أير .NG إب الياااة إ ا وفقااا  إ ا أا اااك لكااال  /

Gyx Nyxyxا  ,� ��� 11 . 

 الحــل
Nyxyxص يالة   ��� Gyxلكل  11 �, : 

 NyNxNNxNyNNyxyx  o ���� 1111 )()(  
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 NGyNxNxNyN /o    إب الية 
NGوبالعك  لتك   Gyxإب الية ا لذلي كي  / �, : 

 NNNyNyNxNxNyNxNxNyN    ���� 1111 )()()()()()(  

 والآير :
 NyNxNxNyNNNyxNyNxNyxyx    ������ 111111 )()(  
o  Nyxyx ��� 11  

 5تمرين 
ا تم اااال زماااارة  1�gHg= تقاااااط  أاااال  Wبااااين أير  Gزماااارة  ز يااااة ماااا   H إ ا أا ااااك 
 . G ز ية م  

 ــلالح
�بواسطة اللأر   

Gg

gHgW
�

� 1 

 . Gزمرة  ز ية م   Wو  Gزمرة  ز ية م   1�gHgوبسبأ أير أل 
 GgHWggGggHgwWw ���o���o� �� 11  

Gxلتك    فإير : �
 GgxgxgHxgwggxgxwx ��� ����� 11111 )()(  

xgtxx ساااااااااتطي  أير  كتبااااااااا   Gص  tوالآير كي مجنخااااااااار  Gtxgا مجنااااااااا ما  �1  �� �1 
 ولذلي :

 WxwxGttHtxwx �o��� ��� 111  

 . Gزمرة  ز ية مجادية م   Wلذلي 
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 مسائل
 

/)ker()(ا برً  أير  Gcإ   Gًومومورفزم م  الزمرة  fإ ا أا ك  -1 GffG # . 
HGfكي دالاااة ًومومورفزمياااة  -2 o:  بااارً  أ ااا  ا إ ا أا اااكGx لهاااا رتباااة منتهياااة  �

))((/)(فإير  xxf ا إ ا وفقا   (1-1)أيادياة الت ااأل   مو وماورفزم    fتتضام  أير  $$
 إ ا :

> @ Gxxfx �� ))(()( $$  

 هنف ال وال المعطية الآتية إ  فئات : -4و -3
 i  .  ليسك  ام ية الهومورفزم  أ  و 
 ii  .  ام ة الهومورفزم لكنها ليسك  اتية الهومومورفزم  أتومور  
 iii  . أيزومورفززم ولكنها ليسك أوتومورفزم 
 iv  . أوتومورفزم 
 v  كنها ليسك أيزومورفزم .مو ومورفزم ل 

 زمرة الجم  لزمج اد الخحيحة : Zلتك  
(a) ZZfZxxxf o��� :,)( 11 
(b) ZZfZxxxf o�� :,||)( 22 

I ZZfZxxxf o��� :,2)( 33 
(d) ZZfZxxxf o��� :,3)( 44 

 زمرة الضرب كي مج د مرأأ غ  هلأري : C*لتك  
(e) **

1
*4

1 :;)( CCgCxxxg o��  
(f) **

2
*

2 :;)( CCgCxxxg o��  
(g) **

3
*

3 :;||)( CCgCxxxg o��  
(h) **

4
*

4 :;)( CCgCxxxg o���  
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 : 8أي زمرة إب الية م  الرتبة  Gلتك  
(i) GGhGxxxh o�� :;)( 1

4
1 

(j) GGhGxxxh o�� :;)( 2
3

2 
(k) GGhGxxxh o�� � :;)( 3

1
3 

GGfإب اليااة إ ا وفقاا  إ ا أا ااك ال الااة  Gً  أير الزماارة باار  -5 o:  الااث تعطاا  بمااا
)(1ي    � xxf  تم ل أوتومورفزم صG . 

GGfد هاااااحيز مو اااااأ ا  عااااارف مجااااا  nتم ااااال زمااااارة إب الياااااة و  Gلاااااتك   -6 o: 
Gxxxfبواسااااااطة  n . إ ا   Gًاااااا   إ اااااا ومورفزم  ماااااا    fا بااااااين أير  )( ��
ًااااااا   fوليااااااااير  سااااااابيات ا باااااااين أير هماااااااا أ $G)(و  nمنتهياااااااة بحياااااااث أير  Gأا اااااااك 

 . Gأوتومورفزم ص 
GGfلتك   -7 o: :   دالة ًوموموفزمية ا برً  ما ي  ً 

 i   كي زمرة  ز يةH   مG  ا)(Hf  ية م  ً  زمرة  ز Gc . 
 ii   كي زمرة  ز يةK c   مGc  1)(ا Kf c�   زمرة  ز ياة ما  ًG  ا وتحاوي

fker  1)(و Kf c�   ًااا  زمااارة  ز ياااة مجادياااة ماااG  مجنااا ماK c  ًااا  زمااارة
 . Gc ز ية مجادية ص 

 iii   إ ا أا كf  دالة  ام ة فإير كي زمرة  ز ية مجادياةK   ماG  ا)(Kf 
 . Gcم   زمرة  ز ية مجادية

 iv   إ ا أا ااكf  ااام ة و K   زماارة  ز يااة مااG   تحتااوي مج ااfker  ااواة  
f فااإير  > @ KKff  � لواياا   ويتضاام   لااي أ اا  تو اا  رابطااة واياا  1)(

Hfالااث تحتااوي مج اا   Gبااين الزماار الجز يااة ماا    ker   وزماارة  ز يااة ماا
G   ماا  الاارواب   (1-1). ًاذ  الرابطااة  المراسا ة  تعطاا  أيضاات واياا  لوايا
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والزماار الجز يااة  fkerوي مج اا  والااث تحتاا Gبااين الزماار الجز يااة العاديااة ماا  
 . Gcالعادية م  

باارً  بأير هااور الهومومااورفزم ماا  الزماار ال ا ريااة الإب اليااة تكااوير إب اليااة . أمجاا  م ااالىت  -8
وباااين بأير هاااور الهوماااورفزم ل زمااار الإب الياااة ال ا رياااة ساااوف لى يضااام  أير تكاااوير زمااارة 

 بنلأسها .
GGfدالاااة بحياااث أير  Gإ ا أا اااك ل زمااارة بااارً  بأ ااا   -9 o:   والاااث تعطااا  بماااا ي ااا

Gxxxf  زمرة إب الية . Gدالة أيزومورفزم فإير  )(3 ��
GGfييااااث أير ال الااااة  G سااااتعر  الزماااار غاااا  الإب اليااااة  -11 o:   المعرفااااة بمااااا ي اااا

4)( xxf  تم ل أوتومورفزم .  
11- N  زمااارة  ز ياااة مجادياااة  ات دليااال منتهااا  ص الزمااارةG  وH   زمااارة  ز ياااة  ات رتبااا

<منتهية . إ ا أا ك  @NG NHفبين أ    $H)(أولية  سبيات إ   إ ا أا ك : � . 
12- N  ًااااااا  زمااااااارة  ز ياااااااة منتهياااااااة مااااااا  الزمااااااارةGH  زمااااااارة  ز ياااااااة  ات دليااااااال منتااااااا   ,

<. إ ا أا ك  Gص  @HG NHفبين أير  $N)(إ   أولية  سبيات  : � . 
Hxا بحيااااااااااث أير  Gتم ااااااااال زمااااااااارة  ز يااااااااااة مااااااااا  الزمااااااااارة  Hإ ا أا اااااااااك  -13  كي  �2

Gx HGا برً  بأير  �  إب الية . /
GHfك  لاات -14 HGزماارة ا العلاقااة  ,, u  بحيااث أيرGf  dom  ا بالإ ااافة إ  أير

f : تحقلمج ال روط الآتية 
(i) fabxyfbyfax �o�� �� ),(),(,),( 11 

(ii)  إ ا أا كee ,c   يم لاير اداي اير إGH  بالتتالي ا فإير : ,
eafae c o�),(  

 . Hإ   Gتم ل ًومومورفزم م   fبرً  بأير 
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cafcxfax]ملايظة : برً  أير   o�� ),(,),(. ] 
niتم ل زمرة لكل  iGلتك   -15 ,...,2,1  

GnxxGGGiمجرف  ...21 u S 
 تم ل زمرة تحك العأيأ iGSبين أير 

),...,,(),...,,(),...,,( 22112121 nnnn babababbbaaa   

niلكل  iGتم ل زمرة  ز ية مجادية م   iHإ ا أا ك   برً  بأير :  2,1,...,
� �

i

i

i

i

H
G

H
G S

S
S

#  

 زمر التباديل -2
ا يجاااأ أير  ااابًر   Sإ   مومجاااة أااال التباديااال إ   SA)( مومجاااة ولاااتك   Sلاااتك  

 زمرة . SA)(مبكرات أير 
مغ قااة تحااك العأيااأ  Hبحيااث أير  SA)(  أي  مومجااة غاا  فارغااة ماا Hإ ا أا ااك 

أيضاات . لاذلي فاإير  Hا فإير المعكاو  لهاذا العنخار مو اود ص  Hوكي مجنخر ص  SA)(ص 
H  م  تم ل زمرة  ز ية)(SA . 

تم ااال  مومجاااة التباديااال مااا   Hومااا  فيياااة أ ااار   ساااتطي  أير  قاااول أ ااا  إ ا أا اااك 
ضااء ًاو أمج Hمغ قة تحاك  تاا ا العأياأ ومعكاو  جميا  مجناهار  Hبحيث أير  Sالمجمومجة 

 تم ل زمرة م  مجم ية  تا ا العأيأ . H. فإير  Hص 
أي زمرة م  ًذ  الزمر تسم  زمارة التحويال أو زمار التباديال ا ًاذ  الزمار  ات أهمياة 

ك ناااا سااانبين أير  ظرياااة أااااي    الاااث  أااارت  كي زمااارة ممكااا  وهااالأها بواساااطة زمااارة مجظيماااة 
ياال وبالإ ااافة إ   لااي فااإير ًااذ  الزماار  ات مخااادر غنيااة لز ااوا  الم ت لأااة ماا  اكم  ااة التباد

 وأذلي اكم  ة المعاأسة ل زمر  ات الخخا ص المتنومجة .
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وب ااكل ر يساا  و اا ود ياليااات ساانتعامل ماا  الزماار الإب اليااة مج اا  المجمومجااات المنتهيااة 
SAf)(ماااا  العناهاااار ولااااتك   n اااا   مومجااااة منتهيااااة تحتااااوي مج Sلااااتك    fساااانرمز إ   �

 بواسطة الرمز الآتي :

¸̧
¹

·
¨̈
©

§

n

n

bbb
aaa

,...,
,...,

21

21  

naaaص الخف اكول  ...,, 21   ًn  م  العناهر صS . 
nbbbلخف ال اني ص ا ...,,  . fتحك ال الة  iaتم ل هور  21

ًذا الرماز يعارف برماز الخالأين و عك ص الخف اكول ا  Sمجناهر وبخورة ر يسية فإير رتبة 
 . fلا 

 9مثال 
^لتك   `4321 ,,, aaaaS SSfا مجرف    o: : بواسطة التعريف الآتي 

44133221 )(,)(,)(,)( aafaafaafaaf      

 والآير  ستطي  أتابة ال الة أما ي   :
  ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

3412

2431

4132

4321

aaaa
aaaa

aaaa
aaaa

f  

       ¸̧
¹

·
¨̈
©

§

4213

4132

aaaa
aaaa  

ا   fتطي  أتاباة ال الاة ب لاثة طرق فق  ا و س fًنا  لايظ أ نا أتبنا ال الة  بعا ة طارق وً
!424  طريقة . ولنعود إ  المناق ة العامة .  

naaaو اااااااعك لاااااااابعض الرتاااااااأ المعرفااااااااة ولنقاااااااال  Sلاااااااتك  مجناهاااااااار  ,...,, ا الآير  21
)( ii afb naaaً  واي ة م   ibوكير    ,...,, kiiفإير  21 ab لبعض اكمجا اد الخاحيحة   
ik  و  1ادخورة بينn  وكيرnbb ,...,1جميعهاا أمجا اد مخت لأاة  1,... kkn   ًا  أال اكمجا اد ما
 :لبعض الرتأ ا لذلي  nإ   1
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¸̧
¹

·
¨̈
©

§

nkkkk
n

...
...321

321
 

^ًااا  تبااا يل إ   `n,...,3,2,1  ا ًاااذا التبااا يل وساااأ بخاااورة طبيعياااة بواساااطةf   وبالعكااا

̧¸ تعط  التب يل أما ي  
¹

·
¨̈
©

§

nkkk
n

...

...21

21
 

^إ   `n,...,3,2,1 مج   التب يل ا وسنحخل ¸¸
¹

·
¨
¨
©

§

nkkk

n

aaa
aaa

...

...

21

21 

وييااااااااا ات ووساااااااااأ بواساااااااااطة التبااااااااا يل ص  Sص  fا تقريباااااااااات يكاااااااااوير ًاااااااااذا التبااااااااا يل  Sص 
^ `n,...,3,2,1  والرمزa  لى ي عأ أي دور ص يسابf . 

¸¸ ولذلي يمك  أتابة
¹

·
¨
¨
©

§
 

nkkk

n

aaa
aaa

f
...
...

21

21 

̧¸ ول سهولة  كتبها أما ي  
¹

·
¨̈
©

§
 

nkkk
n

f
...
...21

21
 

^بالإ افة إ   لي سوف نأ ذ  `nS ,...,2,1  . 
 10مثال 

Sfلتك   ̧¸ ا فإير 9ً   لأسها ص الم ال  ,
¹

·
¨̈
©

§
 

4132
4321

f 

 15.3 قضية
 أما ي   :  Sمج    ~ عرف العلاقة  Sً  تب يل ل م ومجة  fلتك  

Sbaكي  bafإ ا وفقااا  إ ا  b ~ aا  ,� n . ًاااذ   nالخاااحيحة  لااابعض اكمجااا اد )( 
 العلاقة ً  مجلاقة تكافؤ .

 البرهان
Scbaليك    �,, 
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aaIafالى عكااااااا  ا بمااااااا أير  -1 aaإ ير  0)()(   ًاااااا  التباااااا يل اداياااااا   Iًنااااااا  ~
 . Sل م مومجة 

babafتنااااااااااااااظر ال -2 n ~)( m   لااااااااااااابعض العااااااااااااا د الخاااااااااااااحيزnbaf n m � )( 
mab ~ . 

bacbbafالتعااا ي  -3 n ~,~)( m   لااابعضn  مجااا د هاااحيزcbf m لااابعض  )( 
m مج د هحيز 

))(()()()( affaffaf nmnmmn   o � $  
         cacbf m ~)( o   

 . Sً  مجلاقة تكافؤ مج    ~ًذا يبًر  أير العلاقة 
 ~إ  هلأوف تكافؤ منلأخ ة وأل هاف تكاافؤ وساأ بواساطة العلاقاة  Sتقسم  ~والعلاقة 

 . fيسم  الم ار إ  
 16.3 قضية

SAf)( مومجاااااة منتهياااااة ا  Sإ ا أا اااااك  Ssو  � فإ ااااا  يو ااااا  مجااااا د هاااااحيز  �
^ينتم  إ   Sإ   fبحيث أير م ار  kمو أ  `)(,...),(),(, 12 sfsfsfs k � . 

 البرهان
)(لها رتبة منتهية ا لذلي  SA)(منتهية ا  Sبما أير  f$   منتهياة . ولاتكmf  )($ 

IfssIsfفإ    mm  m  )()( . 
ssfًاااو أهاااغر مجااا د هاااحيز مو اااأ بحياااث أير  kلااايك   k بأير    مج ااا نااااإ ف )( 

)(,...),(),(),( 120 sfsfsfsfs k  جميعها مخت لأة ا وتحققاير :  �
10 21 �ddd kll  

)()(بحيث أير  21 sfsf LL  إ ير :  
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kllssf ll ��� �
120,)(12  

ذا يناقض أوير   ً  أهغر ما يمك  . لذلي فإير جمي  مزامجمنا هحيحة . kوً
sfs)(فاااااإير  sيم ااااال مااااا ار بالنسااااابة إ   scخااااار والآير إ ا أااااااير أي مجن l c  لااااابعض

rkql. ولك   lاكمج اد الخحيحة   بحيث أير : ,qrلبعض اكمج اد الخحيحة   �
10 �dd kr  

<فااااااااااااااإير  @ )()()()( sfsffsfs rqkrl    c  وبماااااااااااااااا أيرssf k فهااااااااااااااذا ياااااااااااااااؤدي إ  :  )( 
ssf kq   لما ا؟  . )( 

10بالإ اااااااااااااافة إ   لاااااااااااااي ويياااااااااااااث أير  �dd kr  و)(sf r  ًااااااااااااا  مجناهااااااااااااار المجمومجاااااااااااااة
)(,...),(),(, 12 sfsfsfs k ,),(...,)(ا لاذلي  � 1 sfsfs k ًا  العناهاار الوييا ة الم ت لأااة ص  �

ذا يبًر  القضية . sالم ار المنته  إ    . وً
 )التباديل الدائرية(   3-17تعريف 

و ا ت مجناهار  يسام  تبا يل دوارة إ ا Sص  f مومجة منتهية . التب يل  Sلتك  
iiii ,...,,  . بحيث أير : Sص  21

13221 )(,...,)(,)( iifiifiif i     

Sjوكي  iiiiويخت اااااف مجااااا   � ,...,, jjfفاااااإير  21 بالرماااااز  fا وسااااانرمز إ  التبااااا يل  )( 
),...,,( 21 iiii   ًذا الىهاطلا .f  يسام  اهاطلا  الخاف الوايا  ا بالإ اافة إ   لايt 

 . fتسم  طول الزمرة 
 . �tت مج  أيضات ال ورة  tال ورة  ات الطول 

 ملاحظة
 f تقريبياااات  تكااوير دا رياااة إ ا أا اااك  Sل م مومجاااة  fا أير  قاااول أير التب ي ااة يمكنناا 

 تمت ي مج   اكقل م ارات واي ات وتوي مج   أأ ر م  مجنخر  برً   .
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 11مثال 
^لتك   `4,3,2,1 S  231(فإير(  يرمز ل تا يلf   مج اS  3بحياث أير)1(  f  ا

2)3(  f  2(1ا(  f  4(4ا(  f : وص العقيم  و الخلأين فإير 

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
  

4213
4321

)231( f  

f 231()312()123( ا وملايظة أ ر  أ   3طول تب يلات دورارة  ات(    
^دوارات م  المجمومجة يم ل ت يلات  (2 1)وبنلأ  الطريقة   . 2 ات طول  4,3,2,1`

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

4312
4321

)21(  

 12مثال 
^لتك   `4,3,2,1 S  ولتك ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

53412
54321

f 

)1(2ا  لايااااظ أير  f سنحسااااأ ماااا ار  f  2(1ا(  f  فإ نااااا  (3-16)بواسااااطة الب يهيااااة
^ اار  أير  )3(4وماارة أ اار  .  fًاا  ماا ار  2,1`  f  4(3ا(  f  لااذلي^ ًاا  ماا ار  4,3`

)5(5أيضات . وبما أير  fإ    f  إ ير^  تم ل م ار لنلأسها . 5`
 الم ار ل تب يل الآتي : -1

^ ` ^ 3̀,2,1,4,4 ̧¸ ًو 
¹

·
¨̈
©

§
55132
54321  

 إير الم ار الويي  ل تب يل : -2

S  لأسها ̧¸ ًو المجمومجة 
¹

·
¨̈
©

§
41532
54321  

 )تبديل المواضع(   3-18تعريف 
 ت مج  بإب ال المو   . 2ال ورة  ات الطول 
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 )التباديل المنفصلة(   3-19تعريف 
 يقال مجنهما منلأخ ين إ ا تحققك ما ي   : Sل م مومجة  ,fgالتب ي ين  

Sjjjfjjgي ك -1 �zm )()( 
Sjjjgjjfكي  -2 �zm )()( 

ااذا يعاا  أ اا  إ ا أي مجنخاار ص  وإ ا أي  gفإ اا  ساايكوير ًبتااات بواسااطة  fتحاارة بواسااطة  Sوً
 . fفإ   سيكوير ًبتات بواسطة  gتحرة بواسطة  Sمجنخر ص 
 ملاحظة

 يكوفير إب الياير وم  أ ل  لي . gا  fأي تب ي ين منلأخ ين 
Sxليك   xxfا ولنلأر  أير  � z)(  فهذا ياؤدي أيرxxg والآير إ ا أا اك  )( 

)(xfy ^ فإ نا سنر  أير   ` yxffyf z )()( 
xfx)(وم  فيية أ ر   yygلذلي     )( 

^لذلي  ` yygxfgxfg    )()())(( $ 
^وأذلي  ` yxfxgfxgf    )()())(( $ 
))(())((ولذلي  xfgxgf $$   
xxfليك  والآير   فإ   سيكوير ًنالي يالتين : )( 

 xxg z)(  أوxxg  )( 
^وص يالاااااااااااة الم اااااااااااكل ا  ` )()( xgxgg z  لاااااااااااذلي> @ )()( xgxgf بالإ اااااااااااافة إ   لاااااااااااي   

> @ )()( xgxfg )()(لذلي    xgfxfg   . 
^الة اك ر  وص الح ` xxfxgf xxgxfgا  )()(     )())(( 

))(())((وص ًذ  الحالة أيضات  xfgxgf $$   
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ذا يبين أير   إب اليين . gا  fوً

 13مثال 
^لاتك    5̀,4,2,1 S  ا  (3 2)لطريقاة ًا  إبا ال و ا  . وبانلأ  ا (2 1)ا الا ورة

 . S. هما أيضات تباديل و   ص  (4 1)
 ص الع د  . 10 سوف تكوير  Sأو   جمي  التباديل المو حة الممكنة إ   
 14مثال 

^لااتك   5̀,4,3,2,1 S )231( f  ا)54( f  3تعريااف بواسااطة)1(  f  ا
2)3(  f  2(1ا(  f   1(1ولاااااااااااااااااايك(  g  3(3ا(  g  2(2ا(  g   وماااااااااااااااااارة أ اااااااااااااااااار
5)4(  g  5(4ا(  g   4(4ولكااااااااا(  f  5(5ا(  f  ًاااااااااذا يباااااااااين أيرf  اg  تباديااااااااال

 منلأخ ة .

 ملاحظة
مااا  اليسااا  الت أااا  مااا  أير أي تبااا ي ين غااا   ايااا ي  دا اااريين هماااا منلأخااا ين أم لى .  

لى . إ ا   ولرؤيااة إ ا أا ااك ًااذ  التبادياال تم ااي أي مجناهاار م ااعأة ص تاارقيم الخااف الواياا  أم
أا ك تم ي أي مجناهر م ت كة ص ترقيم الخف الوايا  فإنهاا ليساك منلأخا ة وبعكا   لاي 

 تكوير منلأخ ة .
مجنخاار مت اارة .  3ليسااك منلأخاا ة كير  (5 4 3)ا  (3 2 1)وأم ااال مج اا   لااي  
منلأخاا ة كنهااا لى تحااوي مج اا  مجناهاار م ااعأة ا وماا  الىيتلأااا  بمياازة  (7 3)ا  (2 1)ولكاا  

 أير أي م  ال نا يات ال وارة منلأخ ة . القامج ة سنحاول
(i) (1 2)  (2 3)ا      (ii) (4 5 2)  (3 1)ا      (iii) (1 3 5)  (3 4 2)ا . 

 ول تحقلمج م  الملايظة سنعأها ل قارئ .



 
 
 

 اللأخل ال الاااث

 

192 

 )التباديل الدوارة(   3-20تعريف 
. لااو أ ااذف  Sأي تباا يل مج اا   fأي  مومجااة منتهيااة غاا  فارغااة ولااتك   Sلااتك  

Ss اير الب يهية  �  بحيث : kيو   مج د هحيز مو أ  (3-16)بواسطة برً
ssfsfsf k ),(),(...)( ^مخت لأاااة جميعهاااا و  �21 `)(...)(),(, 121 sfsfsfs k�  ًااا  المااا ار صS  .

�التب يل ال وار  �)(...)(( 1 sfsfs k  . fت مج  بال وارة مج    �

 15مثال 
^لتك    `5,4,3,2,1,

45132
54321

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 Sf : فإير 

))1()1(1()321( 2ff   دوارة صf  وماااااااااااااااااااااااااااااااااااااااارة أ اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااار  ييااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااثsf ا  )4( 
4)5())4(()4(2    ffff  ا^  ا وص الحقيقااااااااااااااااااااااااااااااااااااااة أير  fدورة أيضااااااااااااااااااااااااااااااااااااااات ص  5,4`

 ا و لايظ أير ًنالي دا رتين منلأخ تين . fهما ال ا رتين الويي تين ص  (5 4)و  (3 2 1)
 3-21نظرية 

 أي تب ي ين دا ريين م   مومجة منتهية تكوفير منلأخ تين .

 انهالبر 
),)(...)((لااااااااتك    1

1
1 sfsfs k ))(...)((و  � 2

1
22 sfsfs k  أي دوارتااااااااين مخت لأتااااااااين ص  �

f . 
)),(...,)((بواساااااااااااااااااااااااطة تعرياااااااااااااااااااااااف الااااااااااااااااااااااا وارة  ع ااااااااااااااااااااااام بأ ااااااااااااااااااااااا  المجمومجاااااااااااااااااااااااة  1

1
11 sfsfs k �  

)),(...,)((و  2
1

22 sfsfs k  . f ات م ار مخت ف ص  �
  3-15لااااي  ًنالااااي أي مجنخاااار م ااااعة بينهمااااا  ب يهيااااة  fوالآير كي ماااا اري  مخت لأااااين ص 

)),(...,)((ولاااذلي  1
1

11 sfsfs k )),(...,)((و  � 2
1

22 sfsfs k لى تحتاااوي مج ااا  مجنخااار م اااعة ا  �
ذا يؤدي إ  أير ال وارتين منلأخ تين .  وً
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 3-21نظرية 
 مومجااة منتهيااة يمكاا  التعباا  مجناا  مجاا  طرياالمج دواراير  تباا يل لى يساااوي اداياا  ماا أي 

 . 1منلأخ ة وأ ها  ات طول أأبر م  

 البرهان
SAf)(أي  مومجاااااااااة منتهياااااااااة غااااااااا  فارغاااااااااة أو  الياااااااااة و  Sلاااااااااتك   ا لاااااااااتك   �

tVVV ,...,,  الااااا ورات ساااااوف تكاااااوير منلأخااااا ة  ب يهياااااة  ًاااااذ  fًااااا  أااااال الااااا وارات ص  21
if . سوف  بين أير 21-3 VVV ,...,, 21  

),...,,( 211 raaa V  
),...,,( 212 sbbb V  

),...,,( 21 ut lll V  

,,...,),,...,(),,...,,(...,),,...( امجتبر 21212121 usrt lllbbbaaa VVV 
Sxلتك   ساوف يقا   Sوأي مجنخار ص  fت وييا ة ص وساأ دوارا fا بماا أير ما ار  �

ا . xبحيث أير  iVا فإ   يو   دوارة  fص أي  الم ارات ص   سوف تكوير أي  مجناهرً
),,...,(لتك    21 mi kkk V  وjkx mjلبعض    dd1  فإ   وبواسطة التعرياف

1)( � jkxf  إ ا أا ااااااااااااكmj )(1و  � kxf mjإ ا أا ااااااااااااك    ااااااااااااذا يعاااااااااااا  أير    وً
)()( xxf iV   وبماااااااااااااااااااااا أ ااااااااااااااااااااا  لى يو ااااااااااااااااااااا  أي مجنخااااااااااااااااااااار صiV  يقااااااااااااااااااااا  ص الااااااااااااااااااااا وارات
tii VVVVV ,...,,,...,, 1121 mkkkًذ  ال وارات تذًأ إ  العناهار ال ابتاة  �� ,...,, لاذلي  21
)()()( xfxx i   V   أي أ ااااtf VVV ,...,,  fولحاااا  الآير نه  ساااات  م يقيقااااة أااااوير   21

 . 1ًو أأبر م   iVوأيضات نه  بين أير طول ال وارة  Sليسك اداي  ص 
 القو  يختص . Iأضرب دا ري طول ال ورة   fوأحالة الىيتواء ص أي ترأيأ لا  
 ليك  :

rf VVVV ,...,,, 321  (1) 
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wnnn ,...,, 21  (2) 

 . 1�أضرب دوا ر غ  متقاطعة طول أل منها   fتم يلاير لا 
)2,1,...,(افااااااار  أي  wlnl ),,...,(ًااااااا  دارة . لااااااا ينا  lnوأير    21 mccl لااااااابعض قااااااايم   

12,,..., cccm  ص^ `n,...,2,1  2,1,...,(ا نأ اااااااذ mckck liماااااااا   inليساااااااك ص أي    z 
lkiلاااذلي  ccn liلكااال  )(  z  1ولااا ينا)()( �  kklk clncf  2,1,...,1لكااال � mk 

 و :
1)()( ccncf mlm    (3) 

32121211 أما أير )()()(;)()( ccncfcfccncf l       

m
m

l ccfccccfcf     � )(,...,)()()( 1
1

4331
3  

)(11 وأير ccf m   
^ `mccc ,...,, 21  

 . fليسك ص م ار 
)(11فإنهااااا سااااوف تعطاااا   jVلااااي  مجنخاااارات ص أيااااة  1cوالآير إ ا أاااااير  ccj  V  لكاااال

vj )(11ولااذلي   2,1,..., ccf ااذا غاا  ممكاا  كير    )(121وً cccf z    وإ ات يو ااiV 
 . lnمجنخرات فيها أما لاآ  1cبحيث أير 

ااااير أير العناهااار لاااا   iVمجنخااارات ص  1c. كير  f تاااواة ص مااا ار  iVمااا  الممكااا  البًر
^تلاياااااااااااظ أير المااااااااااا ار  `mccc ,...,,  ا لاااااااااااذلي أماااااااااااا  iVوتاااااااااااوي مج ااااااااااا  أااااااااااال العناهااااااااااار  21

kkrا لاااااااااااااااااااااذلي لااااااااااااااااااااا ينا  lnص  cc  )(V  وأير)()( kik ccf V   لكااااااااااااااااااااالmk ,...,2,1   
irو  z . 

كذا بالىستمرارية يمك  وباست  ام   أير نحخل مج   : (3)وً
,...),()(),()( 223112 ccfcccfc ii VV      

)()( 11 ��   mimm ccfc V  
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)()(وأير  mim ccfc V    لاااذلي فاااإير),...,,( 21 mi cccV  لاااذلي فاااإير أااالln  ًااا  مسااااوية
irماااا   rVا وأااااذلي أاااال  iVلاااابعض  z   ًاااا  غاااا  مرتبطااااة مااااiV  ا ولااااذلي تساااااويiV 

 jnمسااااااوي لااااابعض  kVوييااااا  . وبطريقاااااة م اااااابهة أااااال  iلاااااا  iVتسااااااوي  lnنحخااااال مج ااااا  
 لااااااا ا ري بحياااااااث أير ًاااااااذا التم يااااااال ا lnو  iVتم يااااااال باااااااين  (1-1). ولاااااااذلي يو ااااااا  الوييااااااا ة

اير .  ذا وقلمج البًر  �متساوي ا وً

 3-23استنتاج 
وتااوي مج اا  أأ اار ماا  مجنخااري  ا ًااو قاارب تباا يل  Sأي تبادياال أم مومجااة منتهيااة 

 الموق  .

 البرهان
)...(افااااااااااااااااار  أي دارة   21 maaa  طولهااااااااااااااااااm  1ا إ ا أااااااااااااااااااير!m  ا توا اااااااااااااااااز أير

))((...))(()...( 213111121 aaaagaaaaaa mmm تحتااوي  Sفااإير  وأمااا ص  m 1. وإ ا أاااير   �
Sbمج ااااااا  أأ ااااااار مااااااا  مجنخااااااار وايااااااا   فإ ااااااا  يو ااااااا   1abيجاااااااأ أير  � z   ونحخااااااال مج ااااااا

)()()( 111 babaa قة أل تبا يل ًاو  ارب دارة . لاذلي  ساتطي  أير   ال  وم  النظرية الساب  
 أل تب يل مج    كل  رب تب يل الموق  .

 3-24نظرية 
أضاارب لتبااا يل   fا فاااإير ص أاال التم اايلات لااا  Sمنتهيااة تباا يل لمجمومجااة  fلاايك   

 الموقااااااا  ًااااااا  مجاااااااادةت ماااااااا تكاااااااوير إماااااااا زو ياااااااة أو أير تكاااااااوير الموقااااااا  وإلى فاااااااإير مجااااااا د تباديااااااال 
 فردية .
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 البرهان
tfليك    VVV ا  1�أضارب لا وا ر منلأخا ة ا طاول أال منهاا   fتم يال لاا   21...

أو  x)(فإ نااااا تضاااايف  iVليساااك ص أيااااة دا اااارة  Sماااا   xإ ا أااااير بعااااض العناهاااار ا ولااااتك  
ًاو  Sا وبهاذ  الطريقاة أال مجنخار ص  fص التم يال أمجالا  لاا  1بعض آ ر الا ا رة الاث طولهاا 

 . fص بعض ال ارة لا 

<لاايك   @¦
 

�c 
k

i
ilfN

1

1)()( V  ييااث أير)(V  يم اال طااول الاا ارةV c  أمااا أير أاال .

)(01ا  1طولها  1Vدارة   �cVl  ا> @¦
 

� 
t

i
ilfN

1

1)()( V  ا)( fN  وييا ة التعرياف  ً

لضاارب دارات غاا  مرتبطااة وتااوي  fوهااحيحة ا سااوف تبااين أير أي معام ااة لااا وغاا  سااالبة 
)(مج   مج د زو   أو فردي م  تباديل الموق  وامجتماادات مج ا   fN  . ًال ًا  زو ا  أو فاردي
اااااير الىسااااتنتا  ا ولهااااذ  الت اليااااةحضاااا ات تحتااااا  إ  الخااااي  التًااااذا سااااوف يسااااامج ف مج اااا  برً

 )...()...,,()......()( 212121 nkkn ccacdNbdddbdccacab   
)()...()...()......( وأير 2121211 knnk ddbdccacccacdbdab   

فااااااااااإير  fمو اااااااااا اير ص  لأاااااااااا  الاااااااااا ارة لااااااااااا  ,abوامجتمااااااااااادات مج اااااااااا  ًااااااااااذ  الخااااااااااي  إ ا أاااااااااااير 
> @ 1)()( � fNfabN  وإ ا أااااااااااااااايرa  وb  ص دارات مخت لأااااااااااااااة لااااااااااااااا مو ااااااااااااااودايرf  فااااااااااااااإير
> @ 1)()( � fNfabN . إ ا أاير ص أية يالة 

> @ 1)()( r fNfabN  (1) 

 ً   رب لتباديل الموق  . وليك  : fالآير  لأر  أير 
 )(...)()( 2211 mmbababaf   

)(1فاااااإير  m 1ا إ ا أا اااااك  mساااااوف  ااااابًر  النااااااتا اسااااات  ام الىساااااتقراء مج ااااا    fN 
 وبالتالي يتحقلمج الناتا ب كل مبس  .
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لتبادياااال  1�mوالناااااتا متحقاااالمج لكاااال تم ياااال لتبادياااال أضاااارب لااااا  m!1افاااار  أير 
)()(...)(المواقااااااااااا  . والآير :  2211 mmbabafba <ا وبطريقااااااااااااة الىسااااااااااااتقراء    @fbaNm )(,1 11�  

<ا  (1)بواساطة  أياة ياالألاهما زو   أو فردي . ومج    @ 1)()( 11 r fNfbaN  اذا يباين وً
)( fN  وm . اير ذا يتمم البًر  هما إما ألاهما فردي أو ألاهما زو   ا وً

 ملاحظة
اير آ  . 3-34 ر لهذ  النظرية معط  ص التماري  الخار ية بع  النظرية برً

 )التباديل الفردية أو الزوجية(   3-25تعريف 
يسام  زو ا  أو فاردي امجتماادات مج ا  أاوير  Sلمجمومجاة منتهياة غا   الياة  fالتبا يل 

f ل  رب مج د زو   أو فردي م  مج د التباديل ل موق  .مم  ة مج    ك 

 3-26نظرية 
تحتاااوي مج ااا  أااال التباديااال الزو ياااة ًااا   nSمااا   nAا المجمومجاااة الجز ياااة  n!1كي  

 . 2ال ليل وم   nS مومجة  ز ية طبيعية م  

 هانالبر 
^ليك   `nx  I )21()21(ا بماا أير  xأل التباديل لا زمرة   nSوأذلي   2,1,...,

nAIو  nAgfليساااااااااااااااااااك  اليااااااااااااااااااة ا والآير لااااااااااااااااااايك   nAًااااااااااااااااااذا يعاااااااااااااااااا  أير  � وأير ,�
 )(...)()( 2211 ttbababaf   

)()(...)( وأير 2211 uudcdcdcg   
هما زو ا  ا  ,tuا بحيث أير ألا  iأضرب لع د زو   م  التباديل ل مواق    ,fgالتم ي ين 

utوبالىستمرارية   ًو زو   ا مج   أية يال : �
 )(...)()()(...)( 111111

1 dcdcdcbabagf uuuutt ��
�  $  
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utًو  رب لتباديل  1�gfا  ستنتا أير  � nAfً  تباديال زو ياة أيضاات . ولاذلي  $ � 
nAgو  nAgfيؤدي إ   �  ة .ً  زمرة  ز ي nAا ولذلي  ��1$

وب اااكل مماثااال  )nA�)91ًااا  تبااا يل فاااردي فاااإير  (2 1) . (2 1)افااار  أير 
nAA z)21(  وبمااا أير أاال تباا يل زو اا  صnS  ًااو صnA  وإ ا بينااا أير أاال تباا يل فااردي ص
nS  21(ًاو ص(nA  فإ نااا سااوف تنااتا أير أال مجنخاار صnS  ص ًااو إماااnA  أو ص)21(nA  ا

ذا سوف يعطينا  nnn)21(وً AAS  . nSً  ل يها دليلاير ص  nAو   �
 nAًا  طبيعياة . ساوف نحخال أاذلي مج ا  أ ا   2 ز ية م  الا ليل بما أير أل زمرة 

nSf. لذلي ليك   nSً  طبيعية ص  ًا  زو ياة  f)21(ًا  فردياة ا وا احات أير  fو  �
nAf. لذلي  <فإير  )21(� @ )21()21()21( nAff ذا وقلمج النتا ا    �  �. وً
 (a) 3-26تعريف 

 . nتسم  زمرة متماث ة م  ال ر ة  nSا  1tnكي 

 26-3 (b)تعريف 
 . nة متناوبة م  ال ر ة تسم  زمر  nAا  1tnكي  

 )كايلي(   3-27نظرية 
 أل زمرة ً  آيزومورفزم لزمرة تباديل . 

 البرهان
Gaا لكل  Gتم ل زمرة أل التباديل ل م مومجة  GA)(زمرة و  Gلتك    تعارف  �

GGfn o:  بحيثaxxfa  )( . 
Gxولكل   Gyxا كي  � �, ayaxyfxf aa  � )()( 

       yx  �  
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xxaaxafaمتباينااة ا وأبعاا  ماا   لااي  (1 – 1)ًااو  fلاذلي    �� 11 ًاا   fتبااين أير  )(
GAfa)( ام ة . لذلي  Gxbaوالآير كي  �  ا  ,,�

 )()( xff ba $  
 > @ )()()()( xfbxabxfxff ababa   c   

ذا يؤدي إ  أير  abbaوً fff :)( تعرف  $  GAG oV 
Gafa بحيث a �� )(V 
Gbabafffab لكلفإير  baab �   ,),()()( VVV $$ 

)()()()( وأذلي efefffba baba  � � VV 
babeae  � �  

 . GA)(إ   Gً  ًومومورفزم أيادية م   Vلذلي 
 ا زمااااااااارة  GA)(والاااااااااث تكاااااااااوير زمااااااااارة  ز ياااااااااة مااااااااا   GV)(ًااااااااا  أيزوماااااااااورفزم إ   Gلاااااااااذلي 

ذا يبًر  النظرية .   �تباديل ا وً
^ص المجمومجاااااااة  3Sالإب الياااااااة الزمااااااارة  3̀,2,1 x  تعطااااااا  قامجهااااااا ة مهماااااااة ص  ظرياااااااة 

أ اا  يو اا  فقاا  اثنااين ماا  اك ااوا  ل اازرة ماا  الزماار ا ًاا  زماارة غاا  إب اليااة اكهااغر سااوف  بااين 
 . 6الرتبة 

 3-28نظرية 
 . 3Sأيزومورفزم إ  ا واي  دارة وال ا ية  6يو   فق  زمرتين م  الرتبة  

 البرهان
 ا بمااااا أ ااااا  يو ااااا  لسااااة مجناهااااار غاااا  العنخااااار ادايااااا   6زمااااارة ماااا  الرتباااااة  Gلاااايك   

1�lو  xx  دالة امجتماد تباينية بين العناهر ومعكوساتها ا يو   مجنخار  ًGea �z )( 
))(2(ًاااااااااااااااااااو معكاااااااااااااااااااو   لأسااااااااااااااااااا   aبحياااااااااااااااااااث أير   a$   لاااااااااااااااااااتكG  زمااااااااااااااااااارة إب الياااااااااااااااااااة 

�!زمرة  ز ية  Hو  a  3ا والآير)/(  HG$  يؤدي إ  أيرHG  دا رية . /
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HGالعنخاااااااار المولاااااااا  لااااااااا  bHلاااااااايك    )(|)(ا بمااااااااا أير  / bbH نحخاااااااال مج اااااااا  أير  $$
3)(  b$  6إ ا أا ك  6أو)(  b$  منها وببساطةG  3ً  دا رياة . أماا إ ا أا اك)(  b$ 

)(6فاااإير   ab$  كيرbaab   لاااذلي ومااارة 4-23هماااا غااا  أوليااااير  قضاااية  $b)(و  $a)(و   
لى  Gليساااك دا رياااة ا فاااإير  G. افااار  الآير أير  abزمااارة دا رياااة مولااا ة بالعنخااار  G  أ ااار 

  الرتبااة لى يمكا  أير تكااوير ما Gيمكا  أير تكاوير إب اليااة ا لاذلي أاال العناهار غا  اداياا ة ص 
)(3بحياااااااااث أير  Gص  c  ا لاااااااااذلي يو ااااااااا  10المسااااااااا لة  2المقطااااااااا   2 اللأخااااااااال  2  c$  و
caac z   لااايك .^ `2,, cceH <أماااا أير     @ 2:,  HGH  كاااذا زمااارة  ز ياااة طبيعياااة ا وً

Hcaaفاااااااااااااإير  ccaaولاااااااااااااذلي  ��1 caacولكااااااااااااا   2cأو  �1  z  نحخااااااااااااال مج ااااااااااااا  أير .
21 ccaa 2accaأو بمعإ آ ر  �  Ha. والآير     ا إ ير نحخل مج   أير �

^ `22 ,,,,, acacacceaHHG  �   
:3 ومج   طريقة الإثبات ا التطبيلمج SGf o 

)(,)()21,()()321( والمعط  با    cfafIef 
)31()(),32()(),231()( 22    acfacfcf  

اير .  ذا يتمم البًر  �ً  أيزومورفزم ا وً
يمكااا  أير  باااين معكاااو   ظرياااة لىأااارا ا لاااي  هاااحيحات .  3-28بالىساااتعا ة بالنظرياااة 
ذا ما سنقوم ب  ص النظرية   ا ولك  أولىت لنبًر  القضية التالية . 3-31وً

 3-29قضية 
 . 6لي  فيها مجنخر م  الرتبة  4Sالزمرة 

 البرهان
^ًااا   4Sمجناهااار  )1(4ولااايك   4,3,2,1` S�zV  فاااإيرtVVVV يياااث أير   21...

tVVV ...,, . بماا أير الرماوز الاث  1ً  أزوا  م  ال ارات المنلأخ ة طاول أال منهاا أأابر ما   21
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^ًاا  ماا  بااين  iVتظهاار ص  ا ولى يم ااي  4أأاابر ماا   iVا لى يمكاا  أير يكااوير طااول  4,3,2,1`
jijiأي مجنخري   VV ,)( z رمز م  أهولها . 

يمكا  أير تم ال مج ا   اكل  ارب دارتاين  Vدارة أو  Vا لذلي يو ا   2dtل ينا 
ا  2 رب ل ارتين منلأخ تين ا طول أال منهماا  V. إ ا أا ك  2منلأخ تين طول أل منهما 

 . 4لى تم ي أي مجنخر م  رتبة تزي  مج    4Sا لذلي  2م  الرتبة  Vفإير 

 3-30نظرية 
 4A  6لى تو   فيها زمرة  ز ية م  الرتبة . 

 هانبر ال
لى يمكاا  أير  4Aولااذلي  6لى تم ااي أي مجنخاار ماا  الرتبااة  4Aماا  الىسااتنتا  السااابلمج  

يجاأ  6برتباة  4Aا ولذلي إ ا أا ك أل الزمر الجز ية م   6تم ي زمرة  ز ية دا رية م  الرتبة 
 ًااااااااااو الزماااااااااارة الجز يااااااااااة ماااااااااا   H  . لاااااااااايك  3-28  ظريااااااااااة  3Sتكااااااااااوير أيزومورفزميااااااااااة لااااااااااا أير 

4A  3ا ولذليSH لكال منهاا ومجنخاري  ما   2تحتوي مج   ثلاثة مجناهر م  الرتبة  Hا  #
 1)و  (4 2) (3 1)و  (4 3) (2 1)ًا   2وما  الرتباة  4Aلكل منهماا . العناهار ما   3الرتبة 

 فق  . (3 2) (4
 ا والآير : 3Sو  Hً  أيزومورفزم بين  Vلتك   

 > @ > @)32()41()42()31()43()21( VV   

<رتباة  �2ما  الرتباة  (3 2) (4 1) @)32()41(V   3أيضاات ا ولكا   2ًاS   ارب لعنخاري 
<رتبااة  3Sا ولااذلي ص  3ولكاا  يو اا  مجنخاار ماا  الرتبااة  2وماا  الرتبااة  مخت لأااة @)32()41(V  ا

اااير يبااين أير فر اايات أا ااك  اطئااة ا لااذلي  ااذا تناااقض . ًااذا البًر لى تحتااوي مج اا  زماارة  4Aوً
 �.  V ز ية م  الرتبة 
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 ةملاحظ
ااااااااااااير اكقخااااااااااا  لهاااااااااااذ  النظرياااااااااااة ص التمااااااااااااري  الخار ياااااااااااة ص نهاياااااااااااة    ا ظااااااااااار إ  البًر
 . 3-34النظرية 

 ملاحظة
)(12لىياااظ أير   4  A$  تباااين أير مجكااا   ظرياااة  3-29. لاااذلي النظرياااة  6|12وأير

 لىأرا ا ًو  ط  .
<لنساااتذأر أير الزمااارة  @eG z   زمااارة بسااايطة غاااذ نه تحتاااوي مج ااا  أياااة زمااارة  ز ياااة تسااام

 فع ية مجادية .
أااال زمااارة  ات رتباااة أولياااة ًااا  بسااايطة و لاااي لى ااا  لى يو ااا  فيهاااا زمااارة  ز ياااة والاااث 

 تسم  زمرة  ز ية طبيعية فع ية ! .
  لاااي مج ااا  ؟ الجاااواب الساااؤال المنطقااا  ًااال تو ااا  ًنااااة زمااارة بسااايطة ورتبتهاااا مرأباااة 

   ما لىنهاية منا لزمار البسايطة  ات الرتباة المرأباة . لنيباين  لاي ما  ًو ا  عم ا باللأعل أ   يو 
ا سااوف  اابًر   لااي الىسااتعا ة باابعض  5tnًاا  بساايطة لكاال  nAالضااروري أير  اابًر  أير 

 . 5tnالىستنتا ات والث فيها نأ ذ 

 3-31قضية 
 ًو  رب ثلاث دارات . nAأل مجنخر م  

 البرهان
^ثلاثاة مجناهار مخت لأااة ما   ED,,1لايك    `n,...,2,1  ولكالnAx التم يال لضاارب  �

  1zDييااااااااااااااث أير  DE)(مجاااااااااااااا د زو اااااااااااااا  لتبادياااااااااااااال المواقاااااااااااااا  وأاااااااااااااال تبادياااااااااااااال المواقاااااااااااااا  
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)1()1()1(يمكااا  أير تم ااال بال اااكل  1zEو  DED  لاااذلي .x   اتهاااا يمكااا  أير تكتاااأ مج ااا 
)1()1(...)1(ال اااااكل  21 rDDD  يياااااث أيرr  زو ااااا  وأير^ `ni ...,,2,1�D  وأأ ااااار مااااا   لاااااي

)1()1()1( EDED ااذا يااؤدي إ  أير أاال مجاا د زو اا  ماا  التبادياال ًااو  rوأير    ًااو زو اا  وً
 �دارات .  3 رب لا 

 ملاحظة
اير السابلمج .5tn وليسك  3tnم  الممك  ملايظة أير     ص البًر

 3-32قضية 
nAHا فإير  3دارة طولها  nAم   H إ ا ايتوت الزمرة الجز ية الطبيعية    . 

 البرهان
اااير أير أاال دارة طولهااا   3-31ص مجاار  القضااية   تنتماا  إ   3أاااير ماا  الضااروري ل بًر

H . 
Hxyzولااااايك   3أي دارة طولهاااااا  DEJ)(لااااايك   بحياااااث أير nS�Tا افااااار   )(�

 JTETDT    )(,)(,)( zyx 
)()( فإير 1 DEJTT  �xyz 

.  nAًاااو زمااارة  ز ياااة طبيعياااة مااا   Hوكير  H�)(DEJا فاااإير  nA�Tلاااذلي إ ا أا اااك 
^ص المجمومجة  ,vuا نأ ذ  nA�Tولذلي لنلأر  أير  `n,...,2,1   مخت لأة مجzyx اذا  ,,  وً

nAuv ً  فردية فإير T  ا وكير 5tnممك  كير  �)(T 
< لذلي @ Huvxyzuv ��1)()()( TT 

�  Huvxyzuv ��1)()()( TT  
�  Hxyz ��1)( TT  

)()()()()()( ً  منلأخ ة وكير uv)(و  xyz)(كير  2 xyzuvxyzuvxyzuv    
�  H�)(DEJ  

ذا وقلمج النتي ة   . �وً
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 3-33نتيجة 
ياهااااال  ااااارب التباديااااال الموقعياااااة  nAمااااا   Hإ ا ايتاااااوت الزمااااارة الجز ياااااة الطبيعياااااة  

nAHلعنخري  منلأخ ين فإير    . 

 البرهان
Huvxyلااايك   ص المجمومجاااة  wهماااا منلأخااا ين . نأ اااذ  uv)(و  xy)(يياااث  )()(�

^ `n,...,2,1   مخت اااف مجاااvuyx اااذا ممكااا  كير  ,,, وا اااز أير  uvw T)(ا  ااا   5tnوً
nA�T  ا بحيثHuvxy ��1)()( TT بمعإ آ ر Hwvuuvxyuvw �)()()()( 

�  Hxyvu �)()(  

Hxyvwuvxyًاا  زماارة  ز يااة ا ولااذلي  Hومج اا  ايااة يااال فااإير  أو بمعااإ آ اار  )()()()(�
Huvw nAHا لذلي  )(�    .3-32 النتي ة   

اير استنتا نا الر يس  .   الآير نح  مج   استع اد لبًر

 3-34نظرية 
nAHا سااوف  بااين أير  nAًاا  زماارة  ز يااة طبيعيااة ماا   1̀zH^لاايك    ا كير   

^1̀zH    يوHIn �z )(,...311 DDDDDD  ترأياأ ًوD  ص الا ارات المنلأخا ة طاول
أأاابر ماا  طااول  iVأاال منهااا أأاابر ماا  واياا  ا كنهااا متخاا ة  سااتطي  أير  لأاار  أير الطااول لااا 

1�iV  2,1,...,1ا لكل � ki : ا تظهر أربعة يالىت 
 i    واي ة مج   اكقل مiV   3طولها أأبر م . 
 ii  1V  2وV  3طولهما . 
 iii  1V  والبقية  3طولها)( iV . تباديل موقعية  ً 
 iv   ألiV . تباديل موقعية  ً 
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 (i)الحالة الأولى 
وتبعااات لى تيااارف ل طااول تنازليااات  3كقاال دارة واياا ة طولهااا أأاابر ماا  ك اا  يو اا  مج اا  ا 

 . 3ً  دارة طولها أأبر م   1Vل مرتبة فإير قيمة 
3,)...(لااااااااايك   211 raaar  ! V  افااااااااار  أير)( 321 aaa T  وا اااااااااز أيرnA�T 

 أو بمعإ آ ر nAً  زمرة  ز ية طبيعية ص  Hير ك H��1TDTولذلي 
Haaaaaa k �)(...)( 12321321 GGG  

�  Haaaaaaaaa rk �)()...()(. 1232132132 VVV  

Haaaaaa منلأخ ة فإير : iVوكير  rk �)...(... 3254132 VVV 
Haaaaaa زمرة  ز ية ا لذلي ً  Hولك   rk �� )...(... 3254132

1 VVVV 
�  Haaaaaa rkkk ����

�
� )...(...... 32541

1
132

1
2

1
1

1 VVVVVVV  

Haaaaaaaaaaa أ ها منلأخ ة فإير  iVوكير  rrr �� )...()...( 325411231 
�  Haaa r �)( 31  

nAHوبالتتاب      .3-32  تي ة   

 (ii)الحالة الثانية 
),()( ليك  32116542 aaaaaa   VV 

)(  لأر  أير 165 aaa T 
H��1TTفااااإير  nAًاااا  زماااارة  ز يااااة طبيعيااااة ماااا   Hو  nA�Tكير  ا أو بمعااااإ آ اااار  $

 Haaaaaa k �)(...)( 56121165 VVV 
ذا Haaaaaak يعط  وً �� )()(... 53264143

1 VVVD 
Haaaaaakkk أو بمعإ آ ر ����

�
� )()(...... 53264143

1
1

1
2

1
1

1 VVVVVVV 
�  Haaaaaakkk �����

�
� )()()......( 532641

1
1

1
243

1
3

1
1

1 VVVVVVVV  
�  Haaaaaaaaaaaa �)()()()( 532641123456  
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�  Haaaaa �)( 54361  

nAH . لذلي ومرة أ ر  (i)الة اكو  ووه نا إ  الح   . 

 (iii)الحالة الثالثة 
)(ليك    3211 aaa V  ولكلiV  لكلki  ً  تباديل موقعية .  3,2,...,

 Hk � VVVD ...21  
�  Hk � 22

2
2
1

2 ...VVVD  
�  H�2

1V  

12كير   iV  لكل قيمki ...,3,2  
�  Haaa �2

321 )(  
�  Haaa �)( 123  

nAHوبالتتاب      .3-32 النتي ة   

 (iv)الحالة الرابعة 
),()( ليك  211432 aaaa   VV 
)( لأاااااااار  أير  143 aaa T  كيرnA�T  وH   ًاااااااا  زماااااااارة  ز يااااااااة طبيعيااااااااة مااااااااnA  فااااااااإير

H��1TDT أو بمعإ آ ر Haaaaaa k �)(...)( 34121143 VVV 
�  Haaaaaaaaaak �)()()()(... 341432114343 VVV  
�  Haaaaaaaa �)()()()( 32411234  
�  Haaaa �)()( 4231  

ذا يؤدي إ   nAHوً  5tnبينياة لكال قام ًا  زمارة  nA  ا ولذلي فإير 3-33 النتي ة   
�. 

 لالتمرين الأو 
nrمج د ال ارات الم ت لأة والث طولها  nSبرً  أير   d   ً

)!(
!.1
rn

n
r �

 . 
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 الحل
م  اك ياء ًو  nم  اك ياء والمسحوبة م   rمج د العتبات لا  

)!(
!
rn

nPr
n

�
 . 

)...,()...()...( ما أير لكل دارةأ 12121132 �rrrr aaaaaaaaaaa 
ًو  rً  مت ابهة ا ومج د دارات 

)!(
!1
rn

n
r �

 . 

 التمرين الثاني
 nA  6لي  فيها زمرة  ز ية ومنتهية . 

 الحل
 و ياااااااة ا أااااااال دارات ثلاثياااااااة ًااااااا  تباديااااااال ز  4Sمااااااا   3كير الااااااا ارات  ات الطاااااااول  

ا بواسطة التمري  اكول السابلمج ا فإير مج د الا ارات ال لاثياة الم ت لأاة ص  4A توا  ص  4Sص 
4A   ً8

)!34(
!4.

3
1

 
�

 . 

لى يمكاا   4Aا أاال الاا ارات ال ال ااة ص  6ا ماا  الرتبااة  4Aزماارة  ز يااة ماا   Hلااتك  
Hxا لااااااذلي  4Aدارة ثلاثاااااة ص  xا لاااااايك   Hأير تنمااااا  إ   )(3ا كير  �  xa زماااااارة ال

^الجز ية  `2,, xxek  . 4Aًو العنخر اداي  ص  eتحتوي مج   ثلاثة مجناهر ا ييث أير   
HxxHx والآير � � �12, 

�  ^ ` 18
1

36
)(

)()()(  
�

  � �
Hak

kHHkekH
$

$$
$  

ااذا غااا  ممكاا  كير  مجنخاار . لاااذلي فاااإير  12لهاااا  4Aوأير  4Aماا   ًااا   مومجااة  ز ياااة Hkوً
 . 6 ات رتبة لي  لها زمرة  ز ية  4Aًذا تناقض ا وبالتتاب  فإير 
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 التمرين الثالث
لضارب لتباديال المواقا   fا فإير أل التم يلات لاا  Sتب يل  مومجة منتهية  fليك   

 أو مج د تباديل المواق  ً  مجادة ما تكوير زو ية أو فردية .

 الحــل
ACSfليك  الناتا ًو  ط   لنلأر  العك   و ستطي  أير    تبا يل  والاذي  �

تباديل الموق  وص  لأ  الوقك أضارب لعا د فاردي ما   يمك  أير يم ل أضرب لع د زو   م 
Sbabababaf تباديل الموق  . لذلي iirr � ,)(...)()( 2211 

     Sdcdcdcdc iiss � ,)(...)()( 2211  
)(...)()( فردي ا لذلي sزو   و  rييث أير  1122

1 dcdcdcf ss � 
)()(أما  1 xyxy Syxلكل قيم  �  �, . 

 ًو التب يل اداي  فإير Iإ ا أاير 
 )()(...)()(...)( 112211

1 dcdcdcbabaIffI ssrr � �  
srمضااروب لااا  Iأعأيااأ لااا  ا أو بمعااإ آ اار مجاا د فااردي ماا  التبادياال ا وبهااذ  الطريقاااة  �

)()(...)( تستطي  أتابة 2211 kkI EDEDED  
Skيياااااااااااااث  ii �ED )(ًاااااااااااااو مجاااااااااااااا د فاااااااااااااردي . افااااااااااااار  أير  ,, iiED  1إ ا أا ااااااااااااااكziD  

)()1()1()1( تستطي  أتابة 1ziEو  1 iiii EDEED   

)1()1(...)1( تتابعةوأم 221 rrrI   
 ًو مج د فردي و tييث أير 

^1̀...21 �� Srrr t  (1) 

ttو  trص  Iافاااار  أير  ثاااا   rrI )(ا وأبعاااا  ماااا   لااااي  )(  tIr  نأ ااااذtr   ا ولااااذلي  1إ
اا بالعاودة إ   ttلكا   هزً rIr ماا  مجا د زو ا   (1)وما  الىااا  اكيسار لاا  1رر يجاأ أير  كا )(

 المرات ا وبالت اب  ل عتيأ  ستطي  أير  عط  تو يحات لكل تب يل مو ع 
 tjIrj dd1)(  
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ااذا يااؤدي إ  أير  ااذا  tيجااأ أير يكاارر مجاا د زو اا  ماا  الماارات وً يجااأ أير تكااوير زو يااة ا وً
 ئة ولذلي العبارة ص المسئ ة هحيحة .تناقض لذلي فر يتنا ً   اط

 التمرين الرابع
 H   زمرة  ز ية مnS  1لابعض قايمtn  الخاحيحة إ ا أاايرH  وتاوي مج ا  مجا د

ماا  الزماارة الجز يااة الطبيعيااة  H فااردي ماا  التبادياال ا بااين أير  مومجااة أاال التبادياال الزو يااة ص
H  2ً  م  ال ليل . 

 الحــل
^افر   1̀,1, � xx . زمرة  ز ية م  اكمج اد الحقيقية تحك مجم ية الضرب 

xH  عرف o:T 
)(1 بحيث   fT 

)(1 و  Hتب يل زو   ص  fإ ا أاير  � fT 
 ص ًومومااااااورفزم ًاااااا   ااااااام ة  Tوتسااااااتطي  أير  اااااابًر  أير  Hتباااااا يل فااااااردي ص  fإ ا أاااااااير 

ا  Hًا   مومجاة أال التباديال الزو ياة ما   Tkerيل فردية ا وأاذلي وتوي مج   تباد Hو 
ماا  المساا لة قاا  باارً  . بواسااطة ا الجاازء اكول  Hًااو زماارة  ز يااة طبيعيااة ماا   Tkerلااذلي 
)(2 اكساسية ل هومومورفزمالنظرية 

)(ker
)(

ker
  �# xHxH

$
$

$

TT
 

 . 2ًو  Tkerومن  أير دليل 

 التمرين الخامس
GSزمارة  ز ياة ما  الزمارة  Hإ ا أا اك    Hما   (Left cosets)ًا   مومجاة أال  ,

ًو أأبر زمارة  ز ياة  ايعية  Tkerبحيث  sA)(إ   Gص  Tزم ا فإ   يو   ًومومورف Gص 
 . Hوالث تكوير  تواة ص  Gص 
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 البرهان
:)(  لأر  sAG oT 

gTg بحيث  )(T 
gxHxHTgيياااث أير  SxHلكااال  )(  sATg)(ا أولىت تباااين أير  � ًاااو  gTوا اااز أ ااا   �
gyHgxHyHTxHT ا وأذلي Sإ   Sتطبيلمج م   gg  � )()( 

HxyHgxgy ���� �� 11)(  
yHxH  �  

SxHًاا  دالااة متباينااة . مجاالاوة مج اا   لااي ا أي  مومجااة م ااارأة يسااارية  gTإ ير  يمكاا    �
)(أتابتها بال كل  1xHgg  ً  دالة  ام ة . gTفإ ا  �

SxHمومجة م ارأة يسارية وأبع  م   لي أي   ممكا  أير تكتاأ مج ا  ال اكل  �
)( 1xHgg sATg)( ااام ة ا وبالتتاااب   gTلااذلي  � ghTghا وماارة أ اار   �  )(T ييااث أير

 )()()()()( xHTThxHThxHgxHghxHT hgggh      
hggh TTT  �  

)()()(ي لااااذل hgTTgh hg TTT ااااذا يقااااودف إ  أير     إ   Gًاااا  ًومومااااورفزم ماااا   Tا وً
)(sA ا والآير ITg g  �� Tker 

ذا ي sA)(ًو العنخر اداي  ص  Iييث أير  xHxHTg عط ا وً  )( 
Hxلكل قيم  Hxلكل قيم  � � xHgxH  � 

 HgHgHeHgeH �� � �  

ا  تاااواة ص  Gزمااارة  ز ياااة مجادياااة مااا   Nا وأبعااا  مااا   لاااي إ ا أا اااك  H�Tkerلاااذلي 
H  فإير ألNn � nTn  )(T 

HnxxxnxHxHTn ييث أير )()( 1�   
Gxلكل قيم  HNnxxا  Gً  زمرة  ز ية طبيعية م   Nولك   � اذا ياؤدي  ���1 وً
Hnxxإ  أ    xHxHTn ا ولذلي تحخل مج   أير ��1  )( 
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Gxولكااال قااايم  ITnأو بمعاااإ آ ااار  � ًاااو أأااابر  Tkerا وبالتتااااب   Tker�nلاااذلي   
  . H تواة ص  G زمرة  ز ية طبيعية ص

 التمرين السادس
GHزماااااااارة منتهيااااااااة و  Gإ ا أا ااااااااك   z   ًااااااااو زماااااااارة  ز يااااااااة مااااااااG  ا بحيااااااااث أير

)!(1)( HiGT  فإيرH  أير تحتوي مج   زمرة  ز ية طبيعية غ  ف ة ص يجأG . 

 الحل
GHلااذلي  H�Tkerماا  التمااري  الخااام  أمجاالا  ا   z  وGzTker   ا وأبعاا
^ماا   لااي  `e Tker  ييااث أيرe نخاار اداياا  ص ًاا  العG  ا لااذليTG

#
Tker

ييااث  
)()(تعطااا   sA)(ًااا  زمااارة  ز ياااة مااا   Tأير  TG TT <يجاااأ أير تكاااوير معامااال لاااا    @)(sAT 

<ولكاااا   @ )!()( HisA  T ااااذا يقااااودف )(|)!(إ  أير  وً HiGT  ااااذا تناااااقض ل نظريااااة . لااااذلي وً
^ `ezTker  ذا يع  أير  . Gتحتوي مج   زمرة  ز ية طبيعية غ  تافهة م   Hوً

 التمرين السابع
 G  زماارة ماا  الرتبااةn2  ا ييااث أيرn  فااردي ا بااين أيرG  تم ااي زماارة  ز يااة طبعييااة
 . nم  الرتبة 

 الحــل
G  وألى تسااتطي  أير ااازء  2تحتااوي مج اا  مجنخاار واياا  مج اا  اكقاال ماا  الرتبااةG   إ

^اتحاااد أزوا  منلأخاا ة  `1, �aa  ا^ `1, �bb  ا ... ومجنخاار فااردي^ `e  ييااث أير^ `e  ًااو العنخاار
ااااذا يؤديااااث إ  أير مجاااا د العناهاااار ص  Gاداياااا  ص  فااااردي ا لااااذلي لاااايك   ًااااو مجاااا د Gا وً
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Ga xxTaييااااااااااااث أير  aT. افاااااااااااار  أير  2ماااااااااااا  الرتبااااااااااااة  � T )(  لكاااااااااااال قاااااااااااايمGx �  
<  تحقلمج ؟  ا لذلي Gً  تب يل ص المجمومجة  aTو  @)()(9 xTTxT aaa   

  xexxaaxTa     2)(  

nnTaالث تحوي مجنخري  ومج د مخت ف ما  الما ارات ص  aTلكل م ارات  ولكال  2/2  
nVVVا لاايك   2ماا  الاا ارات أاال منهااا بطااول  nلهااا  aTماا ار معتماا ات مج اا  دارة ا  ,...,, 21  

naT. لاذلي  aTأل ال ارات ال نا ية  التباديل الموقعياة  لاا  VVV  aTفردياة ا  nوكير   21...
^لاايك   GA)(ًاا  تبادياال فرديااة ص  `GgTKK g وأير  GA)( ز يااة ماا  ًاا  زماارة  .| �

KG gTgfتحك التطبيق   # KTK أثبك  وكير  )(  a تحتوي مج ا  مجا د فاردي ما   ,�
1)(تحتاااوي مج ااا  زمااارة  ز ياااة طبيعياااة  Gالتباديااال ا لاااذلي  NfH ا ولكااا  2ل مااا  الااا لي  �

 nn
Hi
GH    

2
2

)(
)()( T

T 

 . 2تم ي زمرة  ز ية طبيعية م  الرتبة  Gلذلي 
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 مسائل
 

 أو اااااا  ماااااا ارات الاااااا ارات ل تبادياااااال التاليااااااة وتم ياااااال أاااااال منهااااااا مج اااااا   ااااااكل  اااااارب  -1
 داراتها :

(i) ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
43512
54321 (ii) ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
615243
654321 

(iii) ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
3412
4321  (iv) ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
1243
4321 

 م ل التباديل التالية مج    كل دارات متخ ة : -2
(i) )5431()54()321( 

(ii) (1 2) (5 4) (3 2) (1 7) (2 8) 
(iii) (4 5) (1 2 3) (3 2 1) (5 4) (2 6) (1 4) 

lfتب يل مج    مومجة منتهية و  fليك   -3 VVV مج ا   اكل  ارب  fتم ل   21...
iiدارات منلأخاااااااااااااا ة إ ا أا ااااااااااااااك  m )(V$  لكاااااااااااااالi  بااااااااااااااين أيرlcm)(  f$  لااااااااااااااا

lmmm ...,, 21 . 
)...(لتك   -4 21 naaaf  برً  ما ي   : n!)1(دارة طولها   

 i  nr dd2 rr aaf  � )( 1
1 

 ii    استنتا م(i)    أnf t)($ 
 iii   أثبك أيرii

n aafni  dd )(1 
 iv   برً  أيرnf  )($ 

 nادات مج ااا  ًااا  إماااا فردياااة أو زو ياااة التباديااال ا امجتمااا nباااين أير الااا ارة  ات الطاااول  -5
 زو ية أو فردية .

باست  ام يقيقة أي  مومجة  ز ية مغ قة منتهياة ليساك  الياة ما  زمارة ا ًا  زمارة  -6
  ز ية ا برً  أل مما ي   :



 
 
 

 اللأخل ال الاااث

 

214 

 i  ^ `)132()41(),42()31(),43()21(,IH ًااااا  زمااااارة  ز ياااااة طبيعياااااة مااااا    
4A . 

 ii  ^ )̀32()41(,Ik  . Hز ية طبيعية م  ً  زمرة    
 iii  k   4زمااااااااارة  ز ياااااااااة ماااااااااA   ولكاااااااااk  4ليساااااااااك طبيعياااااااااة صA  لاااااااااي أير  

4AHk مج اااا  الاااارغم  4Aطبيعيااااة ص  Hو  Hًاااا  طبيعيااااة ص  kو  ��
   .4Aليسك طبيعية ص  kم   لي 

 برً  ما ي   : -7
 i   أل تب يلf  صnSn )1( تبا يل  يمك  تم ي ياة مج ا   اكل ياهال  ارب !

)21,()31,(...,)1(مواق  ا  n . 
 ii   أي تبااااااا يلf  صnSn )1( يم ااااااال تم ي ياااااااة مج ااااااا   اااااااكل ياهااااااال  ااااااارب  !

),1(,...),43(),32(),21( nn � . 
 [ .i]است  م الجزء إرشاد 

 iii  ^ ` ^ )̀231(),321(,,)21(, IKIH بحيااث  4Sهمااا زماارتاير  ز يتاااير ماا     
HKKHأير ألاهمااا طبيعيااة ا ولكاا   اااير ص م ااال لزماارتين  ااز يتين     تم البًر

KH  زمرة  ز ية  . HKالتين ليستا طبيعيتين ولك   ربهما  ,
^افااااااار  أير  -8 ` ^ )̀31(,,)21(, IKIH ا أثباااااااك أير  3Sزمااااااارتين  اااااااز يتين مااااااا     

KHHK z . 
ًااو مجاا د أولي ا يجااأ أير تم ااي زماارة  Pا ييااث أير  9Pباارً  أير الزماارة  ات الرتبااة  -9

 . P ز ية م  الرتبة 
11- G  زماارة ماا  الرتبااةmk2  1ييااث أيرtk  مجاا د هااحيز وأيرm  ًااو مجاا د فااردي ا

لهاا زمارة  ز ياة طبيعياة  Gا بارً  أير  k2لا  زمارة  ز ياة دا رياة ما  الرتباة  Gإ ا أاير 
 . k2م  ال ليل 
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nAaلااااا  -11 nnaا تعاااار   � AA o:S  بواسااااطةaxaxa  )(S  لكاااال قاااايمnAx � 
^ولاااااااااااااايك   `nan AaAC � |)( S  أثبااااااااااااااك أير> @)()( nn ACA $$  لكاااااااااااااال قاااااااااااااايم   

4tn . 
STإ ا أااااااااااااير  -12 nST مومجتااااااااااااير منتهيتاااااااااااااير بحياااااااااااث أير  ,   )()( فاااااااااااابًر  أير  $$

nn TS #. 
)(يبين أير  -13 3SZ  3أو بمعإ آ ر مرأزS . !  وتوي مج   التب يل اداي  فق 

�بين أير الزمرة  -14
f

 

 
1n

nSS لضب  زمارة  ز ياة طبيعياة وايا ة تحتوي باA   تخت اف مجا

S  و^ `e  ييث أير^ `e  ًا  العنخار ادايا  صS  ا وأأ ار ما   لايA  ما  الا ليل
 . Sص  2

 . 4Sلا هورة ًومومورفزم  3Sبين أير  -15
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 أوتومورفزمات الزمر وبناء الزمر الدوارة -3
 GA)(أير ا نحاا   عاارف  Gترمااز إ   مومجااة أاال التبادياال ص  GA)(زماارة  Gلاايك  

Aut)(ً  زمرة تحاك فتاا العأياأ ا لايك   G  ترماز إ   مومجاة أال اكوتومورفزماات صG  ا
ماا   لأساا  ا  و ااامل Gًااو تطبياالمج متباااي  ص  Gماا  التعريااف ا  عاارف أير أاال أوتومااورفزم ص 

Aut)()(لااذلي  GAG ا نحاا  أااذلي  عاارف أير التطبياالمج اداياا  ًااو أوتومااورفزم ا ومج اا  أيااة  �
يالة المسئ ة ً  يساب أل اكوتومورفزمات الممكنة ص زمارة ا وب اكل مجاام هاعأ  ومجاات ماا 

 يتى  ستطي  أير  بًر  ما ي   :

 3-35نظرية 
Aut)(لمجمومجااة ا ا Gكي زماارة  G  لكاال اكوتومورفزمااات صG  ًاا  زماارة نحاا   تااا ا

 العأيأ .

 البرهان
Aut)(,Aut)(ًو ص  Gص  Iكير التطبيلمج اداي   GG Iz . 

 I  لاااايك  :  الى غاااالاق)(Aut, Ggf gfا وأير  � إ   Gألاهمااااا تطبياااالمج متباااااي  ماااا    ,
G اgf وأبعااااااا  مااااااا   لاااااااي كي  Gإ   Gًاااااا  أاااااااذلي تطبيقاااااااا متبااااااااي  مااااااا   $
Gba �, 

> @ > @)()(()()( bgagfabgfabgf   $  

Gbgagًااا  أوتوماااورفزم و  fًااا  أوتوماااورفزم ا أاااذلي  gلاااذلي  ا لااا ينا ),()(�
 > @ ^ `> @ ^ `> @ > @> @)()()()()()( bgfagfbgfgfbgagf $$   
< أو بمعإ آ ر @ > @)()()()()( bgfagfabgf $$$   

gfوبالتتاااااب   Aut)( ًاااا  أوتومااااورفزم و $ Ggf ااااذا ياااابًر  الى غاااالاق لااااا  $� ا وً
)(Aut G . 
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 II  الآير النتاااااا ا لعأياااااأ التطبيااااالمج ًااااا  ب اااااكل مجاااااام اميعياااااة العأياااااأ ص :  التجميـــــع
)(Aut G . أذلي اميعية  ً 

 III  : كير  وجـــــــــود العنصـــــــــر ا ايـــــــــد)(Aut GI fIfIfوأير  � $$ لكااااااااال    
)(Aut, GfI Aut)(ًو اداي  ص  � G . 

 IV  : لااااايك   وجـــــود المع ـــــوس)(Aut Gf  ًااااا  تطبيااااالمج متبااااااي  و اااااامل  fا وكير  �
إ   Gو اامل ما   Gأذلي تطبيلمج متبااي  ص   1�f معرف و 1�fا  Gإ   Gص 
G   ا والآير لااايكGba byfaxf ااااام ة ا يو اااا   fكير  ,� ااااذا  )(,)(   وً

ybfxafيعطااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا  أير    �� )(,)( وبالتتااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااب   11
> @)()()()()( 1 bfxffxyfyfxfab )()()(ا لااااااااااذلي     � 111 bfafabf ���   

ًاااا   1�fا لااااذلي  Gإ   Gًاااا  إ اااا ومورفزم متباااااي  ماااا   1�f لااااي أ نااااا و اااا ف 
Aut1)(ا وبالتتااااااااااااااااااااااااااااااااااب   Gأوتوماااااااااااااااااااااااااااااااااورفزم ص  Gf ااااااااااااااااااااااااااااااااا  لاااااااااااااااااااااااااااااااااذلي  �� وً

Iffff   �� $$ Aut)(لذلي  11 G . زمرة  ً 

 ملاحظة
اير    النتا ا السابلمج باكس وب التالي :ويمك  برً

)(Aut)(Aut, 1 GgfGgf ��� �$  

Aut)( لمااااااا ا ؟  . لااااااذلي  G  ز يااااااة ماااااا  ًاااااا  زماااااارة )(GA  اااااااير أير ااااااذا برً Aut)(وً G   ًاااااا 
 زمرة .

 3-36قضية 
Gaزمااارة و  Gلااايك   GGfaا فاااإير التطبيااالمج  � o:  1والمعااارف)( � axaxfa 

اير ا ظر الم ال ا ول  Gً  أوتومورفزم ص   �.  8بًر
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 )الأوتومورفزم الداخلي(   3-37تعريف 
GGfaا اكوتومااااااااااااورفزم  Gأي مجنخاااااااااااار ص الزماااااااااااارة  aلاااااااااااايك    o:   والمعطاااااااااااا

1)( � axaxfa  لكلGx GaGxكي  � ��  ا ,
 > @ > @111 )()()( 11

���  �� axafxffxff aaaaa $  
)()()( 111 xIxaxaaaxaafa     ���  

اااااااااااااااااااااااذا يااااااااااااااااااااااااؤدي إ   Ifafaوً 1|)()(ا وبالم اااااااااااااااااااااااال  �1$  xIxff aa  � لااااااااااااااااااااااااذلي  $
11 ��   fafIffa aa )()(ا وبهااااااذ  الطريقااااااة يتبااااااين أير  $$ 11 GInfafa أااااااذلي   �� �

,)(لكااال  GInff ba GInfff)(أير  والحسااااب البساااي  يباااين � abba  GIn)(لاااذلي  $ �
Aut)(ًاا  زماارة  ز يااة ماا   G  ا لكاا  تبااين أير)(GIn  ًاا  زماارة  ز يااة طبيعيااة)(Aut G   اا وً
اير 1)(),()( فق  المتبقية لبًر GInfGAutGinf aa ��� VVV $$ 

Gxليك   < وأير � @ > @1111 )()()()( ����   axaxfxf aa VVVVVV $$$ 
> @ > @ 111 )()()()()( ���   axaaxa VVVVVV  
)()( xf aV  

)()(لذلي 
1 GInfaf aa � �

VVV $ . 
:)(والآير  لأار  أير الجازء اك ا  ما  النظريااة ا لاذلي نحضار التعرياف  GInGg o  بواسااطة

afag Gaلكل  )(   ا لذلي �
)()()( bgagfffabg baab $$     

Gbaلكاال   GIn)(ًاا   ااام ة ا لااذلي أاال مجنخاار ص  gًاا  ًومومااورفزم ا  gتعطاا   ,�
agfa)(وبواسااااطة التعريااااف  afًااااو ماااا  الخاااايغة  سااااطة تطبياااالمج أساساااايات النظريااااة ا وبوا  

)(ل هومومورفزم نحخل مج   
ker

GIn
g

G
نا أير  # ذا سوف ينتا إ ا برً ker)(ا وً GZg  . 

gaIagالآير  ker)(  GIn)(والعنخر اداي    ��
 GxxIxfIf aa �� � � )()(  

af  xaxa تعريف   � �1 
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GZa)( [GZ)(]تعريف  �� 
ker)(لذلي  GZg اير    ذا يتمم البًر  . �وً

 ملاحظة
GGZزمرة غ  إب الية فإير  Gإ ا أا ك  z)(   وبالتتاب)(/ GZG بيناة  ليسك زمرة

ًاا  أااذلي ليسااك زماارة بينااة ا وبالتتاااب  إ ا   GIn)(وأبعاا  ماا   لااي بساابأ النظريااة السااابقة 
 Gلى تم ااي أوتومااورفزم غاا  بينااة . إ ا أا ااك الزماارة  Gليسااك إب اليااة فااإير  Gأا ااك الزماارة 

ا ناا إب الي ة ا فإير أل أوتومورفزماتها ال ا  ية ً   اي ة ا لذلي النظرياة الساابقة لى تحتاا  لبًر
 لغ  اكوتومورفزمات غ  اداي ة ص الزمرة الإب الية .

 3-39قضية   
 أل زمرة  ز ية لزمرة دوارة ً  دوارة .

 البرهان
� !لااايك    aG   زمااارة دوارة ا ولااايكH   زمااارة  ز ياااة ماااG  إ ا أااااير)(eH   
eH)(ًاا  دوارة ا افاار  أير  Hوببساااطة  z   لااذلي يو ااHan eanبحيااث أير  � z  ا

Haaوأير  nn � �� ًاااا  هااااحيحة مو بااااة ا تسااااتطي  أير تقااااول أير  �nأو  nا وأمااااا  )(1
Han أهاغر مجا د هاحيز مو اأ بحياث  k. لايك   nلبعض القيم المو باة الخاحيحة لاا  �
Hakأير  � !ثبتنا أير ا إ � kaH  فإ   يؤدي إ  أيرH . زمرة دوارة  ً 

Hbلاااااذلي لااااايك    Gbabا وكير  � m ا  mلااااابعض القااااايم الخاااااحيحة لاااااا  , �
rkqm وارزمياااة القسااامة تعطااا   krمااا   rو  qقااايم الخاااحيحة لاااا اللااابعض   � �d$ 

Haaaوالآير  qkmr kqmا لاااااذلي  r 0يعطااااا   kبأهاااااغرية  )(� � qkabو    )(  
� !لذلي  kaH . ذا يبًر  القضية  ا وً
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 3-40نتيجة 
�!أي زمرة  ز ية لزمرة الجم  لزمج اد الخحيحة ً  ما  الخايغة  n  يياث أيرn 

 ً  بعض اكمج اد الخحيحة غ  السالبة .

 البرهان
   ماااااااا  القضااااااااية كير الزماااااااارة الجمعيااااااااة لزمجاااااااا اد الخااااااااحيحة دوارة إ ير الناااااااااتا يتباااااااا

 السابقة .

 العناصر المترافقة -4

 3-48تعريف 
Gbaزماااارة و  Gلااااتك   Gcإ ا و اااا   Gص  bيساااام  مرافاااالمج لااااا  aفااااإير  ,� � 

bccaبحيث أير  baالرمز   �1  . bمرافلمج لا  aسوف برمز لكوير  ~

 3-49قضية 
 ً  مجلاقة تكافؤ . Gمجلاقة التكافؤ مج   الزمرة 

 البرهان
aaaaكير  الانع اس : -1 aaا   �1 ~ . 
bxxba التناظر : -2 1~ Gxلبعض  �� � . 

ayyxaxb 11 ��   �  

xy ab �1ييث  ~� 
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cbba التعدي : -3 ~,~ 
cyybbxxa 11 , ��   �  

Gyxلبعض  �, 
)()()( 111 yxcyxxcyyxa ���   �  

ca ~�  
 وهذا تمام البرهان .

إلى صييفوت أايياف  لايي  هبايية ال افيي    Gالقضيي ة لاهييبين أبيييم لا ييئ  اييم ةز يية الزميير  
Gaلأي .  يسييمص صيي  أرافيي أايياف   كييل صيي  �  ،)(ac   والييذي ال افيي  يرمييز ل ييa 

^أنتمي إل ئ ، لاي لان  `baGbac ~)( يتضمم جم ع العناصر ميم النيو   ac)(بمعنى   � 
axx GZa)(لذلك  �1 ^كا   إذا وفقط إذا   � `aaC ^وكحالة خاصة  )(  `eeC  )( . 

),(),(...,)(زميير  منتة يية ولييتام  Gلييتام  21 taCaCaC   مجموهيية كييل صييفوت ال افيي
tCaCaCaولييتام  Gمييم  ,...,, رأبةييا بسييتر ال أ ييتر لأنييا أاييون منف يي ة م يينى م يينى هييي  21

¦نح يييييييييييييييل ه يييييييييييييييص لان  Gولأن الاادهيييييييييييييييا يع يييييييييييييييي 
 

 
t

i
iCaG

1

لاو لاك ييييييييييييييير اخت يييييييييييييييارا   $)(

¦ 
a

aCG)($   يتحييييرى ه ييييص جم ييييع العناصيييير ب يييي  لان ا مييييوa   يأخييييذ صييييفوت ال افيييي

 وهباتةيييييا   ييييي   aCلأخيييييرذ ، ليييييذلك  ييييي اون الهيييييوت هيييييو لاوييييييو  ب عييييية وابيييييو  أ يييييو ا
 أااف ها .

 )ممركز أو منظم العنصر(   3-50تعريف 
^ا موهييييية  Gلأي هن ييييير م الزمييييير   `xaaxGxaN أسيييييمص أركيييييز لاو  )(| � 
 . Gم   aمنظم 
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 3-51قضية 
Gaلأي  �  ،)(aN  هي زمر  جز  ة ممG . 

 البرهان
aeeaفييي ن  Gهيييو داييييو  eإذا كيييان   aNe)(يع يييي لان    .  Iz)(aNفييي ذا   �
),()(لتام  aNxaNy  ف ن : ��

 )()()()()()( xyayaxyxaayxyaxaxy       

aNxy)(ف ذا   � 
111)( مر  لاخرذ aNxaxaxxaax �� � ��� 

 . Gهي زمر  جز  ة مم  aN)(إذا  

 3-52نظرية 
Gaزمر  منتة ة و  Gإذا كا     ف ن  �

)]([
)(
aN

GCa
$

$
  . 

 البرهان
nGليييييييييييييي ام   مييييييييييييييم ا موهييييييييييييييات ا  يييييييييييييياركة ا  ت فيييييييييييييية  atdN)(إذا كييييييييييييييان  $)( 

txaNxaNxaN )(,...,)(,)( ف  نا  ع م  21
))((

)(
aN

Gt
$

$
  . 

jjii الآن axxaxxtji 11,,1 ��  dd 
�  axxaxxaxaxxx jijiijji  � ����� 11111 )(  
�  )()()( 111 aNxxxxaaxx jijiji �� ���  
�  jixaNxaN ji  � )()(  

ixaNولأن  jiaxxaxxجم عةم مخت فون ف ذا   )( jjii  � ��  ، إذا   11
 tt axxaxxaxx 1

2
1

21
1

1 ,...,, ���  
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لايوي  aC)(ينيت  لان  aمخت فة إذا   نا لان هيذين هيي ا  افقيات الوب يو  ليي  aجم عةا مرافقات 
t  هن يييير فقييييط ، لاي لان

)]([
)()(
aN

GtaC
$

$
Gxافييييرع لييييبعض     � axxb . لأن   �1

i

t

i
i cxxxaNG   

 

,)(
1
aNc)(ليييييييييييييبعض  � لييييييييييييييذلك  iوليييييييييييييبعض الأهيييييييييييييواد ا وجبييييييييييييية  �

iiitii axxxaccxcxacxaxx 11111 )()()( ����� aaccلأن       aليييي  b. إذا  لاي م افيي   �1 
axxiيساوي 

tiaxxميم ا  افقيات  tلهيا فقيط  aوهذا ي بي  لان  �1 ii ,...,2,1,1 وهيذا هيو  � 
 �  رهان النظرية .

 3-53نتيجة 
 ¦لأي زمييير  منتة ييية 

a aN
GG

))((
)()(

$

$
 aب ييي  لان ا ميييو  ىيييري ه يييص هناصييير  $

 مأخوذا  كل وابو ه ص لا ئ ص  أراف  .

 البرهان
),(),(...,)(لتام   21 kaCaCaC  جم يع صيفوت التاياف  ا  ت فية ه يصG  في ن بق قية

¦أع ييييي لان  Gكييييون هييييذين ال ييييفوت منف يييي ة م يييينى م يييينى والاادهييييا يع ييييي 
 

 
k

i
iCaG

1

)($ 

<ب يييييييييييييييييييييييييييي   @)( ii aCCa والنظرييييييييييييييييييييييييييييية السييييييييييييييييييييييييييييا قة أع ييييييييييييييييييييييييييييي   $
))((

)(

i
i aN

GCa
$

$
إذا    

¦
 

 
k

i iaN
GG

1 ))((
)()(

$

$
 � وهذا  رهنان النت جة . $

 3-54نتيجة 
 �¦هييو مركزهييا فيي ن  GZ)(زميير  منتة يية و  Gلييتام  

a aN
GGZG

))((
)())(()(

$

$
$$ 

بأخذ وابيو ميم كيل صي  أرافي  عتيوي ه يص لاك ير  aمأخوذ ه ص العناصر و  ب   لان ا م
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،  رغتر تمرير مببظة هي لان معادلية ال ي   Gمم هن ر يسمص معادلة ال   ه ص الزمر  
ةيتم  ايم لان ىيو لانيا أ عتر دورا  مةميا  م أ يوير  نيال الزمير ا نتة ية الديل إ وال ية ، القياريل ا 

 تسييت وم م الف يييل الببيي  ، وابيييل لان ينتةييي البنيييو ،  ييبرهم  ت جتييييم ه ييص الزمييير  وا ييي ة 
 معادلة ال   .

 3-56نظرية 
npGإذا كان   )()(هودا  لاول ا  ف ن  pب    $)(  eGZ z . 
 البرهان

zGZلتام     وا  ة معادلة ال   $))(( 

> @¦� 
a

n

aN
GZp

)(
)(

$

$  (1) 

لهيا لاك ير ميم  aC)(بأخيذ وابيو ميم كيل صي  أرافي   aن ا مو  يأخذ ه يص هناصير ب   لا
))(هن يييييييييييييييييييير وابييييييييييييييييييييو  لاي لان  GZa GZa)(الآن لأي  � �  ،npGaN  � )())(( $$  

))((|)(و  GaN napaNأع يييييييي لان  $$ ليييييييبعض  $))(( 
))((

)(|1
aN

Gpnna
$

$
��d  ،

nppولايضا   zpنح ل ه ص  (1)ف ذا   وا  ة  |  وهذا يبرهم لان : |
 )()(1))(())((| eGZGZGZp z�!� $$  

 3-57نتيجة 
)(2إذا كان   pG  إ وال ة . Gهودا  لاول ا  ، ف ن  pب    $ 

 البرهان
GGZزميييييييييييير  إ وال يييييييييييية إذا وفقييييييييييييط إذا كييييييييييييان  Gلأن   يافييييييييييييي لان  بيييييييييييييم لان  )( 

GGZpG  � )()( )(2. ليييتام  2$ pG ))((|2 وا ييي ة  ظريييية  كيييرا    $  pGZ$ 
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))((1لذلك   GZ$  لاوp  2لاوp  1،  3-56، و وا ي ة النظريية))(( zGZ$   إذا ،))(( GZ$ 
pGZ. افييييرع لان  2pلاو  pأسيييياوي  Gaوافييييرع لان  $))((  GZa)(بح يييي  لان  � �  ،

),(,)(لأ يييييييييييئ لأي  GZbabbaaNb )()(وهايييييييييييذا  � � aNGZ aNa)(ولايضيييييييييييا   � � 
GZa)(ولايييييييييييييييم  )()(، إذا   � GZaN z  ينييييييييييييييييت  لانpGZaN  ! ))(())(( ولاييييييييييييييييم  $$

2|))(( paN$  2وهاييييييييذا))(( paN GaNو  $  GZa)(، هييييييييذا ييييييييي دي إلى لان  )(  � 
GZa)(وهيييذا ينيييااض الفيييرع  ))((2ليييذلك  � pGZ GZG)(، وليييذلك  $  وهيييذا تميييام   

 . �البرهان 
 

 محلولةتمارين 
 1تمرين 

يسيييم ان متمييياابن إذا وجيييو دالييية متباينييية ميييم  S موهييية منتة ييية  Kو  Vأبيييويبن  
 Sبح يي  لان الييوور  لهييا  فيي. ال ييوت .  يييم لان أبييويبن مييم مجموهيية منتة يية  Kإلى  Vالييوور  

 متماابن ، إذا وفقط إذا كانا م افقان .

 الحل
nSgم افقييييييييييييان ف وجييييييييييييو  Kو  Vليييييييييييي ام   ggبح يييييييييييي  لان  � VK ، لييييييييييييتام   �1

)...(...)...()...( 212121 snt cccbbbaaa V   ب ييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييScba kji لاييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييل  ,,...,�
sknjti dddddd ال ميييم أاييون منف يي ة م يينى م يينى وكييل الييووارات ه ييص  1,1,...,1

هييييييييو را يييييييييم  ييييييييامل فيييييييي مام  يييييييييو  gهييييييييو ميييييييييم  فيييييييي. الييييييييوور  لأن  Sوكييييييييل هن يييييييير م 
snt lllfffeee ,...,,,...,,...,,...,,...,,  بح   لان 212121

 iiii bfgtiaeg  dd� )(,1)(  
 skclgnj kk dd� dd� 1)(,...,1  
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)...()...(...)...( ف ن 212121
1

snt lllfffeeegg   � VK 
 تباينة ف ن  وت كل دور  ]لا  التا عهي م gبما لان 

 ...),...,,()...(),...,,()...( 21212121 nntt fffbbbeeeaaa ll  
 )...()...( 2121 ss lllccc l ] 

 هما متماابن . Kو  Vمتساويات ، إذا   أاون
 و ست  ع كتا ة mSأباد ن متماابن م  Kو  Vينت  لان 

 )...(...)...()...( 212121 snt cccbbbaaa V  
 )...(...)...()...( 212121 snt zzzyyyxxx K  

sntب يييي   msnt، بح يييي  لان  1لاكييييبر لاو أسيييياوي  هييييي لاهييييواد صييييح حة ,...  ��� ... 
 ضع

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

snt

snt

zzzyyyxxx
cccbbbaaa

h
,...,,,...,,...,,,,...,,
,...,,,...,,...,,,,...,,

212121

212121  

 لأن mSأبويل م هو  h نو ام التحق  بأ
     ���� )()(,...,)()()()( 1

22
1

1
1

1
1

tahhaxhxhanhh KK  
 22

1
1

1
1

1
11

11 )()()(,)()( byhyhbhhaxhxh t      ����� KKK  
     ���� )(...)()()(... 1

1
11

111 chhbyhyhbhh nn KKK  
     ���� )()(,...,)()( 11

22
1

1
1

ss zhchhczhzh KKK  
 11

1 )( czh  �  

VKنح ل ه ص   � hh  م افقات . Kو  Vف ذا   1

 2تمرين 
rnnnخييييذ لاي هييييود صييييح ا موجييييتر ، متتا عيييية الأهييييواد ا وجبيييية  ,...,, بح يييي  لان  21

rnnn ttt rnnnnو  21...   ييييييل هييييييود  np)(ولييييييتام  nأسييييييمص ةز يييييية  21... ���
 . np)(هو  ns يم لان هود صفوت ال اف  م  nالتتجزئات لي 
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)1(1 1هيييييو التجز يييية الوب يييييو  لييييي  1 = 1 بييييلأ ، لأن    p  ،2 = 2  
)2(2إذا   2هميييا التجز تيييان ليييي  1 + 1 = 2و   p  ،3 = 3  ،3 = 2 + 1  ، 

)3(3إذا   3هيي التجيزئات ال باية ليي  1 + 1 + 1 = 3  p  و ي ى ل قيارا التحقي  ميم لان ،
11)6(,7)5(,5)4(    ppp . 

 الحــل
ه يييص  يييال باصيييل ضيييرن ميييم دوريات منف ييي ة  V اننيييا كتا ييية  nS�Vليييتام 

)...(...)...()...( 212121 21 krrr cccbbbaaa  بح يييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي  لانkrrr ttt ...21  
nrrrو  k  ��� ويبن م افقيان وهذا يساوي التجز ة  وا  ة التمريم السا   في ن أبي 21...

 خخر يع  ان  في. التجز ية سلنسيبة ل يفوت ال افي  ، إذا وفقط إذا كانا متماابن ، لاي بمعنى
وسلعايييييييييييييييييييييييي.  خييييييييييييييييييييييييذ التجز يييييييييييييييييييييييية  nنح ييييييييييييييييييييييييل ه ييييييييييييييييييييييييص ةز يييييييييييييييييييييييية وب ييييييييييييييييييييييييو  لييييييييييييييييييييييييي 

nnnnnnn s  ���ttt 32121 يايييييون ليييييئ اليييييوور  ميييييم النيييييو  fهنييييياى أبيييييويل  ...,...
 )...(...)...()...( 212121 21 snnn GGGEEEDDD 

nSgكل  هيو متماايل ميع  fم افي  ميع  nSوكيل أبيويل م  fهيي م افقية ميع  fل تماا �
f  م هييذا ا هتبييار  خييذ لاي أبييويل  اييم لاويييو صيي  مرافيي  وب ييو ليييf ا  يوجييو تم  يييل إذ

يسياوي  nS، لأ ئ يتبع هود صفوت ال اف  م  nوةز ة لي  nSمتبايم  يم صفوت ال اف  م 
)(np . 

 3تمرين 
أر ييل لاك يير مييم ابايية لارس   Gم  fم زميير  منتة يية ، افييرع لان لاوأومييورفز  Gلييتام  
 هي زمر  إ وال ة ولان Gإلى معاو اتها . لااب  لان  Gهناصر 

 Gxxxf �� �1)(  
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 الحــل
GGZZة ف ذن زمر  غل إ وال  Gافرع لان   z )( هذا يع ي 

 
2

)()()()( 2
1 GZGGZ $

$$$ t��d  

ZGxلذلك  سبتر الفرض ة يوجو  )(1بح   لان  �� � xxf مر  لاخرذ 
 > @

2
)()()( GxNGxNZGx $

$ d�z���  

 > @
2

)()( GxNG $
$ t��  

إلى معاو يييييييييياتها ، يوجييييييييييو  Gهناصيييييييييير الزميييييييييير   أر ييييييييييل لاك يييييييييير مييييييييييم ابايييييييييية لارس  fولأن 
)(xNGy )(1بح   لان  �� � yyf لام 

 ^ `1)(|)( � �� yyfxNGyS  

يع يي  fال رط ا ع يص ه يص 
4

)()( GS $
$ ^، ا موهية  ! `SsxsxS رها كيل هناصي  | �

مخت فة ، ولذلك 
4

)()()( GSxS $
$$ !  . 

xSzzzf يييييوهي لان لأي ميييييم  �z � ,)( xSz، ومييييييا هيييييوا ذلييييييك ليييييتام  1 . بح يييييي  لان  �
11 )()()( ��  � xsxsfzzf لبعض 

  � � �� ������ xsxssxxssfxfSs 111111)()(  
 )(xNssx ��  

 . لذلك ادهاؤنا او لاق  . Sوهذا يخال  لتعري  
لهييييذا يوجييييو لاك يييير مييييم 

4
)(G$  هناصيييير  لاي ، هناصييييرxs اليييييم    اييييم )  لان أييييرأبط أ ب ق ييييا

ZG، لذلك  fبمعاو اتها . وهذا يخال  ال رط ا فروع ه ص    . 
^.  Hلييتام لاخييلا   `1)(| � � xxfGxH  وH  زميير  جز  يية مييمG  لأنG 

GHهيييييييييييييييييييييييي إ وال ييييييييييييييييييييييية . ليييييييييييييييييييييييذلك إذا  z  نح يييييييييييييييييييييييل ه يييييييييييييييييييييييص  ،
2

)()( GH $
$ d  ، 



 
 
 

 زمر القسمة والهومومورفزمات والتباديل

229 

 

اليييذي ييييرأبط أ ب ق يييا  بمعاو ييياتها يايييون لاايييل ميييم لاو مسييياو  ليييي  Gلاي لان هيييود العناصييير ميييم 

2
)(G$  وهذا خبت الفرع . لأن .GH  . و ا مات لاخرذ  

Gxxxf �� �1)(  
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 مسائل
 

 لان لازواج التباديل التال ة متماا ة : يم  -1
 i) (1 2)    ،(1 3) . 
 ii) (1 2)    (3 4)  ،  (1 4)   (2 3) 
 iii) (1 2 3)  (4 5)  ، (1 4 5)  (2 3) 
 iv) (1 3 4) (2 5 6)  ،(1 5 6) (3 4 2) 

العن ر م مركز الزمر  يسمص هن ر م اف  ذاأ ا  .  ييم لان فقيط العن ير ا  افي  ذاأ يا   -2
ISZهييييو ا ايييييو . بمعيييينى لان  3tnلييييي  nSم لاي  n لاابيييي  لان  3tnلجم ييييع  )( 
 . 4Aك    هي زمر  جز  ة نام ة مم   4زمر  

لااب  لان زمر  منتة ة غل تافةة كل هن ر ف ةا غيل ا اييو يتبيادت ميع   ي  هناصير  -3
 الزمر  سلضبط .

Gaزميير   Gلييتام  -4 لييئ فقييط م افقييان ا ييت وم بق قيية كييون لان لاي  aبح يي  لان  �
هيييي زمييير  جز  ييية  aN)(هيييي ناةم ييية وا يييتنت  لان  2ميييم اليييول ل  Gزمييير  جز  ييية ميييم 

 . Gناةم ة م 
5-  

 a)  لييتامH  زميير  إ وال يية مييم الرأبييةnp   ب يي ،p  هييودا  لاول ييا   يييم  وا ييي ة
 لا ئ أوجو زمر جز  ة nا  تنتاج ه ص 

)(...210 eHHHHH n  !!!!  
,,...,,1مم الرأتر  01  � pppp nn . بحستر ال أ تر 
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 b)  ا يييت وم(a) كا ييي    لتبييييم لا يييئ إذاnpG  )($  G  )ايييو   أايييون إ وال ييية
)2,1,0,...,(ف  يييييييييييييييييئ يوجيييييييييييييييييو زمييييييييييييييييير جز  ييييييييييييييييية  niNi ميييييييييييييييييم الرأيييييييييييييييييتر   

),...,2,1,0( nipi 10...)(بح يييييييييييييييي  لان    eNNN n وكييييييييييييييييل  !!! 
1�iN  هي ناةم ة مiN  2,1,0,...,1لأي � ni . 

)()(]إرشاد  eGZ z. ] 
هييييييودا  لاول ييييييا   يييييييم لان  pب يييييي   3pزميييييير  غييييييل إ وال يييييية مييييييم الرأبيييييية  Gإذا كا يييييي   -6

> @ pGZ  )($ . 
ا ت وم الحق قة ، إذا كا   ]إرشاد : 

)(GZ
G  دوار  ف نG إ وال ة] . 

GHهود لاولي و  pو  npزمر  مم الرأبة  Gإذا كا    -7 z  هي زمر  جز  ية ميمG 
HaGa،  يم لا ئ يوجو  �� HaHaبح   لان  ,  �1 . 

^هود لاولي وإذا كان  pو  npزمر  مم الرأبة  Gإذا كا    -8 `eN z  هي زمير  جز  ية
^ يييييييييييرهم لان  Gناةم ييييييييييية ميييييييييييم  `eGZN z�  هيييييييييييي مركيييييييييييز  GZ)(ب ييييييييييي  لان  )(

G . 
^هييود لاولي وزميير  جز  يية  pو  npمييم الرأبيية  Gلاه ييي م ييا   لزميير   -9 `eH z  مييمG 

^ رهم لان  `eGZH  �  . Gهو مركز  GZ)(ب    )(
والييم أر يل اباية لارس  هناصير  Gلاه ي م ا   لأوأوميورفزم لزمير  غيل إ وال ية منتة ية  -11

G . سلضبط إلى معاو اتها 
TTإلى  فسيييييييييةا بح ييييييييي  لان  Gهوموميييييييييورفزم ميييييييييم الزمييييييييير   Tليييييييييتام  -11 ff لايييييييييل   

)(Aut Gf Gxمجموهيييييييييييييييية كييييييييييييييييل العناصيييييييييييييييير  K. ولييييييييييييييييتام  � بح يييييييييييييييي  لان  �
)()(2 xx TT KGو  Gهي ناةم ة مم  K.  يم لان     هي إ وال ة . /
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ا تاو يية مييم جم ييع العناصيير اليييم لهييا هييود منتةييي  fا موهيية الجز  يية  Gم لاي زميير   -12
 أ ز الزمر  الجز  ة ،  رهم ذلك .هو  Gمم ا  افقات م 

Gx زميير  مرافي  منتةيي( إذا وفقييط إذا كيل  FCأسيمص زمير   Gالزمير   -13 لهيا فقييط  �
 هود منتةي مم ا  افقات .  رهم الآتي :

 i)   الزمر  ا نتة ة هي زمرFC . 
 ii) زمر  الإ وال ة هي زمر  الFC . 
 iii)  إذا كان> @)(: GZG  منتة ة ف نG   هي زمرFC . 
 iv)  الزمر  الجز  ة لاو زمر  القسمة لزمرFC   هي زمرFC . 

^ يم لان  -14 `GxxCGZ  ب    )()(| ��
^ `xyyxGyxC  � |)(  

  رهم لان : Gهن ران م زمر   ,xyلتام  -15
(i) )()( yCxC <إذا وفقط إذا كا    � @)(xCZy � . 

(ii) )()( yCxC <إذا وفقط إذا كا    � @ > @)()( yCZxCZ � . 
 . 4Sبود جم ع صفوت ال اف  م  -16
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4 
 نظرية التركيب في الزمرة

Structure Theory of Groups 
 

ائاتقوش  في نظريوة الزمور ف و  و   وائفوشهي  في هذا الفصل سوف  ناوش ب ض ولم ائلوش ل 
 ضرهشن كل ما ش لأهميت ش البشلغة ف و    التركيب الداخلي للزمر .

 الضرب المباشر .1
)في الفصوول  Gسوولفشا الزموور اةز يووة وزموور القلوو ة للزموورة  زموورة ف لقوود ا  وواش Gلووت    

ف هاشك عدة طور  خخورل لباوش   Gالثشني والثشلث( والحقيقة كشنت هذ  زمراا جديدة ما أة م  
 يوة م طوشة ف للوا الزمور فتلو  عو   صوفر الزمور اةز  ةخو خكثور مو  زمور واحدة زمر جديدة م  

وزمر القل ة ف خحدل الطر  بالغة الأهمية هي طريقة ل في  الضور  ائبشرور للزمور . وفي هوذا 
 الفصل ناش ب مف فم الضر  ائبشرر ون طي ض ضشا م  لطبيقشله .

 1.4نظرية 
12لوي    ,,..., GGGn  هوويn  موو  الزمور ف وخنnGGGGG uuu ...321 ضوور  هووف ال

�ال وووووش ليز، فوووووش ف  ووووو  ا كوووووشن  � � �nn bbbbaaaa ,...,,,,...,, 212  ab ووووو ن  Gإلى لات وووووي    
� ي ر  على إنه �nnbababaab ,..., 2211  

 زمرة تحت هذا التركيب .  Gول فن 

 البرهان
�لي     �naaaa ,..., �و   21 �nbbbb ,...,, �و   21 �ncccc ,...,,  Gلات وي إلى   21

nieiل ل  ,...,2,1, �وكذلا  iGهف ال اصر المحشيد لو    �neeee ,...,, 21  . 
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 الانغلاق (1)
),,...,(موووووووو  الت ريوووووووو    2211 nnbababaab iGniيات ووووووووي إلى  iiba وووووووو ن    ,1 dd 

 مغلقة تحت ع لية التركيب . Gوهذا يبره  خن  �Gabلذلا نحصل على 

 التنسيق  (2)
� الآن  � � �� �nnn cbcbcbaaabca ,...,,,..., 221121  

       � � � � � �> @nnn cbacbacba ,...,, 222111  
� وبائثل � � � � � � �> @nnn cbacbacbacba ,....,, 222111  

�لذلا   ن   � � � iiiiii cbacba �وما ش نحصل على  iل ل  ي     � � �bcacab   . 

 وجود العنصر المحايد  (3)
� بمش خن �nneaeaeaae ,...,, 2211  

     � � � � eaaeaeaeaaa nnn   ,...,,,...,, 221121  

 . Gيات ي إلى  aل ل 
 . Gالمحشيد ف مفجفد في  eإ اا ال اصر 

 وجود النظائر (4)
),,...,(ل ووووووووووووووووووووووووووووول  21 naaaa وإ ا كوووووووووووووووووووووووووووووشن  Gم طوووووووووووووووووووووووووووووشة ل ات وووووووووووووووووووووووووووووي إلى   

),...,,( 11
2

1
1

��� c naaaa  
�   ن �11

2
1

11 ,...,, �� c nnn aaaaaaaa    
       � �neee ...,,, 21  

eaaوبائثوووووول   c  ولووووووذلا  وووووو نaa c �1  وهووووووي لات ووووووي إلىG  وهووووووذا يووووووبره  خن .G  هووووووي 
 زمرة .
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 طشئش ضرهاش الاظرية اللشضقة   ناش الآن ن ر  الضر  الخش جي ائبشرر للزمر . 

 الضرب الخارجي المباشر  4.2تعريف 
nGGGلي       ,...,, nGGGGعدداا مات يشا م  الزمر  21 uuu ...21  ن  G  زمورة هوي

�تحووووووووت التركيووووووووب  الثاووووووووش ي ائ وووووووور  علووووووووى خنووووووووه  �nnbababaab ,...,, ل وووووووول ال اش وووووووور   2211
� �naaaa ,...,, �و   21 �nbbbb ,...,, هووذ  الزموور للوو ى الضوور  الخووش جي ائبشروور  Gفي   21

 . iGللزمر 
إ ا كشنووت كووول الزمووور عضيليووة وع ليوووش  التركيوووب كل ووش ن يوووة ف   ناوووش عووشدة ن ووو  فوووذ   

nGGGكج ووووووع مبشروووووور لووووووو   Gالتركيبووووووش  اة  يووووووة في  ,...,, ف لووووووذلا ن تب ووووووش بالصووووووف ة  21
nGGGGG ���� ...321 . 

 1مثال 
ZZGلي     u   حيث خنZ . هي زمرة ن ية للأعداد الصحيحة 

�  اوووودمش ي ووووفن  � � � � �2121221 ,,,, mmnnyGmnymnx �� ��  F  وووو ن G 
 ل فن زمرة تحت هذا التركيب اة  ي .

�هاش  �ال اصر المحشيد ف ول ل هف  0,0� � Gmn �ي فن  ,� �mn ��         هف الاظ  . ,

 2مثال 
هوووي زمووورة اة وووع للأعوووداد الصوووحيحة ف و  Zلوووي    C  هوووي زمووورة الضووور  للأعوووداد

ائركبة غ  الصفرية . ا رض خن u CZG  ل ول� � � � GZxyZxx �  2211  ن ور  ,,,
� �2121 , zzxxxy �زموورة تحووت هووذا التركيووب الثاووش ي  G ت ووفن   � هووف ال اصوور المحشيوود  1,0�

�ول ل  � Gxn �  ن نظ   هف  ,� �1, �� xn . 
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 3مثال 
علووى الترليووب إ ا  3و  2زموورلد دا ووريتد موو  الرلبووة  bG2 �!و  aG1 �!لووت    

iee ^علوووووووووووووووووووى الترليوووووووووووووووووووب  ووووووووووووووووووو ن  2Gو  1Gال اصوووووووووووووووووووري  المحشيووووووووووووووووووودي  لوووووووووووووووووووو  2, `aeG ,11    
^و  `2

22 ,, bbeG 21ش وما    GGG u  . 
 � � � � � � � � � � � �^ `2

2
2

112121 ,,,,,,,,,,, babaeabebeeeGGG  u  

� ل ل � � � GbbyaaX �  2121 ,,, 
� ل ر  �2211 ,,, babaxy   

�لصبح زمرة بأخذ  Gتحت هذا التركيب  �bau  نرل خن :  ,
 � � � � � � � �,,,,,, 2

3332
1

222 eabaubebau      
 � � � � � � � �,,,,,, 2555

1
444 babaubebau      

 � � � �21
666 ,, eebau    

 . 6هف زمرة دا رية م  الرلبة  uG �!لذلا 

 4.3نظرية 
nGGGلي    (1) ...,, nGGGGعدداا مات يشا م  الزمر و  21 uuu ...21  هوف رور ش ائبشرور

�ل ل  �ni dd1  ا رض خنie د لو هف ال اصر المحشيiG : عاد ذ ي فن 
�ل وول -1 �^ `iGaeeaeeeG iniiii � c �� ,...,,,...,, زموورة جز يووة طبي يووة للزموورة هووي  1121

G  إيزومف  يا معiG . 
jiGaGaل ل  -2 iijj zc�cc�c cc ccو  ,,

ijji aaaa . 
ccccش ورووووووو ل وحيووووووود بالصوووووووف ة يم ووووووو   ثيل ووووووو �Gaل ووووووول  -3

naaaa حيوووووووث ي وووووووفن  321...
c�c ii Ga  بم ووووووووووووووووووو  خنوووووووووووووووووووه إ ا كوووووووووووووووووووشنGbabbbaaa iinn �ccccc ccc ,......  ووووووووووووووووووو ن  2121
iii ba �c c 
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GGfل وووور   iل وووول البرهااااان    i o:  بالصووووف ة� � � �niiiii eeaeeeaf ...,,,..., 1121 ل وووول   ��
ii Ga � . 

iiiلأ،  Gba � ي فن ,� � � �niiiiiii eebaeeeebaf ...,,,...,, 11321 ��  
  � � � �niiniii eebeeeeeaeeee ,,,,,...,,,,...,, 122111321 ���  
  � � � �iiii bfaf  

 هي هفمفمف  يزم ك ش خن : ifلذلا   ن  
 � � � � iiniii faeeeeeaf ker...,,, 21 ��   
 � ���� niii eeaeee ...,,,..., 1121  
 � � iiniii aeeeeeee  � �� ,...,,,..., 1121  

�لذلا   ن  �ii ef  ker  وخنif  مفنفمف يزم لوiG  إلىG  لذلا   ن� � iii GGf #  . 
�نلاحظ خن  iGم  ل ري   � c iii GGf  وضاش  عليه   نii GG #c . 
�اعتبر خن  � Gxxxx n � ,...,, c�cوخن  21 ii Ga : عاد ذ ي فن 

 � � � � � �nniini xxxeeeeexxxxax ...,,...,,,...,,...,, 21121
11

2
1

1
1

�
����  c  

            � � c� �
�

� iniiiii Geexaxeee ...,,,...,, 1
1

121  

cلذلا   ن  
iG  هي زمرة جز ية عشدية فيG . 

 خن ا رض (2)
 � � c� c �� iniiii Geeaeeea ,...,,,,..., 1121  
 � � c� c �� jnjjjj Geeaeeea ,...,,,,..., 1121  

jiحيث  z ي فن  � �22
1

2
1

2
1

2
2

2
1 ...,,,,...,,,,..., njjjjiiiji eeaeeeeaeeaa ��� cc 

          � �njjjii eeaeeaee ,,...,,,...,,,..., 11121 ���  

� وكذلا �njjjiiiij eeaeeaeeeaa ,...,,,,...,,,,..., 111121 ���� cc 
cc ccخ، خن 

ijji aaaa . 
�ا رض خن  (3) � Gaaaa n � ,..., 21  
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� وارح خن �� � � �nnn aeeeeaeeeeaa ...,,......,,,,,..., 21321321  
    cccc naaaa ...321  

� حيث خن � � � c� cc� c nnnn GaeeaGeeeaa ,...,,...,...,,, 2113211 
cccسف  نبد الآن خن ائتتشض ة 

naaa ,...,,  وحيدة . 21
c�cا رض كذلا خن  ii Gb  حيثcccc nbbbba ...321 . 

� م  الت ري  � � �nn eebebeeebb ,...,,,,,...,,, 32123211  c c 
 � �nnn beeeb ,,...,,... 121 � c  

�c�cc�ccاش ر لب لم ال  nn GbGbGb ,...,,  هذا ي طي : 2211
 � �nbbbba ,...,,, 321  

� ك ش خعطى �naaaa ,...,, 21  
�  باش اا عليه � � �nn bbbbaaaa ,...,,,...,,, 321321   

 c c�� � iiiii baba  

 وهذا يت   البرهشن .
دعاووووووش الآن نحووووووشور الاظوووووور في الاظريووووووة اللووووووشضقة موووووو  زاويووووووة  تلفووووووة ف ولابوووووودخ بالزموووووور  

nGGG ,...,,  بالخصش ص التشلية : Gون فّن الزمرة  21
(i) G  فش زمر جز يةcccc

321 ,,... GGGGn . 
(ii)  ل لji z  إ ا كشنc�cc�c iijj GaGa cc cc  ن  ,

ijji aaaa 
(iii)  كوول عاصوورGa�  يم وو  الت بوو  عاووه ضصووف ة وحيوودة بال وو لccc naaaa حيووث  21...

c�c ii Ga  ل لni dd1 . 
 مع الضر  ائبشرر في الأعلى( . Gخية زمرة )لا فلط  Gوالآن لت   

nHHHخن تحف، زمراا جز ية  Gيم   لو  ,...,,  بالخصش ص التشلية : 21
(i)  عادمشjiHhHh iijj z�� ijjiي فن  ,, hhhh   . 
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(ii)  كوول عاصوورa   مووG   يم ووو  الت بوو  عاووه ضصووف ة وحيووودة علووى روو ل حش وول الضووور
niHhhhhh iia dd� 1,...321 . 

هووي خيزومف  يووا لحش وول الضوور  الخووش جي  Gو ي ووش يلووي سووف  نووبره  تحووت هووذا ائف وو  خن 
nHHHائبشرر  ,...,, nHHHللوشو، خيزومف يوش لوو  Gبم   خناش سوف  نثبوت خن  21 uuu ...21 

 ف فم الضر  الداخلي ائبشرر .و بل إثبش  هذ  الاتيجة ن ر  م

 )الضرب الداخلي المباشر(  4.4تعريف 
nHHHروووورباا ااشهيووووشا داخليووووشا لزمرهووووش اةز يووووة  Gلوُووودعى الزموووورة   ,,..., إ ا تحققووووت  21

 ال روط التشلية :
(i)  ل لjiHaHaaaaa jjiiijji z��� ,, . 
(ii)  ل ووولGx� ت ثيووول ضصوووف ة وحيووودة  شضووول للnxxxxx بم ووو  خنوووه إ ا كوووشن كوووذلا   321...

Hyyyyx in � ,...21   
ii Hxni �dd iii وو ن  1, yx هوووي  Gإ ا كشنوووت ع ليوووة التركيوووب الزوجيوووة في   �

nHHHالداخلي ائبشرر لو هف اة ع  Gخن اة ع   ناش نقفر  ,...,,  ول تب : 21
 nHHHG ��� ...21  

 4.5نظرية 
nHHHهووووووف الضوووووور  الووووووداخلي ائبشروووووور للزموووووور اةز يووووووة  Gإ ا كووووووشن   ,...,,  وووووو ن  21

nHHHG uuu# ...21 . 

 البرهان
GHHHf ر  ن n ouuu ...:  بحيث : 21

 � � nxxxxxf ...321  � � nn HHHxxxxx uuu� � ......,, 21321  
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� نفرض خن � � � nnn HHHHyyyyyxxxxx uuuu�  ...,...,,,,,...,,, 321321321 
�  ي فن � nnnn yxyxyxyxyyyxxxxxyf ......,..., 33221121321    

ijjiوم  ل ري  الضر  الداخلي ائبشرر   ن  xyyx jiل ل    z : ولذلا   ن 
 � � � � � �yfxfyyyxxxxyf nn   ...... 2121  

 هي هفمفمف  يزم . fخ، خن 
�زد على  لا خن   � � �yfxf  يؤد، إلى خن :  

 iinn yxyyyxxx  � ...... 2121  ni ,...,2,1 �  

هوووي لطبيوووي خحوووشد، ف وخكثووور مووو   لوووا إ ا كشنوووت  fعليوووه  ووو ن  ii-4.4 � yx))الت ريوو  
Ga� iin Haaaaa � ...21 
�   ن � nn aaaaaaaf ...... 32121   

هووووووووووووي خيزومووووووووووووف  يزم وخن  fلطبيووووووووووووي رووووووووووووشمل ف ولووووووووووووذلا  وووووووووووو ن  fوهووووووووووووذا يووووووووووووؤد، إلى خن 
nHHHG uuu# ...21 . 

رووورباا داخليوووشا مبشروووراا لزمرهوووش  Gالاظريوووة التشليوووة ل طوووي م يوووش اا دتوووشزاا لتحديووود مووو  ل وووفن الزمووورة 
nHHHاةز ية  ,...,, 21 . 

  4.6نظرية 
nHHHHزموورة و  Gلووي     ,...,,, هووي روورباا  Gف  ت ووفن   Gزمووراا جز يووة موو   321

nHHHHو داخليشا مبشرراا ل ,...,,,  إ ا و قط إ ا تحققت ال روط التشلية : 321
iHiل ل  (1)  . Gزمرة جز ية عشدية م   هي ,

(2) � �eHH
ij

ji  ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
� �

z

 . 

(3) i
n

i

HG S
1 

  . 
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 البرهان
nHHHHاةز يوة  ررباا داخليشا مبشروراا لزمرهوش Gلت    ,...,,, kkو لوي    321 Ha � 

niHxxxxx وخن iin dd� 1,,...21 
Kxaaxحيوووووووووووووووث خن  Gخ، عاصووووووووووووووور مووووووووووووووو   iikki z�   ناوووووووووووووووش نحصووووووووووووووول علوووووووووووووووى  

kkkkk Hxaxxax � �� وهووووذا  Gموووو   زموووورة جز يووووة عشديووووة يهوووو kHهووووذا يووووؤد، إلى خن  11
 . (1)يبره  

jالآن  
ij

i HHd
z

�� S �� iHd  وji Hddd S��   فndddd لوووب لم   21...
Kkال اش ووووووووور  Hd nkل ووووووووول  وووووووووي   � ,...,2,1  � �� niii dddddeeedee ............ 1121 

� edi  الت ثيووول علوووى رووو ل رووور  وحدانيوووة  مووو� ed  خ، خن� �eHH jiji  3�
z

 
 . (2)وهذا يبره  

nHHHنلوتات  مبشروورة موو  ل ريو  الضوور  الووداخلي ائبشرور وبال  وو  لووي    (4) ,,..., 21 
 .  (3)و  (2)و  (1)تحقي ال روط  Gهي زمر جز ية م  

lkخذ خ، عددي   حيحد مت شيزي   z  ضدln ,   . 
�ي ووووووووووووووووفن  (2)موووووووووووووووو   �eHH jkjk  3�

z
KLHHوحيووووووووووووووووث خن   s

kj
L z�

z
,S  وووووووووووووووو ن 

� �eHH lk  � . 
kkllلي    HxHx �� � عاد ذ ي فن , � LLKLKLKLk Hxxxxxxxx � ���� 1111 
 وبائثل Gهي زمرة جز ية عشدية في  LHلأن 

 � � KLKLKLKLK Hxxxxxxxx � ���� 1111  

�لووووووووووووووذا  وووووووووووووو ن  �eHHxxxx LKLKLK  ���� �وهووووووووووووووذا ي طووووووووووووووي خن  11 �exxxx LKLK  �� 11 
� KLLK xxxx . 
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nHHHG (3)الآن م   Gx بأخذ   21...  ي فن : �
 iiin Hxxxxx �� ,,...21  

 ط لابووود وحدانيوووة الت ثيووول اللوووشضي ف ولإجووورا   لوووا نفووورض لإثبوووش   وووحة ال  ووو  نحتوووش   قووو
nn خن yyyxxxx ...... 21321   

iiiلب لم ال اش ر  Hyx  . iول ل  ي   ,�
LK ي ة ثاضتة ف حيث خنه  Lا رض خن  z�  و ن كول عاصور في KH  هوف إضودام موع كول
 )ثبت  لا  بلاا(   ناش نحصل على : iHعاصر في 

 � �� � � �� � � � � �eHHyxyxyyyxyxYx jKnnKKKKKK  3�� ��
��

�
�

��� 11
11

1
1

1
22

1
11

1 ......  
 nyxeyx KKKKK ,...,2,11  � � �  

 وهذا يت   البرهشن .

 4.7يجة نت
�هووف الضوور  الووداخلي ائبشروور للزموور اةز يووة  Gإ ا كووشن   � nHHHn ,...,,1 وكووشن  !21

i

n

j
HK

2 
 . HK,1خيضشا هي رر  داخلي مبشرر لو  G  ن   3

 البرهان
� (2)موو   � � �eKHeHH j

n

j
 �� �

 
1

2
1 S يووث خن وحK  هووف روور  الزموور اةز يووة

GHHHKHهووووي نفلوووو ش عشديووووة خيضووووشا ف  وووو ن  Kال شديووووة  n هووووف  Gولووووذلا  وووو ن  211...  
 . Kو  1Hرر  داخلي مبشرر لو 

هوووووي رووووور  داخلوووووي مبشرووووور لزمووووور جز يوووووة  Gخياوووووش سوووووشضقشا إ ا كوووووشن الزمووووورة ك وووووش   ملاحظاااااة   
nHHH ,...,, nHHHG  ن  21 uuu# هوي رور   Gومرة خخرل إ ا كشنوت الزمورة  21...

nGGGخش جي مبشرر للزمر  ,...,, cccتحوف، زموراا جز يوة  G  ن  21
nGGG ,...,, بحيوث ي وفن  21
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ii GG #c   ل ل  يiG nGGGهف الضر  الداخلي ائبشرر للزمور  , ,...,, وك وش هوف موألف   21
ة خن الضوور  لوودياش خن ن تووبر خن زموورلد إيزومووف  يتد همووش بالضوورو ة متلووشويتشن ف  ي  ااووش مراعووش
 الداخلي ائبشرر مثل الضر  الخش جي ائبشرر وندعف  ضبلشطة الضر  ائبشرر .

nGGGهوووووف روووور  مبشروووور علوووووى الزموووور  G لاووووش خن وموووو  ذ  وووو  ا  ,...,,   وووو ن كووووول  21
iG   ل ووووووووووووووفن زمووووووووووووووورة جز يوووووووووووووووة عشديوووووووووووووووة موووووووووووووووG  ي وووووووووووووووفن وi

n

i
GG

1 
 S  و� �eGG i

ij
i  �

z
S  

niل ل  ,...,2,1  . 
nGGGهوي رور  مبشرور للزمور  Gوالآن نفرض خن   ,...,, niل ول  21 ,...,2,1  iG 

nGGGن وشا مبشروراا للزمور  Gف وفي حشلة موش ل وفن  Gلدعى م شمل مبشرر للزمرة  عاد وذ  21...
niل ل  ف الآن ن طي ض لم الأمثلوة علوى الضور   Gحداا ن يشا للزمرة  iGلل ى   2,1,...,

 بشرر .ائبشرر واة ع ائ

 4مثال 
^ف ولووي    6زموورة دا ريووة موو  الرلبووة  aG �!لووي     `42 ,, aaeH ^و    `3,aeK   

�باستخدام حقيقة  � eao HK  لى الفف  نلتات  خن     لبت  وش  Gهمش زمرلد جوز يتد مو   ,
 على الترليب ف ك ش يم   ملاحظة خن : 3و  2
(i)  خن^ `eKH  � . 
(ii)  وك ش خنG   زمرة عضيلية ف   ن كلاا مHK  زمرة جز ية عشدية . ,
(iii) ^ `343223 ,,,, aaaaeaeaeeHK   

                   ^ ` Gaaaaae   ,,,,, 4523     
eaلأن  HKهووي روور  داخلووي مبشروور للزموورلد  Gولووذا  وو ن  6  نأخووذ  4.6)في الاظريووة  ,

2,, 12    nHHKH. ) 
 5مثال 
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ى كشنووت تحتووف، علوو  Vعر اووش زموورة كوولاا موو   باعيووة  (iv) 6( ائلووألة 2.1في الفصوول ) 
abcbaخ ض ة عاش ر  �بحيث كشن  1,,,  � 1222    abba  هوذ  الزمورة عضيليوة^ `aH و   1,

^ `bK  . Vهمش زمرتان جز يتشن م    1,
`^يفجوووود زموووورة جز يووووة عشديووووة  HKGKH   � هووووي روووور  مبشروووور للزمووووورلد  Gلووووذا  وووو ن  1,

 اةز يتد . 
�هووووي زمووورة عضيليووووة ن يوووة مات يووووة ف وخن  Gنفووورض خن   � t

tPPPnGo DDD ...21
هووووف    21

�إلى  ووفل مت ووشيزة لأعووداد خوليووة ف ل وول عوودد خوم  Gللزموورة  nتحليوول الرلبووة  �GoP نفوورض خن
� � ^ `aXPGXPS K الأكوبر مو  الصوفر ف وك وش يبودو لاحقوشا في القضوية  Kولب لم  ي    � 

� ووو ن  4.7ائلوووشعدة  �OPS   هوووي زمووورة جز يوووة موووG  وهوووذ  الزمووورة اةز يوووة� �PS ى زمووورة للووو 
ي مبشرور لزمور سوشيلف هوي نوع داخلو Gف وسف  نبود خن  Gم   Pسشيلف اةز ية م  الرلبة 

ز يووة سوويُ ر  بال شموول إ ا عر اووش ضاووش  كوول زموور سووشيلف اة Gاةز يووة فووش ف وضاووش  عليووه  وو ن ضاووش  
 ف وملألة تحديد ضاش  زمر سشيلف اةز ية م شنهش الصحيح هف الفصل التشم . Gللزمرة 

 4.7قضية مساعدة 
�ل وول عوودد خوم   �GoP  حيووث خنG  هووي زموورة جز يووة عضيليووة ن يووة ف  وو ن ا  فعووة

� �PS   هي زمرة جز ية مG . 

 البرهان 
� و ن   oPOف    وش خن  Gهف المحشيد اة  ي للزمرة  Oنفرض خن   �PSo�   وضاوش
�عليه   ن  � IzpS . 

� الآن � OyPOxPpSyx LK   �� ,, 
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KL ائفجبوووووووووووووووووووووة لوووووووووووووووووووووب لم الأعوووووووووووووووووووووداد �ف لوووووووووووووووووووووي    , �LKman x عاد وووووووووووووووووووووذ ي وووووووووووووووووووووفن   ,
oxPPPxP Kknnn oyPPyPبائثل ي فن  �   LLnn   � . 

 � � 0 � � �� ooyPxPyxP nnn  
 � �PSyx ���  

�ولذلا   ن  �PS ة م  هي زمرة جز يG . 

 4.8قضية مساعدة 
�بحيووووث خن  Gفي الزموووورة  mnخ، عاصوووور موووو  الرلبووووة  xلووووي    � 1,  nm  نووووه يفجوووود  

GZy zyyzx بحيث ي فن ,�    
 � � myo   
 � � nzo   

�لأن البرهان    � 1,  nm  نه يفجد عددي   حيحد  st ولوي    sntm� 1بحيث ي وفن  ,
sntm xyxz yzوحيوووووووث خن  ,   xsxxهموووووووش  وووووووفتان لووووووواف  ال اصووووووور  , tmsntm  ووووووو ن  �   
smxzyyz �والآن     � � � � � exxy

snmmsnm �لأن      � mnxo وهووووووووووووووووووووووووووذا ي طووووووووووووووووووووووووووي خن   
� � mmyo ezوبائثل   1,/ n nnozوخن     وعاد ذ :  1/

 � � � � 1111
111111 nmmnnmxoeeezyyz mnnmnm ��    

1111وعلووووووووووى خيووووووووووة حووووووووووشر  , nnmm  11 يجووووووووووب خن ي ووووووووووفن , mmnn وهووووووووووذا يووووووووووبره  خن  � 
� � � � nzomyo   , . 

 4.9قضية مساعدة 
�بحيوووووث  Gخ، عاصوووووور في  xلوووووي     � rnnnnnxo rnnnحيووووووث خن    321... ,..., 21 

rxxxx وو ن  *ثوو مثوو  مهووي خعووداد خوليووة  �لووب لم ال اش وور   21... � Gxri i �dd بحيووث خن  1,
� � iii nxo  . xهف  فة لل اصر  ixوكل  , �

 البرهان
                                                 

�متزاوجية خوليشا ل ني خن  * � 1,,...,3,2,1  � z ji nnrji 
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xxيم ااووووش خخووووذ  r 1عاوووود   r!1طبيووووي الاسووووتاتش  نفوووورض خن وياووووت  الاووووشل  ضت 1 
121ونفووووووورض  1�rوالاتيجوووووووة متحققوووووووة لوووووووو  ... � c rnnnn  وكوووووووذلاmnr واروووووووح نظووووووور ا خن   

� � 1,  ri nn   ول ل  يri z � � � � 1,1,  c� c� mnnn r 
zyyzx( ي وووووووووفن 4.8ائلوووووووووشعدة )مووووووووو  القضوووووووووية  Gyxلوووووووووب لم ال اش ووووووووور     وي وووووووووفن  ,�

� � � � rnmzonyo   c ,   وك ش لاحظاش في القضية ائلوشعدة اللوشضقة  و ن كولاا موyz يم و   ,
 . xخن ي فا  فة لل اصر 

�الآن   � 121 ... � rnnnyo  121وموووو  الاسووووتاتش  ي ووووفن ... � ryyyy  لووووب لم ال اش وووور
Gyi �بحيوث ي وفن  � � ii nyo � yهوي  وفل لل اصور  iyوخن    �1,...,2,1 � ri  وحيوث خن
y  فة لل اصور نفل ش هي x  احصول علوى خن كول iy  هوف  وفة لل اصورx  ف بأخوذii yx   

1�r zxr...1,2موووو   iول وووول  ووووي   rxxxxxنحصوووول علووووى    �بحيووووث خن     321... � ii nxo � 
 وهذا يبره  القضية . xهي  فة لو  ixول ل 

 ملاحظة 
هووووي اة ووووع ف  فووووي القضووووية اللووووشضقة  ووووب خن  Gإ ا كشنووووت ال  ليووووة الثاش يووووة للزموووورة  
rxxxxxي تب  ���� ...321 . 

 4.10نظرية 
 خ، زمرة عضيلية ن ية مات ية هي نع مبشرر داخلي لزمرة سشيلف اةز ية . 
 البرهان

� زمرة عضيلية مات ية )ن يشا( Gلي    � t
tPPPnGo DDD ...21

21   
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�عوووووووووداد ن يوووووووووة هوووووووووي خ idهوووووووووي خعوووووووووداد خوليوووووووووة مت وووووووووشيزة و   iPبحيوووووووووث خن  �ti dd1  ووووووووو ن 
� � � �tPSpS 21لأن  Gهي  قط زمر سوشيلف اةز يوة للزمورة  1,..., ,..., PP  هوي  قوط خعوداد خوليوة

 . Gلقل   لبة 
(I)    الآن لووويGx�  ووو ن � � � � t

tPPGoxo DD ...1
�لي طوووي   1 � t

tPPPxo EEE ...21
لوووب لم   21

iioبحيث خن  iEالقي   DE dd . 
tوالآن 

tPPP EEE ,...,, 21
txxxxxهوووي متزاوجوووة التفا وووي الأوم ف لوووذلا  ووو ن  21 ���� ...321 

iiP هووف موو   لبووة ix( بحيووث كوول 4.9)الاسووتاتش  
E  لووذا  وو نoxP ii

i  E  ل طووي� � iii PSx �� 
txxxxخ، خن  �Gxوهووووذا يفرووووح خن  �لووووب لم  ووووي   21... ��� �ii PSx c�  وخنti dd1 

� وضاش  عليه � � � � �tPSPSPSG ��� ...21 
(II)  اعتبر� � � �¦

zij
ii PSPS  و �

 � � � � � �i
ij

i PSxPSPSx ��� ¦
z

�  

 nii xxxxxx ������ �� ...... 1121  

�لب لم  ي   � jj Sxij �z . 
�والآن م  الت ري   �ipsx�   لب لم  يoki ! 

oxpkii  �  
� � ki

ipxo�  

�ومرة خخرل كل  � ijpsx jj z� 
oxp j

kj
j  �  

kn وا رض خن
n

ki
i

ki
i

kk PPPPPm ...... 1
1

1
1

2
2

1
1

�
�

�
�  

omxعاد ذ ي فن  j ijل ل  ي     z � �nii xxxxxmmx ������ �� ...... 1121 
      nii mxmxmxmxmx ������ �� ...... 1121  
      0  
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�ولوووووؤد، إلى  � mxo ؤد، إلى خن يووووو� � � � mxopxo iR
i kiوما وووووش  ,

ipm هموووووش مترا قوووووشن خوليوووووشن  ,
�وبالتووشم  � 1 xo  بم وو  خنox �لووذا  وو ن    � � � � �¦

 

 �
ij

ji opsps  وإرووش ة إلى  لووا ض وو ل

�مبلووط كوول  �ips هووف زموورة جز يووة عشديووة موو  G  ولووذلاG  هووي نووع داخلووي مبشروور للزموور
�اةز ية  �� �nips i  وهذا يت   البرهشن .  2,1,...,
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 تمارين
 

HKزمووورة و  Gإ ا كشنوووت  .1 KHG بحيوووث كوووشن Gزمووورلد جوووز يتد مووو   , u   ضوووره  خن
KGH HGKوكذلا  #/ /# . 

GxhkxHhKkل وووووووووووول إشاااااااااااااد    � �� HGfعوووووووووووور   ,,, o: KGg o:  ضفاسووووووووووووطة
� � � � hxfKxg fgوضووووود خن  ,   HKعلوووووى هموووووش هفمفمف  يتوووووشن  , KHبالترليوووووب موووووع  , , 

 نفاته ش على التقشضل .
� !لووي    .2 aG  خ، زمووورة دا ريوووة مووو  الرلبووةmn  حيوووث� � 1,  nm  ا ووورض خنHK هموووش  ,

mnة زمرتان جز يتشن  ي ش م  الرلب KHGعلى الترليب ف ضد خن  , u  . 
mnزمورلد دا وريتد مو  الرلبوة  bG2 �!و  aG1 �!ا ورض  .3 علوى الترليوب ف بحيووث  ,

� � 1,  nm  21ضد خن GGG u   مرة عضيلية م  الرلبة هي زnm وهي غ  دا رية. 
321لي    .4 ,, GGG : خ، ثلاث زمر ف ضد كل دش يأتي 

(i) � � � � � �oGoGoGGo 121  u  
 هي زمرة مات ية . iGحيث كل 

(ii) 1221 GGGG u#u  
(iii) � � 321321 GGGGGG uu uu  
          � � 321 GGG uu  

ل ووفن عضيليووة وز دة  4موو  الرلبووة  Gباسووتخدام نظريووة لاجووران  خو ضغ هووش ضوود خن خ، زموورة  .5
هووي خيزومف  يووا للضوور  ائبشروور لزموورلد  Gدا ريووة خو  Gعلووى  لووا ضوود خنووه إ ا كشنووت 

 . 2رلبة دا ريتد م  ال
eaزمووورة مات يوووة  ي وووش  Gلووي    .6 هوووي رووور  مبشرووور داخلوووي  Gضوود خن  �Gaل ووول  2 

 .   2ل دد ماته م  الزمر اةز ية كل ما ش م  الرلبة 
 � � nGo onلب لم  ي    2 t . 
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onلووي   لووب لم  ووي   .7 t  زموورة عضيليووة مات يووة ف اثبووت خن كوول زموورة جز يووة للووشيلف هووي زموورة
 . Gجز ية ديزة للزمرة  

12زموورة عضيليووة مات يوووة وخن  Gلووي    .8 ,... HHHt ة مووو  هووف عوودد ماتووه مووو  الزموور اةز يووG 
tHHHGبحيث كشن  �و   21... � � �i

t

i
HoGo

1 
tHHHGاثبت خن   3 uuu ...21 . 

9. nGGG ,...,  م  الزمر ف ضد خن : nهي  21
 � � � � � � � �nn GZGZGZGGGZ uuu uuu ...... 2121  

موع اة وع لا يم و  خن ل توب علوى رو ل نوع مبشرور  Qضوره  خن زمورة الأعوداد الالوبية  .10
 لزمرلد جز يتد غ  تا  تد .

KHGف إ ا كشنوووووت  Gزمووووورة جز يوووووة عشديوووووة مووووو   Nلوووووت    .11 u   حيوووووثHK زمووووورتان  ,
لقشط ووشا  Kخو  Hلقووشطع  Nعضيليووة خو خن  N. ضووره  ان إمووش خن ل ووفن  Gجز يتووشن موو  
 غ  تا ه .

MNإ ا كشنووووووووت  .12 NMGت خن  شثبوووووووو Gزموووووووورتان جزييتووووووووشن عشديتووووووووشن موووووووو   , هووووووووي  /�
NGMGخيزومف  يا للزمرة اةز ية للضر  ائبشرر الخش جي لو  // u . 

NGNGGQعر  إرشاد    //: uo  بحيث� � � �> NxMxx , T . 
KHGلل ى  شضلوة للتحليول إلى عفامول إ ا و قوط إ ا كوشن  Gالزمرة  .13 u   حيوث الزمورلد

HKاةوووووز يتد  ^تحققوووووشن  , ` ^ `eHek zz ف ضووووود خن  Gهوووووف ال اصووووور المحشيووووود في  eف و  ,
 هي ليلت كذلا . 3Sهي  شضلة للتحليل ضيا ش  6الزمرة الدا رية م  الرلبة 

 للأعداد الحقيقية غ  الصفرية  شضلة للتحليل . Rضره  خن زمرة الضر   .14
^إرشاد    `> 1,1 � � xRR . 

 و  لبوووة مات يوووة . ضووود إ ا كوووشن  Gالزمووورة للووو ى دو يوووة إ ا كوووشن كووول عاصووور مووو  عاش ووور  .15
nGGG ,...,, nGGGزمراا دو ية   ن  21 uuu  ل فن زمرة دو ية خيضشا . 21...

KH  ن كول زمورة جز يوة عشديوة ل ول مو   Gعشملاا مبشرراا للزمرة  Hضره  خنه إ ا كشن  .16 , 
 ضشا .خي Gل فن زمرة عشدية للزمرة 
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 نظرية سايلو  -2
 مووووووو  ائؤكووووووود خن القوووووووش ظ  ووووووود لاحوووووووظ اسوووووووتخداماش لاظريوووووووة لاجوووووووران  للزمووووووور ائات يوووووووة  

ولفاض  وش ف وللوف  الحوظ  و ن ع و  نظريوة لاجووران  لا يتحقوي علوى وجوه ال  وفم ف وك وش ن لوو  
 6لا تحوووف، خ، زمووورة جز يوووة مووو  الرلبوووة  4Aول ووو   12هوووي مووو  الرلبوووة  4A ووو ن الزمووور ائتتشض وووة 

الأهدا  الر يلية فوذا الفصول هوف  حوص ض ولم الاظور   الوا ل طوي ال وروط ال ش يوة  وخحد
ف والاظريووة  Kعلووى زموورة جز يووة موو  الرلبووة  Gبحيووث تحتووف،  Gلرلبووة لزموورة مات يووة  Kلقشسوو  

 لثبت ان ع   نظرية لانجران  متحققشا للزمرة الآضيلية ائات ية . 4.12
وخيضوووشا سوووف  لتحقوووي ض ووولم الاظووور   الوووا ل طوووي علا وووش  ضووود ض ووولم الزمووور  ا  الافعيوووة 

 الخش ة للزمر ائات ية .
سوف  نوبره  ضتودا ا واالاظرية الأم في هذا الليش  اضتدع ش الر روي الارو وي سوشيلف ف  

 نظرية كفري .

 )نظرية كوشي للزمر الآبيلية( 11.4نظرية 
�زموووورة عضيليووووة مات يووووة ف و  Gإ ا كشنووووت   �GoP  حيووووثP  عوووودد خوم ف   نووووه يفجوووود
� � Gea �z  بحيث خنeaP   . 

 البرهان
�طشئوووووش خن  � PnGoP ,/ 11لوووووب لم  وووووي     tn  1  ناوووووش نتقووووودم بالاسوووووتاتش  علوووووىn  ف

11لوي     n  وو ن � � PGo هووي  Gو حيووث خن كوول زموورة  ا   لبوة خوليووة ل ووفن دا ريووة  وو ن   
�وعاد ووووووذ ي ووووووفن  aG �!بحيووووووث  �Gaزموووووورة دا ريووووووة ف خ، خنووووووه يفجوووووود  � � � PGoao    

eaeaP( وضاوووش  عليوووه  ووو ن 2.33)الاظريوووة  z ,  11لتحقوووي لوووو  n  ول وووي نطبوووي الاسوووتقرا  ف
11نفرض خن  !n  ونفرض كذلا خن الاتيجوة قققوة ل ول زمورة عضيليوةG  الوا فوش� � mPGo  c 
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1nmوفوووووش  Gخ، خنوووووه ن ووووور  خن الاتيجوووووة  وووووحيحة ل ووووول الزمووووور الآضيليوووووة مثووووول  � c  بحيوووووث خن
� �GoP c/  و� � � �GoGo �c  ي وش خن � � PnGo  وب خن تحتووف،  Gليلوت عوودداا خوليوشا  وو ن   1

 ( .(a)3.47زمرة جز ية   لية )نظرية 
�بحيوووث خن  N ي وووش زمووورة جز يوووة   ليوووة  Gنفووورض خن  �NoP �  وووشن  / � � �GoNo � 
eaeaPبحيث ي فن  �Na    الاستقرا  يفجد  z ,  هذا ال اصر هف خيضشا مفجوفد فيG 

�مع  Nزمرة جز ية   لية  Gإ اا الاتيجة تحقي إ ا كشن للزمرة  �NoP / . 
هوووي  Hونفووورض خن  Gلا لقلووو   لبوووة خ، زمووورة جز يوووة   ليوووة في  Pنفووورض الآن خن  

� ي ووفن  Gخ، زموورة جز يووة   ليووة موو   � � � � �HoHGoGo �وهووذا ي طووي   /. �HGoP لآن  //
� �HoP  زد علوى  لووا خن� � � � � � � �GoHoGoHGo HGالاسووتاتش    ووروضومو   // � / 

HbHلوووووذا  ووووو ن  pمووووو  الرلبوووووة  bHتحتوووووف، عاصوووووراا  z  و� � HbbHH Pp طوووووي وهوووووذا ي    
Hb p �وماه يات  خن  � � � � ebp Ho  ( .35.2)الاتيجة   

�لي    �Hoba ea  ن    p ea   ا كشن    �  ناش نحصل على    � � �HobHo /  
� �Hop /�  

�هف  وهذا لاش لم ف والصفا  � Gea �z  بحيث خنeaP   . 

 12.4نظرية 
�عوودداا  ووحيحشا مفجبووشا يقلوو   Kزموورة عضيليووة مات يووة و  Gإ ا كشنووت   �Go  وو ن G 

 . K... زمرة جز ية م  الرلبة 

 البرهان
�سوووف  نوووبره  هوووذ  الاظريوووة ضفاسوووطة الاسوووتاتش  علوووى  �Go  إ ا كوووشن� � 1 Go  ووو ن 

� � 1/  � KGoK  في هذ  الحشلة سوت فنG  هوي نفلو ش زمورة جز يوة مو  الرلبوةK  ف لتطبيوي
�الاستاتش  نفرض خن  � 1!Go  والاتيجة متحققة ل ل الزمور الآضيليوة ائات يوة مو   لبوة� � �Go 



 
 
 

 نظرية التركيب في الزمرة

 

253 

� وو ن  K 1حيووث خنووه عاوودمش  K!1بالإم ووشن نفوورض خن  �e   هووي الزموورة اةز يووة مووG   ا 
KPعدداا خوليشا بحيث ي فن  Pلي    1الرلبة  �عاد وذ ي وفن  / �GoP ف وباسوتخدام نظريوة   /

�بحيووووث ي ووووفن  �Gaكفرووووي ائ طووووشة سووووشضقشا يفجوووود  � Pao هووووي الزموووورة  aH �!لووووت     
�  ن  aالدا رية اةز ية وائتفلدة بال اصر  � PHo   . 

HGالآن  � هي زمرة عضيلية بحيث خن / �
� �

� � � �Go
P
Go

Ho
Go

H
Go �  ¸
¹
·

¨
©
§ 

KPطشئش  PKK  ن  / � و  1 �HGoK HGولذلا وضفاسطة  وروض الاسوتاتش   1// فوش  /
HGلذلا كل زمرة جز ية م   1Kم  الرلبة  Tزمرة جز ية ولت    HK الصويغةهوي مو   / / 

 عاد ذ : Hتحتف،  Gهي زمرة جز ية م   Kحيث 
 � � � � � � KPKHoHKoKo    1/  

 وهذا يت   البرهشن .

 )نظرية سايلو الأولى( 13.4نظرية 
�زمووورة مات يوووة مووو  الرلبوووة  Gلوووت     �1t KqPn K  حيوووثP  عووودد خوم وq  عووودد

� حيح مفجب ف بحيث  � 1,  qp  نه ل ل  � �ikiG dd1  فش على الأ ل زمورة جز يوة واحودة
 . iPم  الرلبة 

 البرهان
�لي    � qpGo k   إ ا كشن� � PGo والاظريوة  Pهف زمرة دا رية م  الرلبوة  G  ن   

 متحققة ضبلشطة .
�الآن نلوووت  ل البرهووووشن ضفاسوووطة الاسووووتاتش  علووووى   �Go  ا ووورض خن الاتيجووووة متحققووووة

� ا  الرلبووة  Tل وول الزموور  � !Go  بحيووث� �Top �لووي    / �GZ  هووف مركووزG  ي ووفن لوودياش 
 الحشلا  الآلية :
�الحالااااة الأولى  �� �GZop : في هوووووذ  الحشلوووووة وضفاسوووووطة نظريووووة كفروووووي للزمووووور الآضيليوووووة يفجووووود  /

� �GZa�  لأنa  لتبشدر مع كل عاش رG !� aH   هي زمرة جز ية عشدية موG   مو
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نفوورض خن  Gهووي الزموورة اةز يووة ائطلفضووة موو   H وو ن  pموو  الرلبووة  k 1إ ا كووشن  pالرلبووة 
� � 1,/ 1 ! � kqPHGo k .  وضفاسطة  روض الاستاتش G c  تحتف، علوى الزمورة اةز يوةiH   مو

HHHو  iوالآن ل ووول  ipالرلبوووة  ii  Hالوووا تحوووف،  Gمووو   iHلوووب لم الزمووور اةز يوووة   /
)()()(1   ن �  i

ii PHHH $$$ 
         1,,...2,1 � ki  

123ل تب  ,,,... KKKKk للزمرHHHHk ,,,...,  :خن  نلاحظ�121
� � kPK i

i
i ,...,2,1 � $  

))((الحالااااة الثانيااااة  GzP �لوووودياش    $ � � �> @ � �
� �> @� �

¦
z

� 
GaN aNo

Go
GZoGo   حيووووث ا  ووووف

مووأخف اا موو  واحووداا موو  كوول  صوول مرا ووي متووف، علووى خكثوور موو  عاصوور  a وور، علووى ال اصوور 
�واحووود حيوووث خن  �Gop � ووو ن  / �

� �> @aNo
Go

p �والوووا  ي وووش  aل ووول  / � GaN z  لوووف  نحصووول 

�موو  ائلووشواة اللووشضقة  �> @GZop  �Gaوالووا هووي روود  ررووية هووذ  الحشلووة ف ولووذلا يفجوود  /
�بحيث  � GaN z  و� �

� �> @aNo
Go

P . 

�والآن   � � �
� �> @ � �> @aNo
aNo

Go
Go x   و� �

� �> @aNo
Go

P  وووووووووووووو ن � �GoPK لووووووووووووووؤد، إلى  /

� �> @aNoPk    ول� �> @ � �GoaNo �ولذلا ضفاسطة  روض الاستاتش   و ن  � �aN  ،تحتوف
�الرلبووة موو   iHعلووى زموور جز يووة  � iPki dd1   والووا هووي خيضووشا زموور جز يووة مووG  وهووذا مقووي

 البرهشن .

 )نظرية كوشي للزمر المنتهية( 14.4نتيجة 
تحتوووف، علوووى الأ ووول  G ووو ن  Gيقلووو   لبوووة الزمووور ائات يوووة  Pإ ا كوووشن ال ووودد الأوم  

 . Pعاصراا واحداا م  الرلبة 
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لووذا  وو ن  Pموو  الرلبووة  Hمتووف، علووى زموورة جز يووة  Gضفاسووطة نظريووة سووشيلف الأولى البرهااان   
H  ف لذلا يفجد عاصر هي دا ريةHa�  بحيث!� aH  وما ش� � � � PHoa   $. 

 15.4 ةنتيج
�إ ا كشن   �GoPk �و  / �GoPk  . kPفش زمرة جز ية م  الرلبة  G  ن  �1

 . 13.4البرهشن مبشررة م  الاظرية هان   البر 

 (P-subgroup)  16.4تعريف 
إ ا   P-subgroupللوو ى  Gللزموورة  Hعوودداا خوليووشا ف  وو ن الزموورة اةز يووة  Pإ ا كووشن  

ف وعلوى وجوه الخصوفذ إ ا كوشن ال اصور في  Pة لل ودد هوي  وف  Hكشنت  لبوة كول عاصور في 
G  م   لبة هي خحدل  فل عدد خوم ثاضتP  ن  G  لل ىP-group . 

�زموووورة مات يووووة إ ا كووووشن  Gلووووي     � KPGo  وووو ن )وك ووووش في نظريووووة لانجووووران ( ل وووول   
� � � � GaPaoao K  . P-groupهي  Gهي  فل ف وضاش  عليه   ن  ,/,�

pq وووولا يفجوووود عوووودداا خوليووووشا  G P-groupبالااووووش  ائ ووووشك  إ ا كووووشن   z  يم وووو  خن
�يقل   �Go  لأنه خلا شا لذلا  و نG  تحوف، عاصوراا مو   لبوةq   وهوف عودداا خوليوشا  تلو  عو

p  نظرية كفري( نلتات  خنه إ ا كشنت(G  زمرةP-group  نه  � � KPGo فل لل ودد هف  و  
P  وه ذاG  هيP-group  إ ا و قط إ ا� �Go  هف  فلP . 

 سايلو من زمرة منتهية( P)زمرة جزئية   17.4تعريف 
�عوودد خوم بحيووث خن  Pو  زموورة مات يووة Gلووي     �GoPK �و  / �GoPK  وو ن  �1

لا  الت ريوو  خعوو Gسووشيلف موو   Pللوو ى زموورة جز يووة  KPموو  الرلبووة  Gخ، زموورة جز يووة موو  
لأن خ، زمورة  KPم  نف  الرلبوة وبالتحديود  Gسشيلف م   Pيؤد، إلى خن كل الزمر اةز ية 
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يم و  خن  Gمو   �PHنورل خنوه لا لفجود زمورة جز يوة  P فة ال ودد هي م   لبة  �Pجز ية 
 . Gسشيلف م   �Pل فن تحتف،   ليشا زمرة جز ية 

 6مثال 
28وبمش خن  8خ، زمرة دا رية م  الرلبة  aG �!لي      Gن و وفل ل ودد خوم  و   

 . P-groupهي زمرة م  الاف  

 7مثال 
�ا وورض   � 3.2.36 SSo �لووذلا     �3/3 So   ول وو� �3

23 So  لووذلا  وو ن خ، زموورة
 والآن : 3هي م  الرلبة  3Sسشيلف جز ية ثلاثية للزمرة 

 � � � �^ `132,123,3 IA   

هووي زموورة سووشيلف اةز يووة الثلاثيووة  3Aلووذلا  وو ن  3موو  الرلبووة  3Sهووي  قووط الزموورة اةز يووة موو  
�والووا لقلوو   2وموورة خخوورل القووفة الأكووبر لل وودد  3Sالفحيوودة موو   �3So  و ووذ  الطريقووة  2هووي

�زمرة جز ية للشيلف ثاش ية للزمرة خ،  �3S  3والزمرة اةز يوة الفحيودة مو   2هي م  الرلبةS   ومو
�هوووي  2الرلبوووة  �^ ` � �^ ` � �^ `23,,13,,2,1, 321 IHIHIH  ووو ن هوووذ  الزمووور اةز يوووة الوووثلاث      

 . 3Sكل ش م  نف  زمر سشيلف الثاش ية للزمرة 

 8ثال م
�اعتوووبر   � 4

2
4 3.212 AiAo  4Aخ، زمووورة جز يوووة للوووشيلف ثاش يوووة مووو   Oلوووذلا  ووو ن    

 . 3هي م  الرلبة  4Aوخ، زمرة جز ية للشيلف ثلاثية م   4هي م  الرلبة 
� والآن �� � � �� � � �� �^ `2314,2413,3412,4 IV   
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الثاش يووة للووشيلف )انظوور الفحيوودة هووي الزموورة اةز يووة  4Vو  4موو  الرلبووة  4Aموو   هووي زموورة جز يووة
�نظرية سشيلف الثشلثة( ك ش خن  � � �^ `132,123,1 IH ف 4Aهي الزمرة اةز ية الثلاثية للشيلف مو    

 فش خ ض ة زمر جز ية ثلاثية للشيلف )احلب ش ؟؟( . 4Aفي الحقيقة 

 4مثال 
^الزمرة   `kjiG rrrr ,,,1   مQuaternions  وحيوث  8ليلوت إضداليوة مو  الرلبوة

328خن   . group-2زمرة ثاش ية للشيلف  G  ن   

 15.4تعريف 
Sxx ووو ن  �Gxو  Gخ، مج فعوووة جز يوووة غووو  خشليوووة مووو  الزمووورة  Sلوووي      ثووول  �1
^ا  فعة  `SsSxx �� Sxxو  1:  . xقدد بال اش ر  Sيل ى مرا ي  �1

 19.4تعريف 
 وو ن موواظ   Gزموورة جز يووة موو   Kو  Gخ، مج فعووة جز يووة غوو  خشليووة موو   Sلووي   

S  فيK  هف ا  فعة� �SNk � � ^ `SSxxKxSNK  � �1: 
�ل توب  وللل فلة �SN  للزمورة� �SNG  وللو ى� �SN   مواظS   و  ورة الترا وي ل اصوري  مو
�و  رة ائاظ   Gالزمرة  �aN  ل اصرGa�   هوي ك وش  كُور في الفصول الثشلوث نلوتطيع إثبوش

هوووي علا وووة ل وووش ؤ و  Gخن ال لا وووة الترا قيوووة علوووى عش لوووة كووول ا  فعوووش  اةز يوووة غووو  الخشليوووة 
� �SN   هوووي زمووورة جز يوووة موووG   الخطوووفط ك وووش في ال لا وووة الترا قيووووة والبراهووود للووو  في نفووو

�لل اش ووور وائووواظ   �aN  ل اصووورGa�  ف وضبلوووشطة   نوووه لأ، زمووورة جز يوووةK   موووG  ي وووفن
� � � � KSNSNK �ولووذلا  وو ن   � �SNK  موورة جز يووة موو  هووي خيضووشا زG   ونريوود خن ن طووي

SSxxو  Gمووووو   Sكل ووووة تحوووووذير خنوووووه لل ج فعوووووة اةز يووووة  لوووووي  بالضووووورو ة لتطلوووووب خن  �1 
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SxxS بحيووث  �Ggف يفجوود ليلووت عضيليووة  Gالزموورة وهووذا يم وو    يتووه في خن  �Ssل وول   
gxxgخن  z   لوووووووب لم  ووووووويGx�  ف بم ووووووو  خنggxx z�1  وعلوووووووى خيوووووووة حشلوووووووة نحووووووو  ن لووووووو  خن
GGgg يلوشو،  Sيفجد عدد م  ائرا قوش  لأ، مج فعوة جز يوة  aNللزمرة ومرة خخرل  �1 

�دليوووول  �SN  فيG  وخكثوووور موووو   لووووا إ ا كشنوووووتS   زموووورة جز يووووة مووووG  نووووه ل ووووول  Ss� 
SSss �ل طووي  �1  �SNS sSxxوموو  الت ريوو   � �ل وول  �1  �SNx�  لووذا  وو نS  هووي

�زموورة جز يووة عشديووة في  �SN  ف وإ ا كشنووتS  هووي عشديووة في خ، زموورة جز يووةH   مووG  وو ن 
sSxx �ولذلا  �Hxول ل  ي   �1  �SNH �وهذا يبود خن  � �SN  هوي خكوبر زمورة جز يوة

 هي زمرة عشدية . Sالا  ي ش  Gفي 
Kyxوإ ا كشن  Gم   Kا رض زمرة جز ية   :  ن  ,�

� � � � � �ySNxSNSNxyKxySSxyyxSyySxx KKK  ����� � ������ 111111  

�زمورة الوا للوشو، دليول ال Kملوب مو  عاش ور  Sلذلا   ن عدد ائرا قوش  للزمورة  �SNK 
 . Kفي 

 قضية مساعدة
تحتووف، علووى كوول  Pعاد ووذ  وو ن  Gسووشيلف للزموورة ائات يووة  �Pزموورة جز يووة  Pلووت   

�عاش ر  �PN  الا  لبت ش  فة م   فلP . 

 البرهان
�لوووي    �PNx�    ولووويex

KP oKلوووب لم  وووي     t  حيوووث خنP  هوووي عشديوووة في
� �PN  وخن� � PPN � هوووووووي زمووووووورة وخن / � PPNxP �عاد وووووووذ  �/ � pPxxP

KK PP ل طوووووووي    
� � KPxPo �/ � � tPxpo  � 

otلووووووب لم  ووووووي   t    ولوووووويK   زموووووورة جز يووووووة موووووو� � PpN xpxوائفلوووووودة ضفاسووووووطة  /  وووووو ن   
� � � � tPKoxo    . 
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PKKوالآن  �م   kلب لم الزمر اةز ية   / �pN  قتفاة فيP . 
�لووي    � Dppo � وو ن    � � � � � D�  tPPoKoKo  لووذلاK  موو  نووف  زموورة جز يووةP   مووG 

 pيم   خن تحوف، زمورة جز يوة  Gم   Pحيث خنه لا يفجد زمرة جز ية م  نف   Pقتفاة في 
pKف   ناووووش نحصوووول علووووى خن  Gسووووشيلف موووو   Pxpلووووذلا  وووو ن    وهووووذا يووووت    �Pxف و  

 البرهشن .

 21.4نظرية 
�عدد خوم بحيث  Pزمرة مات ية و  Gلت     �GoP    ن : /

   نهش لرا ي واحدة للأخرل )الاظرية الثشنية للشيلف( . Gجز ية م   كل زمرة -خ 
عوودد  ووحيح غوو   mحيووث  mp�1سووشيلف ي ووفن علووى الصووف ة  �pعوودد الزموورة اةز يووة  -  

�سشلب بحيث ي فن  � � �Gomp  الاظرية الثشلثة للشيلف( .) �1/

 البرهان
�لووووي    ( خ) � qPGo K   1حيووووث),(  qP  1وtK  ونفوووورض خنS  زموووورة جز يووووةp� 

ونريووود خن نبووود خن كووول زمووورة جز يوووة  Sوخن مج فعوووة كووول ائرا قوووش  في  Gسوووشيلف مووو  
p�  سشيلفP  فيG  ل فن مرا قة للزمرةS  خو بم   عخرMP� . 

 والووووووا لا لرا ووووووي  Gسووووووشيلف موووووو   pا وووووورض ع وووووو   لووووووا خنووووووه يفجوووووود زموووووورة جز يووووووة 
S  نفوووورض خنPc  خ، زموووورة جز يووووةp   سووووشيلف مووووG   تلفووووة عوووو P  ي ووووفن � � KPP  $ 

Ppى  احصووووووووووووووووووول علووووووووووووووووووو c�  وهوووووووووووووووووووذا يوووووووووووووووووووؤد، إلى وجوووووووووووووووووووفدpx�  بحيوووووووووووووووووووث خنPx c�  
PxPxومووووووو  ذ  czc�1  وإلا  ووووووو نPxPx c c�1  يوووووووؤد، إلى� �PNx c�  والآنx  هوووووووف عاصووووووور 

 وهووووووذا  �Px وووووو ن 20.4ولووووووذلا   ووووو  القضووووووية ائلوووووشعدة  pو لبتووووووه خحووووودل  ووووووفل  Pمووووو  
هووف خكووبر موو  واحوود لل وودد ف  pالمحووددة ض اش وور موو   Pcلاووش لم ف لووذلا  وو ن عوودد مرا قووش  
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�وحيووووووووووووث خن هووووووووووووذا ال وووووووووووودد يلووووووووووووشو،  �> @ � � PPNPNP pp zc �ك ووووووووووووش خن  :, � KPPo وخن   
� �@ K

P PPNP /: c   احصوول موو   لووا علووى خن عوودد ائرا قووش tP  1لووب لمtL  ولووذلا   نووه
 . Pمضشع  لل دد 

xSxSك وش يلووي   (~)   ووةل ور  ال لا Mفي  (  ) 2
1

1
� �2S ~ 1S   لووب لم  وويPx� 

MSإلى  صوووووفر ل وووووش ؤ لوووووذلا لأ،  Mوهووووذ  علا وووووة ل وووووش ؤ ولقلووووو   �c PS zc 
Sفي وعوووودد ائرا قووووش   c  ملووووب ضفاسووووطة عاش وووورP  مضووووروضة فيp  انظوووور ائقطووووع(

ولوووووذلا  ووووو ن  صووووول الت وووووش ؤ متوووووف، علوووووى عووووودداا مووووو  ال اش ووووور ملوووووشو، اللوووووشضي( 
ش ؤ   ناوووش لأن  لوووا ققوووي ل ووول  صووول ل ووو Pمضوووشعفش  لل ووودد الوووذ، لات وووي إليوووه 

علووووى خيووووة حووووشر  Pهووووف مضووووشع  لل وووودد  Mفي  tنحصوووول علووووى خن عوووودد ال اش وووور 
� �> @SNGt �وحيوووووووووووث خن   : � SSN <و  � @ qSG � ووووووووووو ن  :  �> @ qSNG وهووووووووووووذا  :/

tpش ي طياوووو qpئووووش  / هووووي موووو   tلحقيقتووووه ائثبتووووة سووووشضقشا ف وهووووي خن  لاووووش لما وهووووذ /
 . s ب خن لرا ي  p  ن  pمضشعفش  

ك ووووش في )خ(   �MPلاأخووووذ  Gسووووشيلف موووو   �p فعووووة كوووول الزموووور اةز يووووة مج Mلووووي    -  
 ك ش يلي :  Mفي  (~)ل ر  علا ة ل ش ؤ 

 xSxSSS 2
1

121 ~ � �  

ك وش في   pفتلو  عو   Gسوشيلف مو   Pخيوة زمورة جز يوة  Sوالآن إ ا كوشن  �pxلب لم  وي  
خن عودد ال اش ور  ف وهوذا يبود pك ضوشعفش    Pيتحودد ض اش ور  S)خ(   ن عدد مرا قوش  

Ppxxوبموش خن  pهوف مضوشعفش  لل ودد  Pفي خ،  صل ل ش ؤ الا لا يات ي إليوه  ل ول  �1 
Px� . 

هوووف علوووى  Mدد عاش ووور لوووذا  ووو ن عووو Pال اصووور الفحيووود في  صووول الت وووش ؤ الوووذ، يات وووي إليوووه 
هووف عوودد  ووحيح غوو  سووشلب لأن عوودد الزموور اةز يووة ائترا قووة يقلوو   mحيووث  1�mp ووف ة 

 . وهذا هف  شم البرهشن Gيقل   لبة الزمرة  mp�1 لبة الزمرة   ن 
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�ملاحظة    � qPmp K�1 و � � � �Kpmpqmp ,11 ��� . 

  22.4نظرية 
مو   Bعاد وذ كول زمورة جز يوة  Gعدداا خوليوشا يقلو   لبوة  Pزمرة مات ية و  Gلت    

G   ست فن قتفاة في زمرة مش جز ية م  نفp   سشيلف مG . 

 البرهان
ضفاسووطة نظريووة سووشيلف الثشلثووة  Gسووشيلف اةز يووة موو   pمج فعووة كوول الزموور  Mلووت   

�ملشو ا  Mعاش ر ي فن عدد  �mp�1  لب لم الأعوداد الصوحيحة غو  اللوشلبةm  علوىM 
�عرّ  ال لا ة  MPPكشلآتي لأ،   ~� �21, 21 ~ PP  إ ا و قط إ اxPxP 21 c   لوب لمBx� 

هووووف نفوووو  عوووودد  Pفي  وووو  الترا ووووي  Mعوووودد عاش وووور  �MPهووووذ  علا ووووة ل ووووش ؤ ولأ، 
بحيووث خن  �Bx  نووه يفجوود  �MP� pBكووشن لووب لم إ ا   Bقوودداا ض اش وور  Pمترا قوش  

px�  إ ا كوووشنpPxx هوووي زمووورة جز يوووة مووو   Bو  Pهوووي  وووفة للزمووورة  x   وووش خن  لبوووة  �1 
�و  pنف   �PNx�  ناش نحصول علوى  px�  ( وهوذا لاوش لم ف ومو  20.4)القضوية ائلوشعدة

�ف علووووووى خيووووووة حووووووشر  1ي ووووووفن خكووووووبر موووووو   Pئترا قووووووش   tذ  وووووو ن ال وووووودد  �> @PNBt B:   و
� � tPBo SPt احصوول علووى خنووه  "لووب لم الأعووداد الصووحية غوو  اللووشلبة     1tSلووب لم   

قتوفاة في  Mفي  pكوشن لا يفجود   ضاوش  علوى  لوا إ ا Pهي مضوشع  لل ودد  tوه ذا   ن 
B  ووش ؤ سووي فن مضووشعفشا لل وودد ل وو ن عوودد ال اش وور في كوول  صوول p   وهووذا سووف   ووشل

بحيوووث  Gسوووشيلف مووو   Pوعليوووه نفجووود زمووورة جز يوووة  mp�1هوووف  Mحقيقوووة خن عووودد عاش ووور 
PBي فن   وهذا هف ضرهشن الاظرية . �
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 تمارين محلولة
 

 (1)تمرين 
�عووودداا خوليوووشا يقلووو   Pزمووورة مات يوووة و  Gإ ا كشنوووت   �Go  ضوووره  خن زمووورة سوووشيلفP 
 Pهوي زمورة سوشيلف  Pإ ا و قوط إ ا كشنوت  Gمو   عشديوةهوي زمورة جز يوة  Gمو   Pاةز ية 

 . Gز ية الفحيدة م  اة

 الحل
�ا ووووورض  � qpGo k   بحيوووووث خن� � 1,  qp  ووووو  اا � � Kppo  Gg� 1�gPgلوووووت     

PPPPPgPggPgلأن  Gهوووي زمووورة جز يوووة مووو   �c �c ��� 111 نحصووول علوووى خن  ,,
� � � � KPPogPgo PgPgضفاسطة الفرض هوذا ي وني ول    �1   هوي زمورة  P و  اا  �1 

 . Gم   عشديةجز ية 
هووي خ، زموورة  Qولووت    Gاةز يووة موو   ديووة شال pهووي زموورة سووشيلف  Pبالااووش  الآخوور لووت   

QPضفاسووطة نظريووة سووشيلف الثشنيووة  وو ن  Gجز يووة موو  Pسووشيلف   ووب خن ي ووفا مترا قوود خ،  ,
PxPx وو  اا  Gفي  عشديووةهووي زموورة جز يووة  Pول وو   �Gx  لووب لم  ووي xPxQ �1خن   �1 
PQ   اا    . 

 2تمرين 
�عوودد خوم بحيووث خن  Pحيووث  SPKهووي زموورة الرلبووة  Gإ ا كشنووت   � 1,  sp  بوود 

م  واحودة علوى الأ ول مو  الزمور اةز يوة  عشديةهي زمرة جز ية  Pخن كل زمرة جز ية م  الرلبة 
2,1,...,1حيث  1�iPم  الرلبة  � Ki . 

 ي تبر جز  م  نظرية اللشيلف الأولى في كث  م  ائؤلفش ( .)لاحظ خن هذا الا تراض 
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 الحل
�نطبووي الاسووتاتش  علووى  �Go  إ ا كووشن� � PGo  وو ن تحقووي ائطلووف  ي ووفن ض وو ل   

 ضد .
�موووو  الرلبووووة خ ووووغر موووو   Tا وووورض خن الاتيجووووة متحققووووة ل وووول الزموووور   �Go  بحيووووث خن

� �GoP �لووووت    / �GZZ � Iي ووووفن لوووودياش حشلتووووشن حشلووووة  Gهووووي مركووووز الزموووورة    �ZoP / 
�ث خن بحيوو �Zaضفاسووطة نظريووة كووفجي للزموور التبديليووة   نووه يفجوود  � pao  aH �! وو  اا   

1,,1إ ا كوشن  pمو  الرلبوة  Gفي  عشديوةهي زمرة جز ية   � KPP it  1نأخوذ الأعوداد,P  علوى
� و ن  K!1الترليب    اا نتيجتاوش ل وفن متحققوة إ ا كوشن  � � �GoSPHGo K وضفاسوطة  /�1 �

HGاسووتاتش  الفووروض خ، زموورة جز يووة موو   في زموورة جز يووة واحوودة  عشديووةهووي  iPموو  الرلبووة  /
HGعلى الأ ل م   2,1,...,2ل ول  1�iPمو  الرلبوة  / � Ki    لوتK   هوي زمورة جز يوة مو

G  2,1,...,2,1وم  الرلبة PKi HKHKفي حشلة   � d,/   هي زمورة جز يوة موHG مو   /
HL  نه يفجد زمر جز يوة وضفاسطة استاتش  الفروض  1�iPالرلبة  HGمو   /  iPمو  الرلبوة  /

HKبحيوووووووووووووث خن  HLفي  عشديوووووووووووووةهوووووووووووووي  / في  عشديوووووووووووووةهوووووووووووووي زمووووووووووووورة جز يوووووووووووووة  K ووووووووووووو  اا  /
� � � � � � LpHoHLoLo i ,/    1� iPP   اا الاتيجة ل وفن متحققوة ة يوع الزمور اةز يوة مو   

G  م  الرلبةiPKi ,1,...,2,1 KHفي حشلة كفن   � � . 
�الآن  .KHا ووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووترض  � � � � � 1 ��� KHoHoKHo  خوP  بمووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووش 

� خن � KHHKHPKHo �علووووووووووووووووووووووووووووووى  نحصوووووووووووووووووووووووووووووول � �� � � 1 �KHo   ياووووووووووووووووووووووووووووووت 
�خن  � � � � � 1�  iPKoHoHKo  لأنZH   HKموووووووووووووووووو   عشديووووووووووووووووووةزموووووووووووووووووورة جز يووووووووووووووووووة  Kف  �

ف  iPمووووو  الرلبوووووة  G)ضوووووره  ذ(  ووووو  اا مووووورة خخووووورل الاتيجوووووة متحققوووووة ل ووووول الزمووووور اةز يوووووة مووووو  
1,...,2,1 � Ki . 
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� IIحالاااة  �ZoP :    لوووتK   زمووورة جز يوووة موووG  مووو  الرلبوووة� � iPKi 11 �dd  الآن
� � � �ZoPZKo  هذا ي طي : � 1,

 � � � � � � � � � �GoSPZopZoKoKZo Ki  d   
مووو   عشديووةزموورة جز يووة  Kبحيووث خن  KZموو   Nباسووتاتش  الفووروض   نووه يفجوود زموورة جز يوووة 

 خيضشا . II   اا الاتيجة متحققة في الحشلة  Gالزمرة 

 3تمرين 
فوش  d1عودداا  وحيحشا  nعودداا خوليوشا و  Pحيوث  nPزمورة مو  الرلبوة  G إ ا كشنت 

 زمرة دوا ة . G بره  خن  1�nPبالضبط زمرة جز ية واحدة م  الرلبة 

 الحل
�لووي    � nPGo  Hعوودد  ووحيحشا مفجبووشا ف ا وورض خن  nعوودداا خوليووشا و  Pحيووث   

HGلأن  1�nPمووو  الرلبوووة  Gهوووي زمووورة جز يوووة مووو   z   يفجووود عووودد موووGaHa �� الآن  ,
� � � � nmopaopao mn dd � , . 

nmإ ا كشنووووت  z  الزموووورة اةز يووووة الوووودوا ةT   مووووG   ائتفلوووودة مووووa  ل ووووفن موووو  الرلبووووةmP 
1�dd nmo   يفجووود زمووورة جز يوووة  2ضفاسوووطة الت وووريK  1مووو  الرلبوووة�nP  بحيووووث خنKT � 

HKوضفاسطة الفرض  HTa   اا    وهذا لاوش لم  و  اا  �Haول   هذا ي طي خن  � !�
nm �و    � nPao  زمرة دوا ة . Gنلتات  خن   

 4تمرين 
 ل فن ضليطة . 30ضد خنه لا لفجد زمرة م  الرلبة  

 الحل
5.3.230. لاحووظ خن  30زمورة مو  الرلبوة  Gلوت    فوش علوى الأ ول زموورلد  G و  اا   
� و  اا  �K51( هوف 5)عدد الزمر اةز ية اللوشيلف  5جز يتد سشيلف  � 6/51 K�  0 و  اا K  خو
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1 K  0إ ا كشنت K  1ف إ ا كشنوت  عشديوةهي زمرة جز ية  5  ن زمرة اللشيلف اةز ية K 
123456ولووت    6هووف  5 وو ن عوودد الزموور اةز يووة اللووشيلف  ,,,,, HHHHHH  هوو  زموور اللووشيلف

�اةز يووووة لأن  � 1 � ji HHo  ،لأji z  عاصوووور موووو   24تحووووف،   ووووذ  الزموووور اللووووشيلف اةز يووووة
 3اللوووشيلف  Gزمووور عاش ووور  5ف وه وووذا  ووو ن  قوووط  1وهاوووشك عاصووور واحووود مووو  الرلبوووة  5الرلبوووة 

1031بحيث خن  �m31هف  Gاةز ية م   m� . 
سوشيلف اةز يوة واحودة والوا  وب  3 ي فن لدياش  قط زمرة  m 0إ ا كشنت  3خو  m 0   اا 

جز يوة ف ل و  هوذ  سوت فن  3زمر سوشيلف  10ي فن لدياش  m 3ف إ ا كشنت  عشديةخن ل فن 
موووش خن ي وووفن فوووش زمووور إ Gوهوووذا ماوووش ض للفرروووية خعووولا  ف  ووو  اا  3عاصووور مووو  الرلبوووة  20تحوووف، 
 ليلت ضليطة . Gوه ذا  3م  الرلبة  عشديةخو زمر جز ية  5م  الرلبة  عشديةجز ية 

 5تمرين 
 G  زمووورة مووو  الرلبوووةnP  حيوووثP  هوووف عووودد خوم وn دد  وووحيحشا خكوووبر مووو  خو عووو
 . Gم   عشديةهي زمرة جز ية  1�nP. ضره  خن خ، زمرة م  الرلبة  1يلشو، 

 الحل
�بحيوث خن  Gهوي زمورة جز يوة مو   Hلت    � 1� nPHo   نوه  2ف ضفاسوطة الت وري  

�و  Kفي  عشديوووةزمووورة جز يوووة  Hبحيوووث خن  Gمووو   Kيفجووود زمووورة جز يوووة  � nPKo ول ووو    
GKهذا يؤد، إلى خن   . Gم   عشديةة جز ية زمر  Hوه ذا   ن   

 . 2م  الآن سف  ن طي حلاا فذا الت ري  والذ، لا ي ت د على نتيجة  ري  ملاحظة   
اةز يوة زمرة دوا ة م   لبة خوليوة والزمورة  Gف  n 1لو  nسف  نطبي الاستاتش  على  

^هي  1�nPالفحيدة م  الرلبة  `e  حيث خنe  هوف قشيود الزمورةG شديوةوهوذ  الزمورة اةز يوة ال  
 .البياة 
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ف  mPموو  الرلبووة  Tة ولووت   الاتيجووة  ووحيحة ل وول الزموور اةز يوو n!1ا وورض الآن  
nm �d1    ولووووتH   زمووووورة جز يووووة موووووG  1موووو  الرلبوووووة�nP  فH  مووووو   عشديووووةزموووورة جز يوووووة

� �HN ف إ ا كوووشن� � HHN � ووو ن    �> @ nPHNo � ووو  اا    � GHN زمووورة  H ووو  اا ياوووت  خن   
 . Gم   عشديةجز ية 

�ا رض الحشلة  � HHN �بمش خن    �GZZ �ف  Gمورة هوف مركوز الز    � HZHNZ ��� 
�لأن  �ZoP �بحيوووث خن  �Za يفجووود عاصووور  / � Pao هوووي زمووورة  aK �!الزمووورة اةز يوووة   

�الآن  pمووووو  الرلبوووووة  Gجز يوووووة مووووو   � � � 21 // ��    nn PppKoHoKHo  ضفاسوووووطة  ووووورض
KHالاسوتاتش   KGمو   عشديوةهوي زمورة جز يوة  / �لأن  / � 1/ � nPKGo  و  اا H  هوي زمورة

    اا الاتيجة متحققة . Gم   عشديةجز ية 

 6تمرين 
 ل فن ضليطة . 108ضد خنه لا لفجد زمرة م  الرلبة  

 الحل
3232108بمش خن  108زمرة م  الرلبة  Gلت    اةز يوة هوي  3 و ن عودد زمور سوشيلف   

K31�  4/31بحيوووث خن k�  0خموووش k  1خو k  0في حشلوووة k  3زمووورة سوووشيلف   نوووه لفجووود 
ف  وو  اا في هووذ   عشديووة( وهووي  ووب خن ل ووفن 27اةز يووة واحوودة  قووط )والووا ل ووفن موو  الرلبووة 

  نوه هاوشك  k 1ضلويطة في حشلوة  Gنلتات  خن  27م  الرلبة  عشديةفش زمرة جز ية  Gالحشلة 
1234لت    Gجز ية م   3خ ضع زمر سشيلف  ,,, HHHH بمش خن 

 � � � � � � 9,3,121121  ��� HHoHoHHo  
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�خو  3لأن  � 121  �HHo  يوووؤد، إلى� � � � � �
� � 108

21

21
21 !

�
 

HHo
HoHo

HHo  ي وووفن مووو  الفاروووح 

GHHخن  d21  نحصووووول علوووووى� � 2
21 39   �HHo   21 5ضفاسوووووطة  وووووري HH هوووووي زمووووورة  �

    اا : 2Hوضاف  الف ت م   1Hم   عشديةجز ية 
 � � � � � �2121211212 HHNHHHHNHHHNH �������  

� �> @ � � � � � �
� � 81

9
27.27

21

21
2121   

�
 t��

HHo
HoHo

HHoHHNo  

�لأن  �21 HHN �و  Gهي زمرة جز ية م   � �> @10821 HHNo  هذا يؤد، إلى خن : �
 � �> @ � � GHHNHHNo  �� � 2121 108  

21الآن  HH �مووو   عشديوووةهوووي زمووورة جز يوووة  � �21 HHN 21 ووو  اا  � HH هوووي زمووورة جز يوووة  �
 هي ليلت زمرة ضليطة . G يات  خن  9م   م  الرلبة  عشدية
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 مسائل
 
�عدد خوليشا يقل   Pزمرة مات ية و  Gلت    .1 �Go : 
اةز يوووة الفحيوودة مووو   pهوووي زموورة سووشيلف  Pضوود خن  Pجز يوووة  Pلأ، زموورة سووشيلف  ( خ)

� �PN . 
تحوف،  Gهي خ، زمورة جز يوة مو   Hو  Gاةز ية م   pهي زمرة سشيلف  Pلت    (  )

� �PN  ضد خن� � HHN �استات  ر ايشا خن    �� � � �pNPNN   . 
 طبي نظرية سشيلف الثشنية .رشاد   إ

 اةز ية ل ش ئ ئش م طى  ريبشا . pضره  خن الت ش ي  الآلية لزمرة سشيلف  .2

للووو ى زمووورة  Gمووو   Pعووودد خوليوووشا  ووو ن الزمووورة اةز يوووة  pزمووورة مات يوووة و  G لوووت  تعرياااف   
 إ ا حققت ال روط الآلية : Gاةز ية م   pسشيلف 

(1) P  هي زمرةp . اةز ية 
 ض  ل   لي . Pتحف،  Gجز ية م   pلا لفجد زمرة  (2)

 . 22.4استخدم الاظرية إرشاد   
� شسوو  خوم لووو  pو  Gموو  الزموورة ائات يووة  شديووةعزموورة جز يووة  Hضوود خنووه إ ا كشنووت  .3 �Go 

<بحيث خنه  @HG اةز يوة مو   pتحف، نيع زمر سوشيلف  H  ن  pهف مصشحب خوم لو  :
G . 

 . عشديةليلت  Hاعط مثشر لفرح  يه خن الاتيجة لا لبقى  حيحة في حشلة كفن 
�لقل   Pهف خعلى  فل لو  kpإ ا كشن إرشاد    �Go  ن  � �HoPK الآن استخدم نظريوة  /

 سشيلف الثشنية .
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 pهوي قتوفاة في كول زمور سوشيلف  Gمو  الزمورة ائات يوة  Kاةز يوة   شديةال pضد خن زمرة  .4
 . Gاةز ية م  

 ونظرية اللشيلف الأولى . 22.4استخدم الاظرية   إرشاد 
 ل فن دوا ة . 35و  15ضره  خن الزمر م  الرلبة  .5
 عدد خوليشا ول فن غ  إضدالية . pف  3pاعط مثشر لزمرة م  الرلبة  .6
�إ ا كشن  .7 � 36 Go  ضره  خنG  جز ية . 3زمر سشيلف  4خو  1فش 
�إ ا كشن  .8 � 56 Go  ضره  خنG  جز يوة ف وضوره  خن  7زمر سوشيلف  8خو  1فشG  فوش زمورة

 . عشديةجز ية  2سشيلف 
HKزمرة إضدالية و  Gلت    .9 mnزمرلد جز يتد مات يتود مو  الرلبوة  , فوش  Gضوره  خن  ,

MLزمرة جز ية م  الرلبة  mnم   � , . 

�لأن إشااااد    �HKom �و  / �HKon  إ ا كووووشنLCMK mnمووو     � وووو ن  , �HKoK  الآن
 . 12.4استخدم الاظرية 

 . 16خو  8م  الرلبة  عشدية ب خن تحف، زمرة جز ية  48ضره  خن زمرة م  الرلبة  .10
pqحيوث  qp2ضره  خن زمرة مو  الرلبوة  .11  تلفوة فوش علوى الأ ول زمورة سوشيلف خعوداد خوليوة  ,

 جز ية . عشدية

 استخدم نظرية اللشيلف الثشلثة .إرشاد   
�عدد خوليشا يقل   pزمرة مات ية و  Gلت    .12 �Go : ضره  مش يلي 
 موووو   pجز يووووة  p وووو ن خ، زموووورة سووووشيلف  Gموووو   عشديووووةزموووورة جز يووووة  Kإ ا كشنووووت  ( خ)

G  فKP�  هووي زموورة سووشيلفp   جز يووة مووK  ياووت  خن خ، زموورة سووشيلفP  جز يووة
B   مkkpB  . Gم   pجز ية  pلب لم زمر سشيلف   �,
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G HPHمو   Pجز يوة  pف  و ن لأ، زمورة سوشيل Gزمرة جز يوة مو   Hإ ا كشن  (  ) / 
HGجز يووووة موووو   pهووووي زموووورة سووووشيلف  سووووشيلف جز يووووة موووو   pف ياووووت  خن خ، زموووورة  /

HG HpHهي م  ال  ل  /  . Gهي زمرة سشيلف جز ية م   Pحيث  /
حيوث  Gمو   N عشديةإ ا و قط إ ا وجد  زمرة جز ية  �pهي زمرة  Gضد خن الزمرة  .13

 . pكلاهمش زمرة   NGو  Nخن 
 وب  G و ن  4مو  الرلبوة  عشديوةفش زمرة جز يوة  28زمرة م  الرلبة  Gضره  خنه إ ا كشنت  .14

 خن ل فن إضدالية .
عط ضرهشن لاظرية كفجي للزمر ائات ية )لي  بالضرو ة إضدالية( ول   دون الاعت شد علوى ا .15

 نظرية اللشيلف الأولى .
هي حش ول الضور  ائبشرور  G بد خن  عشديةهي  Gإ ا كشن خ، زمرة سشيلف جز ية م   .16

 م  زمر سشيلف اةز ية .
17. H  هي زمرة جز ية م  زمرة مات يةG  وp  عودداا خوليوشا يتوت   لبوةH  إ ا كوشنPQ هموش  ,

STوإ ا كووشن  Hجز يووة موو   Pزموورتا سووشيلف  بحيووث  Gجز يووة موو   pهمووش زموورتا سووشيلف  ,
SPخن  d  وTQ�  ضد خنTS z . 

�عودداا خوليوشا يوت    pو  Gزمورة جز يوة مو  زمورة مات يوة  Hإ ا كشنوت  .18 �Ho  ضود خن عودد
 . Gهف خ ل م  خو يلشو، عدد زمر سشيلف اةز ية م   Hاةز ية م   pزمر اللشيلف 

19. G  زمرة جز ية فP  عدد خوليشا يقل   لبوة الزمورةG  إ ا كشنوتA   زمورة جز يوة نظشميوة مو
G وH  هوي زموورة سووشيلفp   جز يووة مووG  ووبره  خن HA�  هووي زموورة سووشيلفp  جز يووة
 . Aم  
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 Qمزئيضضة  pوامضضرة  ضض ي ز  Aمضض   Pمزئيضضة  pرفضضا اليجي ضضة ج يزمضض  امضضرة  ضض ي ز  إرشاا :  
QPHAبحيضضضضض      Gمضضضضض   لضضضضض  ا  xQxH �1ريضضضضضة ال ضضضضض ي ز ال  نيضضضضضة ج وبزا ضضضضض ة نظ �� 

�فإ   �Gxعي صر  � 11 �� �� xQAxxPx   لأAP  هذا  زف ي  ي : �
 � � � � � � HAxPxHxAxxPxxQxxAxxPx �������� ������ 111111  

Pxpx فيكضضضز  Gهضضضي امضضضرة مزئيضضضة    يضضضة مضضض   Aلأ   هضضضي امضضضرة  ضضض ي ز  1�xpxولكضضض   ��1
 فإذاً  يحصل ع ى الشرط . Gمزئية م  

ع داً  وليض ً يس ض   Pحي   نه عي م   Gم   Aوامرة مزئية  G. اعط م  ل لزمرة ميجهية 20
� �Go  وH  هي امرة   ي زp   مزئية مG   فإHA�  هي لي ت امرة  ض ي زP  مزئيضة
 . Aم  

� خذإرش :    � � �^ ` � � � �^ ` 4,132,123,142,124, AGIAIH     . 
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 . الزمر المنتهية الإبدالية3
ي ضضع عيهضض  ك  ضضع م   ضضر  G    10.4امضضرة ميجهيضضة لب اليضضة ج بييضضت اليظريضضة  G لضضجك  

 )ضرب( م  امره  ال  ي ز الجزئية .
 تكضضضضضضضضز   Gن  ضضضضضضضض      ز امضضضضضضضضرة مزئيضضضضضضضة مضضضضضضضض   دوارة Gوبصضضضضضضضزرة ضضضضضضضضض يية لذا ك نضضضضضضضت  

ي ضضع عيهضض  كح صضضل شضضع م   ضضر )ضضضرب( مضض  امضضر  ضض ي ز الجزئيضضة كضضل واحضض ة  Gدوارة ج ولأ  
يمكض  الج  ضع عيهض   Gميه  هي دوارة ج ففي هذا ال يض   ضزف نضرن     ز امضرة ميجهيضة لب اليضة 

كح صضل شضضع م   ضضر )ضضضرب( مض  عضض د ميجضضهي مضض  امضر مزئيضضة دوارة ج  ل حضض  عضض  ا ك ف ضض   
  زف نرمز ل    ية ال ي ئية  لضرب .

  23.4مفترضة 
abلضضضضضضجك    �بحيضضضضضض      Gعيصضضضضضضرا  مضضضضضض  رتضضضضضضب ميجهيضضضضضضة ل زمضضضضضضرة  , �ao  و� �bo   همضضضضضض

baabمك  ج    وليج   و  �فإ     � � � � �boaoabo .  . 
 البره ن

�لضضيك   � mao �و    � nbo ة ا جزلضض  Gهضضي الزمضضرة الجزئيضضة مضض   abH �!ولضضجك    
�لأ   abبضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضض  � ebaab nmmnmn �نحصضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضل ع ضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضى        � � � mnaboHo الآ    

� � Hbbaab mmmm eamلأ     � �ج بمضضضضضضضضضضضضضض        � 1,  nm  و� � nbo يكضضضضضضضضضضضضضضز  لضضضضضضضضضضضضضض يي    
� � � � nbobo m �الآ      � � � � �HonHoboHb mm �وبضضضضضضضضضضضضضضيف  ال ريسضضضضضضضضضضضضضضة  ��� �Hom 
�وهكذا يكز   �Homn  ًفإذا� � � �abomnHo  وهذا هز بره   ا فترضة .   

 )الأس للزمرة( 24.4تعريف 
الأس  Kفضضضإ   Gلج يضضضع عي صضضضر هضضضز  ع ضضضى  ضضضزة  Kامضضضرة ميجهيضضضة لذا كضضض    Gلضضضجك   
�بحيضضض      �Ga ز    لذا ومضضض   Gل زمضضضرة  � kao لضضضه رت ضضضة  Gولا يزمضضض  عيصضضضر  خضضضر في   

 . Gي  ى ُ س  Kإ  ف K ع ى م  
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 . Gيس   ُ س الزمرة  Gالرت ة لأز عيصر في امرة ميجهية لب الية    25.4مفترضة 
�بحيضضض      �Ga ز  نضضضه يزمضضض   Gُ س الزمضضضرة  Kلضضضجك  البرهااا ن    � kao ولكضضضل عيصضضضر   

� � � � GbKaobo � d �بحي      �Gbافرض ل   ل ومزد عيصر  , � Kbo  هضذا يضيدز
�الصضضضضحيحة ا زم ضضضضة بحيضضضض     لضضضض  ا الأعضضضض اد  Pللى ومضضضضزد عضضضض داً  وليضضضض ً  �tbopt ولضضضضجك   /

� �aopt  هضضضضضضضضضضضضذا ي ضضضضضضضضضضضض   نيضضضضضضضضضضضض  يمكييضضضضضضضضضضضض     نكجضضضضضضضضضضضضب� � � � qpboSpao DD بحيضضضضضضضضضضضض      ,  
� � � � 1,,1,   spqp  و� � sao o �ت  ي  23.4مفترضة    � � �aospspbao oo  ! ED  وهضذا
spkخلاف الفرض     E   هز  س الزمرةG .  فإذاً ا فترض بره 

 10مث ل 
 3S  3لي ضضضت لب اليضضضضة ج  ع ضضضى رت ضضضضة لأ  عيصضضضر فيS  3 ز    ُ س  3هضضضضزS  ج  3هضضضضز

�و    2م  الرت ة  3Sعيصر م   (12)ع ى  ية ح ل  � 312o . 
 هذا ي ين    ا فترضة  علاه لا تصح في ح لة الزمر غع الإب الية .

 )النظرية الأس سية للزمر الإبدالية المنتهية( 26.4نظرية 
ضضضضضضضضضرب م   ضضضضضضضضر هضضضضضضضضي ع ضضضضضضضض رة عضضضضضضضض   nمضضضضضضضض  الرت ضضضضضضضضة  Gكضضضضضضضل امضضضضضضضضرة لب اليضضضضضضضضة ميجهيضضضضضضضضة  

tGGGG uuu ...21   حيضضضiG  امضضضرة مزئيضضضة دوارة مضضض  الرت ضضضةin      بحيضضضii nn وال ضضض د  �1/
tnnnnيحضض د بشضضكل وحيضض  و يضضض ً  inالصضضحيح  �)لاحضضع عيضض م    21... � 1!Go  فضضإ  كضضلiG 
�يكز  له   � 1!iGo. ) 

 البره ن
�نعه  اليجي ة بزا  ة الا جيج ج ع ى  �Go    لذا ك� � 1 Go  فضإ  اليجي ضة مجحسسضة

 بشكل واضح .
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�نفضرض     � 1! nGo لكضل الزمضر الج  ي يضة والضو تكضز  رت جهض    ضل مضض   و   اليجي ضة مجحسسضة
� �Go . 

ولضضضضضضضجك   1nمضضضضضضض  الرت ضضضضضضضة  Gهضضضضضضضز عيصضضضضضضضر في  1g و Gهضضضضضضضز ُ س الزمضضضضضضضرة  1nلضضضضضضضجك  
!� 11 gG    1لذا كضضضضضضضضضضضضضGG 1GGنف ضضضضضضضضضضضضضه  هضضضضضضضضضضضضضي دوراة ج لضضضضضضضضضضضضضجك   Gفضضضضضضضضضضضضضإ     z   فضضضضضضضضضضضضضإ

� � nGGo �� tHHHGG بزا  ة ا جيج ج الفروض 1/1 uuu .../ 321 
GGG/1هي امرة مزئية دوارة م   iHحي  كل م    بحي     : in!1م  الرت ة   

 1,...,3,2/1 � �� tnn iii  

 و   :
� � nnnGo

n
n

i
...32   (1) 

GHH/1الآ  كضضل  ii iiاخضضضتر  1Gتحضضضزز  Gفي  iHلضضض  ا الزمضضضر الجزئيضضضة    Hh بحيضضض      �
1Ghh ii mini فإ  iHهز مزل    

i
ni
i

ni
i ghgGhGeh 1111  !�� ��   

11بحيضضضضضضضضض      imلضضضضضضضضض  ا السضضضضضضضضضي   nmi dd   لضضضضضضضضضجك� �12nmi  D   فضضضضضضضضضإiiim ED   لضضضضضضضضض  ا
1,1 t iiin EGD  1ل  اtiG و� � 1,  ii GE . 

�الآ   � � � iii
igongo GGD D �وبمضضضضضضض      111  �  � 1,  ii EG  ج� � � �iii gogo DED

11 ع ضضضضضضضى  ز   
iinح ل 

i gh i ED
�فإذاً   1 � i

ni
iho G  : م   حية  خرن 

� � � � � � � � � � � � � � iii
ni
ii

i

ini
iiiii nnhoho

n
ho

hohonhoho G  � o�  (2) 

�لأ   � 1nho i  الأس ل زمضضضضضضضضضضضرةG  وiin GD 1  نحصضضضضضضضضضضضضل ع ضضضضضضضضضضضضىiiii n JDG  و iiii nn GD � 
iininiفإ   1tiGل  ا 

i gh EG
1  . 

�ام ل  �1ghg ii 3,2,...,1لكل    � ti :    نرن 
 � � eghghgGg iinini

i
ni
iii     � EG

1,  
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�هذا يج ل  � ii ngo   . 
tgggH �!�!�!عرف  �بحيض      Gهي امرة مزئيضة مض   Hج  32... � tnnnHo ...32 

GGGf/1لجك  س o   ال  ي ي ج لأ هز هزمزمزرفيزم 
 � � 13232 /...... GGHHHgggHf tt  uuu! �uu!�u!�  

�و يض ً  � � � 11 /GHGHf  نحصل ع ى  
 !�!�!�   tgggHGHGG ...2111  

� الحسيسة    � � � � � � �tt gogogonnnnGo ...... 2121     
 tgggG�u!�uu!�! ت  ي ...11 
�و يض ً  � � � iii ngogo iiبحي      �!   nn  افرض    : �1/

tHHHG uuu ...21  (3) 
 421 ... KKK uuu  (4) 

بشضضضضضضضضكل ح صضضضضضضضضل ضضضضضضضضضرب م   ضضضضضضضضر لزمضضضضضضضضر مزئيضضضضضضضضة دوريضضضضضضضضة بحيضضضضضضضض      Gهمضضضضضضضض  ت  ضضضضضضضضعا  عضضضضضضضض  
� � � � iijj nHomKotij  ولض : 2,1,...,2,1,4,...,,,    

 jjii mmujnnti /,1,/,1 11 �� �d�d  

iitت  ضضضضضي  (3)فضضضضضإ   �Ggافضضضضضرض     Hhhhhg �لأ   21..., � � � � iii nHoho /1و    nni 
ehniنحصضضضضضضل ع ضضضضضضى  ehhhgن ضضضضضضجيج      1  nt

t
nnn   ...2
2

1
1

�وهكضضضضضضذا 1 � 1ngo d  لكضضضضضضلGg� 
هضضز ُ س  1nفضضإذاً  1nتحضضزز عيصضضر مضض  الرت ضضة  1Hج  1nهضضي امضضرة دوارة مضض  الرت ضضة  1Hو يضضض ً 
11فضضضضضضضضضإذاً  Gهضضضضضضضضضز ُ س لضضضضضضضضضض  2mوبضضضضضضضضضيف  ال ريسضضضضضضضضضة  Gل زمضضضضضضضضضرة  mn افضضضضضضضضضترض  نيضضضضضضضضض  برهي ضضضضضضضضض       

112211 ,,..., mnmnmn ii ii ضضضضضضضضزف نضضضضضضضضعه      iلضضضضضضضض  ا  ��    mn افضضضضضضضضرض    مضضضضضضضض لاً   
ii mn z   ولضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضجك  م رفضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضة لضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضجكii mn ^عضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضرف  ! `GxxK mi لأ   ز   �

� � GyxGxyyx
mimimi �� �� ج افضضضرض     Gهضضضي امضضضرة مزئيضضضة مضضض   Kنحصضضضل ع ضضضى     1,,
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tKلأز  ,...,2,1  !� KK aH  2,1...,,4ولكضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضل,  !� jbK ij  لأ  لأز
� � ijmmKoeb ijj

mi
j t  ,,  فيكز !�uu!�u!� �

mi
i

mimi bbbK 121 ... 
 وهكذا :

� � � � jjj
i

i

ii
mbo

m
m

m
m

m
m

Ko �  � ,... 121  (5) 

 taaG�uu!�!و يض ً   ( ل يي  :3)م   1...
 !�uu!�u!� mi

t
mimi aaaK ...21  

� الآ  � � � t
nm

n
ao K

ki

kmi
k ,...,2,1

,
 �  

 ن جيج     :
� � � � � � � � � � � �ti

t

ii

i

ii

i

ii nm
n

nm
n

nm
n

nm
n

nm
n

ko
,

...
,,

...
,, 1

1

2

2

1

1

�

�  (6) 

jiالآ   mm  وjj nm ijلكل     بزا  ة فرضي  وهكذا : �

 � � � � i
m

m

mm

m

nm
n

j
i

j

ji

j

ji

i ��  
,,

 

 نحصل ع ى : (6)و  (5)فإذاً م  

� � � �ti

t

ii

i

nm
n

nm
n

,
...

,
1  (7) 

iiع ضضضى  ز حضضض ل  nm �ت  ضضضي   � � 1
,

!
ii

i

nm
n   لا يمكضضض     تجحسضضض  هضضضذه  (7)بمضضض     ييضضضج  مضضض

iiت  ضضضضي  nm iiiوهكضضضضضذا بزا ضضضض ة الا ضضضضضجيج ج    nm utفضضضضضإذاً   � mmmnnnn ...... 2121    
utوهكذا يجب    نحصل  يض ً ع ى      وهذا هز تم م العه   .  
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 27.4نتيجة 
يمكضض  الج  ضضع عيهضض  كح صضضل ضضضرب داخ ضضي م   ضضر مضض  امضضر  Gلب اليضضة  pكضضل امضضرة  

rGGGGدوارة  uuu ...21      بحيضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضضض� � mi
i pGo   ri ,...,2,1 �  

2,1,...,1,1و  �t� � jij mmr  ً و يضmiP .  تح د بشكل وحي 
 البره ن

 بزا  ة اليظرية ال  بسة يمك  الج  ع :
rGGGG ...21 uu  (1) 

11و    inهي امرة مزئية دوارة م  الرت ضة  iGبحي      �d�� rnn jjj   لأG  هضي امضرةp 
�يكضز  لض يي   pهي امرة  iGفإ   ز  � mpGo �لض  ا    � i

mi
ii pGon jiلأ     � nn 1� 

ijنحصل ع ى  mm d�1  1لكل�d rj : لذا ك نت 
SHHHG uuu ...21  (2) 

�لزمضضر مزئيضضة دوارة بحيضض      Gهضضز تركيضضب  خضضر لضضض  � SipHo ui و     � 2,1,...,
11 �d�t � sjuu jj     نضضضضضضضضرن� � � � 11 �d�� siHoHo jj  ويكضضضضضضضضز  بزا ضضضضضضضض ة

Srاليظرية ال  بسة  �و    � � � � riGoHo ii  وهذا تحسي  ل يجي ة .  � 2,1,...,
لب اليضضضة ميجهيضضضة ك ضضض  ر ييضضض  في اليجي ضضضة ال ضضض بسة يمكضضض  الج  ضضضع  pامضضضرة  Gلضضضجك     1ملاحظاااة 

GrGGG uuu ...21  صضضل ضضضضرب داخ ضضضي م   ضضضر مضضض  امضضضر كح p  مزئيضضضة دوارةiG   مضضض
nrnnالأع اد  nipالرت ة  ppp ,, لضجك   Gوت  ى ثزابضت  Gمجح ة بشكل وحي  بزا  ة  21
G c     هضي امضضرة ميجهيضة لب اليضضة  خضرن ج مضض  الزاضضحGG c#  ًفضضإذاGG ,c   يجضب    يكضضز  لهضض

Gنفضض  عضض د ال زابضضت ج و ل كضض  لذا ك نضضت  c  لهضض  نفضض  عضض د ال زابضضت م ضضلG  فإنضضه بزا ضض ة
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rGGGGصضضضل ع ضضضى ت ريضضا ال زابضضضت نح cuucuc c iGبحيضضض      21... c  هضضضي امضضضرة دوارة مضضض  الرت ضضضة
nip  لأ   ز امضضضرتين دوارتضضضين مضضض  نضضضا الرت ضضضة همضضض   يزومزرفيجضضض   نحصضضضل ع ضضضىii GG c|  ًهضضضذا لذا

GGي  ضضضي     c# يج   ميجهيجضضض   همضضض  ليزومزرفيجضضض   لذا وفسضضضط لذا كضضض   له ضضض  فضضضإذاً امضضضرا  لبضضض ال
فضضإ  او زعضضة  3pمضض  الرت ضضة  Gنفضض  و زعضضة ال زابضضت ج وهكضضذا ع ضضى  ضض يل ا  ضض ل لذا ك نضضت 

^هضضي  Gا  كيضضة مضض  ال زابضضت لضضض  ` ^ ` ^ `223 ,,,,, pppppp ه يزمضض  مضضع الجشضض كل فسضضط ييضضج   نضض
فضإ  او زعضة ا  كيضة  3pهضي  G. مرة ثانيضة لذا ك نضت رت ضة  3pثلاث امر ت  ي ية م  الرت ة 

^هضي  Gم  ال زابت لض  ` ^ `22 ,, ppp 2 ليزومزرفيضة مض  الرت ضة فضإذاً عض د الزمضر ال ضعp    همض  اثيض
. 

�افضضرض  ز امضضرة لب اليضضة ميجهيضضة نحضض  ن  ضض     :    2ملاحظااة  � � � � �tpSpSpSG uuu ...21 
�( لأ  كل 10.4)نظرية  �ipS  هي امرة� � ii ppS يمك  الج  ع عيه  كح صضل ضضرب م   ضر  ,

نف ه  يمك  الج  ع عيه  كح صل ضرب ميجهي مض  امضر  Gدوارة ييج      ipمر ميجهي في ا 
دوارة م   زن فردية . ك   في اليجي ة ال  بسة يمك  ملاحظة    رت ضة هضذه الزمضر الض وارة تحض د 

ذه السضزن يمكض  تح يض ه  مضرة  خضرن ك   زعضة نف ضه  وو زعضة هض Gبشكل وحي ة بزا ض ة 
ج مضرة  خضرن فضإ  امضرا  لبض اليج   ميجهيجض   همض   يزومزرفيجض   لذا وفسضط لذا كض    Gم  ثزابضت 

 له   نف  و زعة ال زابت .
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 تم رين محلولة
 

 1تمرين 
Gbaامضضضضضضضضرة لب اليضضضضضضضضة ولضضضضضضضضيك   Gلضضضضضضضضجك   mnعيصضضضضضضضضرا  مضضضضضضضض  الرت ضضضضضضضضة  ,�  بح ضضضضضضضضب  ,

�بحيضضض      Gييج ضضضي ل   cالترتيضضضب ج بضضضين  نضضضه يزمضضض  عيصضضضر � kco  لي ضضض ة لضضضض  LCMهضضضز   
mn , . 

 الحل
�    ولاً افضضضضضضضضضضضضضضضضرض  � 1,  nm   فضضضضضضضضضضضضضضضضضإmnk abcضضضضضضضضضضضضضضضضضضع    مضضضضضضضضضضضضضضضضض  الزاضضضضضضضضضضضضضضضضضضح      
� � � � � �coebac

mnnmmn �لضجك   mnهز ميجهي وهز  ص ر م   و ي ض وز      � tco فضإ   
 tnmtnebbaebabace mtmtmtttttk /�� o  � �  ��  

�لأ   � 1,  nm       وبضضيف  ال ريسضضة يمكضض  لث ضضtm �و يضضض ً لأ   / � 1,  nm  نحصضضل ع ضضى
tmn tmn ز     / d  ًفإذا� � mnco   . 

�الآ  افضضرض     � 1, !nm  يمكضض     ل ضضلu
upppm DDD ...2

2
1

uو   1
upppn EEE ...2

2
1

حيضض    1
   ip  هضضضضضضي  عضضضضضض اد  وليضضضضضضة  ج فضضضضضضة وii ED هضضضضضضي  عضضضضضض اد صضضضضضضحيحة غضضضضضضع  ضضضضضض ل ة بحيضضضضضض      ,
tiii dd�t 1ED  وujtjj dd��� 1ED  خضضضضضضضضضضضضضضذut

ut
t

t pppppk EEDDD ...... 1
1

2
2

1
1

�
ضضضضضضضضضضضضضضضع   �

k
k

i
i ppag

DD ...1
1

�
tو   �

tpppbh
EEE ...2

2
1

�ف ضضضضضضضضضضذل    1 � t
tpppgo DDD ...21

�و   21 � u
ut ppho t EE ...1

1
�

�  
�م  الزاضح     �go  و� �ho  هي مج      وليضة فضإذاً وبزا ض ة الح لضة الأولىghc لهض  رت ضة   

uت  وز 
utt ppppp tt EEDDD ...... 121

121
�

� ز     � � kco   . 

 2تمرين 
�فإ   �Gaفإذاً لكل  Gهز ُ س ل زمرة الإب الية  nلذا ك    �ao    يسn . 
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 الحل
�لضضضيك   � mao <فضضضإ   nلا يس ضضض   mلذا كضضض      @nmLCM mnلكضضضل مضضض    1 هضضضز  ,

بحيضضضضضضضض      �Gcبزا ضضضضضضضض ة الج ضضضضضضضضري   عضضضضضضضضلاه فإنضضضضضضضضه يزمضضضضضضضض  عيصضضضضضضضضر  n لضضضضضضضضض ط  كضضضضضضضضع مضضضضضضضض  
� � > @ nnmco  وهذا خلاف ت ريا الُأس . 1 !

 . 25.4هذا ي  ي بره    خر ل  فترضة ملاحظة   

 3تمرين 
exnامرة لب الية وميجهية والو فيه  ع د ح زل ا   دلضة  Gلجك    nع ضى الأك ضر   

 امرة دائرية . Gلكل ع د صحيح مزمب ج بره     

 الحل
لأ  لكضضضضضضضضضضضل  Gهضضضضضضضضضضضز ُ س الزمضضضضضضضضضضضرة  1nولضضضضضضضضضضضيك   mهضضضضضضضضضضضي  Gلضضضضضضضضضضضجك  رت ضضضضضضضضضضضة الزمضضضضضضضضضضضرة 

� � Gaeanao n � ,, 1
exnفضضضضضإذاً  �Gaلكضضضضضل  1 1nmمضضضضض  الح ضضضضضزل فضضضضضإذاً  mلهضضضضض   �1  d   لأ

exn بحيض      �Gbفإنضه يزمض  عيصضر  1nهضز  Gم  الح زل ج بم     ُ س الزمضرة  1nله   1 
� � 1nbo � ولكضضضضضضضضضضضضضضضضض    � � � mnmnGobo d�� 1nmفضضضضضضضضضضضضضضضضضإذاً  1 � ز       � � �Gombo    

 . bامرة دوارة مجزل ة بض  Gن جيج     
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 مس ئل 
 
 . n وم  ثزابت امرة دائرية م  الرت ة  .1

tلذا ك   إرش :   
tpppn DDD ...2

2
1

iGGGGفضإ   nامرة دائرية م  الرت ضة  Gو   1 uuu ...21 
iم  الرت ة  Gهي امرة مزئية دائرية م   iGحي  

ip
D . 

امضرة لب اليضة  Gزمر الإب الية ا يجهية بعه   م  ي ي لذا ك نت ا جخ م اليظرية الأ   ية ل  .2
  nفلا يزم  له  امر مزئية ف  ية  زن شيع ال ي صر م  الرت ة  nميجهية م  الُأس 

ين همضض  ليزومزرفيجضض   لذا وفسضضط لذا اعضط تف صضضيل العهضض   لحسيسضضة    امضضرتين لبض اليجين ميجهيجضض .3
 له   نف  و زعة ال زابت .

ppامضضرة لب اليضضة لهضض  ال زابضضت  .4  pعضض د  وليضض ً . مضض  عضض د الزمضضر الجزئيضضة مضض  الرت ضضة  pحيضض   ,
 ( .1�pتحزز )مزاب 

مزمضضزدة )مضضزاب :  nمضض  عضض د الزمضضر الإب اليضضة ال ضضع ليزومزرفيضضة مضض  الرت ضضة  n 20ل  ضض د  .5
 اثي  ( .

,3مضضض  الرت ضضضة  Gالزمضضضرة الإب اليضضضة  .6 pp  2عضضض د  وليضضض ً لهضضض  ال زابضضضت, pp   حضضض د شيضضضع امرهضضض
 . pية م  الرت ة الجزئ

الإب اليضضة ال ضضع  pبضضره     عضض د الزمضضر  pولأز عضض د  و   nلأز عضض د صضضحيح مزمضضب  .7
 . nي  وز ع د الج زئة ل   د  2pليزومزرفية م  الرت ة 
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5 
 الزمر القابلة للحل ونظرية جوردان هولدر

Solvable Groups and Jordan-Holder Theorem 
 
 مولدات زمر جزئية والزمر الجزئية المشتقة -1

ساااابقاق نا اااوا مولاااوز مولاااد الزمااار الدا رياااة ن سااااوو هواااا  ن ن ااا  نوااا  ا ولاااوز لزمااار  
 اختيارية .

 5-1تعريف 
 نهااااا مولااااد  Gفي  Hن يقاااااو للزماااار ا ز يااااة  Gموعااااة جز يااااة ماااا  الزماااار مج Sلاااات   

 ن إذا كانت تحقق ال روط الآتية : Sبالمجموعة 
1- HS � 
KSبحيث  Gية زمرة جز ية م    Kإذا كانت  -2 KHفإن  � � . 

�!بالرمز  Sنرمز للزمرة ا ز ية ا ولدة بالمجموعة   S . 

 ملاحظة 
ن هاااال اللا لاااة  ااا   Sوالاااو تحاااو   Gز ياااة في هاااا عا لاااة زيااال الزمااار ا  Fافااار   

GSخالية ن لأن  ن ما  الواحا   Fتقااعل زيال عوا ار  1Hن لات    �FGن عليه فاإن  �
KHفاإن  Sتحاو   G ياة زمارة جز ياة ما   K نه إذا كانات  1HSن إحاافة إ  ذلا   �1 � 

KSلأن  FKل ااال  � ن علياااه بةاااورة  Sمولااادة بالمجموعاااة  Gة في زمااارة جز يااا 1Hن إذن  �
تقااعل زيال  Hإذا كانات  Sمولدة بالمجموعاة  Gفي  Hبديلة يم ووا القوو  ن الزمرة ا ز ية 

   . Sوالو تحو   Gزمر ا ز ية في ال
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 Gن فإناااااه مااااا  اوتمااااال  ن ت اااااون  Gمجموعاااااة جز ياااااة في الزمااااارة  Sالآن إذا كانااااات  
. علا   Gتسام  مجموعاة مولادال الزمارة  Sن عود اا  Sنوسلا ها الزمرة ا ز ياة الاواردة في 

^زمرة دا رياة ن فاإن  aG �!سبيل ا ثاو إذا كانت  `aS  Sوهواا  Gهاا مجوعاة مولادال   
 مجموعة  حادية .

 5-2نظرية 
�!ن فااإن الزماارة ا ز يااة  G يااة مجموعااة جز يااة  اا  خاليااة في الزماارة  Sإذا كاناات   S 

naaaا اال ال اارن ا وتليااة بالةااي ة هااا مجموعااة زياال حو  Gفي  Sا ولاادة بالمجموعااة  ...21 
Sanحيث ي ون إما  Sa و  � ��1 . 

 البرهان
naaaمجموعاة زيال حوا ال ال ارن ا وتلياة بالةاي ة  Hلت      و  1naبحياث  21...

1�
na   يوتمااااااااااااا إS  حيااااااااااااثn   عاااااااااااادد  ااااااااااااحي  موجاااااااااااا  . اعتاااااااااااا   naaax ن   21...
mbbby mnن فاإن  Hعوةران في   21... bbbaaaxy ...... عباارة عا  حا ال حارن عادد   2121

ba ر موته في اللوا ن إحاافة  �Hxyن بالتاا   Sبحيث إما اللامل  و مل وساه يوتماا إ   ,
1إ  ذل  

1
1

2
1
1

11 ... ���
�

��  aaaax nn      1. اعت�
ia . 

�1 و  iaبمااا  ن 
ia   يوتميااان إS  و� �1� nn aa  1نجااد  نااه إمااا�

na  و � � 11 ��
na  تقاال

Hxإذن  Sفي  HSن ما  الواحا   ن  Gزمارة جز ياة ما   Hن هاا يثبت  ن  ��1 اعتا   �
Saفااااااإن كاااااال  Sتحااااااو   Gماااااا   K ن زماااااارة جز يااااااة   ن وبالتااااااا   �Kaي ااااااون  ي اااااااق  �

Ka naaaxكااااااان ن عليااااااه إذا   ��1 Sanن حيااااااث  Hفي  عوةااااااراق   21... Sa و  � ن  ��1
kaiلأن  �Kxفاااإن  KHن إذن  Kل ااال  �  Gزمااارة جز ياااة مااا   Hوهااااا يااا ه   ن  �

 . Sمولدة بالمجموعة 
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 1مثال 
nSfن بماا  ن كال  rSمجموعة زيال ا وااا ل في زمارة التواا رال  Aلت     هاا  �

 . nSتولد  A ن سةل عل   Aلتا  عوا ر في حا ل حرن مواا ل وبا

 2مثال 
 ^1̀ S  ها مولدة للزمرة ا ميلة للأعداد الةحيحةS . 

 3مثال 
� اعت  � � � � � � � � �^ `132,123,23,13,12,3 IS   

�افااااااار   �12 a  ن� �123 b  ن فاااااااإن� �1322  b  نIb �ن  3  �13 ba  ن� �23 ab  ن إذن
^يم اا  التلباا  عوااه ك اارن للوا اار المجموعااة  3Sنجااد  ن كاال عوةاار في  `baA  Aبالتااا    ,

 . 3Sتولد 

 4مثال 
^لاااات     `KjnG rrrr ,,,1  الزماااارة ال واتريويااااة ن و^ `jiA هااااا  H. افاااار    ,

HKijن  �Hjن  �Hiفااااااإن  Aا ولاااااادة بالمجموعااااااة  Gالزماااااارة ا ز يااااااة ماااااا   كاااااااال     �
Hii � � Hjjن  3 � � HKKن  3 � � Hiن  3 � � Hiن  21 ن هاا يا ه   41 �
GHبالتا   Gتحو  زيل عوا ر  1H ن   . Gتولد  Aو ن   

 5-3تعريف 
abلي     abا باادو لللوةاري   G   عوةري  في الزمرة  , abbaهاو اللوةار  , 11 �� 

Gيرمااز  ااا بالرمااز  Gزماارة ا بااادلل للزماارة  c   وهااا الزماارة ا ز يااة مااG  ا ولاادة ماا  مجموعااة
 . Gزيل  مبادلل الزمرة 

 م   ي اق الزمرة ا ز ية ا  تقة الأو  ن  و ببساعة الزمرة ا ز ية ا  تقة .زمرة ا بادلل تس
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 5-4نظرية 
Gزمرة و  Gلت     c : الزمرة ا ز ية  بادلتها ن فإن 

1- G c   زمرة جز ية عادية مG . 
HGفاااإن  Gمااا   Hلأ  زمااارة جز ياااة عادياااة  -2  Hإذن وفقاااذ إذن كانااات   بيلياااةزمااارة  /

Gتحو   c . 

 البرهان
Gbaلاااي    -1 �ن بماااا  ن  ,� � baababba 11111 ����� هاااو  ي ااااق مباااادو ن نجاااد  ن كااال   

Gعوةر في  c . هو حا ل حرن عدد موته م  ا بادلل 

 5-3نظرية 
tgggxفاااإن  �Gxاعتااا    tiمباااادو ل ااال  igحياااث  �21... ن علياااه فاااإن   2,1,...,

iiiii babag 11 Gbaلبلض   �� ii  . �Gaن الآن لأ   ,�
 � �� � � �agaagaagaaxa t

1
2

1
1

11 ... ����   
ababaaaga إحافة إ  ذل  iniii

1111 ����   
           � � � � � �� �abaaaaabaaaa iiii

111111 ������  
           cddc 11 ��  

aaacabad حيث ii
11 , ��    

agaهاا يبين لوا  ن   i
xaaهو  ي ااق مباادو ن إذاق  �1 هاو حا ال حارن مباادلل  �1

Gxaaو حس  التلريف  c��1 . ن هاا يثبت الوتيجة 
Gbaاعت   ن    -2 HGن افر   ,�  هاا يؤد  إ   ن :  بيلية /

 � �� � � �� �HaHbHbHa   
 � � � � HabbaabbabaHabH � �  ��� 111  

abbaتحااو  كاال ا بااادلل  Hعليااه فااإن  11 Gبالتااا  وبمااا  ن  �� c   يتولااد ماا  زياال ا بااادللن
HGفإن  �c . 
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HGبالل   افر   �c  فإنGabba c���  هاا يلطيوا : 11
 baHabHHabba  ���� 11  
          � �� � � �� �aHbHbHaH  �  

HGوالااا  ققااق  ن   �ن بأخااا   بيليااةزماارة  / �eH الزماارة  5-5سةاال علاا  نتيجااة   
G  إبدالية إذا وفقذ إذا كان� �eG  c . 
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 مسائل
 
�بره   ن في  -1 � nSnd3  دورال تولد  �3مجموعة كلnA . 

�هو حا ل حرن عادد زوجاا ما  ا وااا ل لأ  موااالتين  Aكل عوةر في إرشاد :  �ij  و
� �kl  فيnS لديوا jk � عودما  �� � � �ijlklij   

jikjil وعودما ,,, zz 
� فإن �� � � �� �� �� � � �� �@kljijkkljkjkijklij    

�دورال بالةي ة  �3في السؤاو السابق استوتج  ن مجموعة زيل الا  -2 �ij ولد تnA . 
�بالةي ة  �3هو حا ل حرن دورال  �3بين  ن    دورة إرشاد :  �> lij . 

abbaبااره   ن  ااورة مبااادو مااا  Gللزماارة  ~لأ  اناادومورفرز  -3 11 هااو  ي اااق  6تحاات  ��
 . Gها زمرة جز ية مميزة للزمرة  Gمبادو ن استوتج  ن 

  ثبت  ن : Gلأ  زمرة  -4
 ^ `2,...... 11

3
1

2
1

121 t� c ���� nGaaaaaaaaG inn  

3SGللزمرة  -5   ثبت  ن :  
 3AG  c  

c  1لأ  زمرة بسيطة     بدالية ن بره   ن :  -6 GG 
nnزمرة بسيطة    إبدالية و  nAإرشاد : ] AS �c] . 
 بره   ن : Gن جز يتان م  الزمرة زمرتا Kو  Hإذا كانت  -7

 KHKH c�c��  
 Gن بااين  ن كاال عوةاار في  mرتبتلااا  Gإذا كاناات الزماارة ا ز يااة للمبااادلل ماا  الزماارة  -8

 في ا رافقال . mله عل  الأكثر 
تحااو  علاا  الأكثاار  Gن بااره   ن  Gفي  n ااا دلياال يساااو   Z زماارة مركزهااا Gلاات    -9

2n. م  ا بادلل ا ختلوة 
11- N زمرة جز ية عادية م  الزمرةG  و^ `eN  �c       بره   ن� �GZN � 
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 السلسلة العادية ، الزمر القابلة للحل ونظرية جوردان هولدر  -2
 السلسلة العادية الجزئية 4.5تعريف

� زمر جز ية م يقاو  تتابلة  �eGGGGG  ��� 1210 
ن ف ال  Gزمرة جز ية عادية ما   1�iGإذا كانت  Gإنها سلسلة عادية جز ية في  Gفي الزمرة 

1...,2,1 � Oi  1. زماااااااااااار القساااااااااااامة/ �in GG للاماااااااااااال للسلساااااااااااالة ا ز يااااااااااااة تساااااااااااام  زماااااااااااار ا 
نوسالا ن عود اا يقاااو  Gزماارة جز ياة عادياة ماا   iGاللادياة ن إحاافة إ  ذلاا  إذا كانات كال 

 . Gع  السلسلة إنها سلسلة عادية م  

 ملاحظة 
^اللبااااارة   `OGGGN ,...,, يلااااا   اااااا  Gياااااة جز يااااة مااااا  الزمااااارة هاااااا سلسااااالة عاد  10
�ا تتابلااااااااة   ميااااااااال  iGزمااااااااارة جز ياااااااااة عادياااااااااة في  1�iGبحيااااااااث  ن  iGمااااااااا  زمااااااااار جز ياااااااااة  1�

1,...,1,0 � Oi . 

� 5.5تعريف �a )تحسين أو تنعيم( 
^لاااي     `OGGGN ,...,, سلسااالة عادياااة جز ياااة ن فاااإن    سلسااالة عادياااة جز ياااة   10

^ `PHHHM ,...,, MNإذا كانت  Nيقاو  نها تحسين لسلسلة   10 � . 

 )تحسين فعلي( 6.5( bتعريف )
MNن إذا كانااات  N نهاااا تحساااين فللاااا للسلسااالة  Mيقااااو للسلسااالة   ول ااا   �

MN z . 

   لاااا  ا ااااؤلوين يسااااتخدمون مةااااطل  سلساااالة عاديااااة باااادلق ماااا  سلساااالة عاديااااة ملاحظةةةةة : 
 . جز ية
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iGGماا  اوتماال  ن لاابلض   ii �في   �1, �ن عاادد اللوا اار في  1� الااو لتلااف عاا   1�
G  يسااام  عاااوو السلسااالة اللادياااة ا ز ياااة ن السلسااالة اللادياااة ا ز ياااة يقااااو عولاااا  نهاااا فا  اااة 

ii �1إذا كاااان  GG  2,1,0,...1لااابلض � Oi او  نهاااا  ااا  فا  اااة ن يم وواااا  ن و ااا  ذلااا  يقااا
iiحيوماااا  1�iGن اااون سلسااالة عادياااة جز ياااة  ااا  فا  اااة مااا  واحااادة فا  اااة بحاااا   GG  �1 

�ن عليه عودما ت اون السلسالة اللادياة ا ز ياة  iلبلض  ت اون  iG ا  فا  اة ن فاإن زيال  1�
 نوسه . Oمختلوة ن بالتا  ي ون عو ا يساو  

   7.5تعريف 
  نها اابلة للحل إذا كان  ا سلسلة عادية جز ية : Gيقاو ع  الزمرة  

 )(... 5210 eGGGGG  ����  

/1بحيااث كاال زماارة عاماال فيلااا   �ii GG  هااا زماارة إبيليااة وعود ااا يتبااين لوااا  ن السلساالة
 . Gالسابقة ها سلسلة اابلة للحل في 

 5مثال 
    زمرة  بيلية ت ون اابلة للحل . 

� �eG �وزمارة اللامال الوحيادة  Gها سلسلة عادية في  � �eG هاا زمارة  Gالأيزويورفياة مال  /
 إبدالية .

 6مثال 
�اعتااا  السلسااالة   �IAS �� 333زمااار اللامااال  اااا  اااا  33 /, ASA  علااا   2,3رتبتا اااا
 الترتي  .

 امااااال إباااااداليتان ن بماااااا  ن    زمااااارة رتبتلاااااا عااااادد  و  ت اااااون إبدالياااااة ن فاااااإن زمااااار  الل
 . لاابلة للح 3Sإذاق 
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 7مثال 
^اعت    `IVAS ���  ن حيث : 4Sسلسلة عادية جز ية م   444

 � � � � � � � � � �^ `32,41,31,43,21,4 IV   

44444 زمر اللامل ها /,/, ASVAV 
آبيليااة ن فااإن زياال زماار اللاماال  4ياا  ن بمااا  ن كاال زماارة رتبتلااا علاا  الترت 2,3,4رتبتلااا هااا 
 اابلة للحل . 4S بيلية ن إذاق 

 8.5نظرية 
 م  زمرة اابلة للحل ت ون اابلة للحل . H ية زمرة جز ية  
 البرهان

� لت   �eGGGGG n  ���� ...210  
 ندعا  ن : Gسلسلة اابلة للحل في 

 � � � �eGHGHGHHH n  ������� ...2010 …(1) 

 مثل : iGعادية في  1�iGاابلة للحل ن بما  ن  Hها سلسلة في  
 1,...,2,1,0 � ni  

11سةل عل   ن   �� � ini GHH  عادية فيii GHH �  . 
/1 عر  الراس  �o iii GGHf 

� بحيث � 1� ixGxf    iHVx� 
11ker هومومورمزز إحافة إ  ذل  fالراس   ��  �� ii GxGfx 

      1��� iGx  
      � �HxcHGHx ii ���� �1  

11ker يؤد  إ   ن هاا ��  � ii HGHf 
� الوظرية الأساسية لللومورمزز �iii HfHH {�1/ 
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� وحيث  ن �iHf 
/1زمرة جز ية م   �ii GG  1و/ �ii GG 

�زمرة  بيلية ن فإن  �iHf  1 ي اق ن بالتا  آبيلية/ �ii HH . آبيلية 
�هاا يثبت  ن   . لزمرة اابلة للح Hإذا  Hسلسلة اابلة للحل للزمرة  1�

 9.5نظرية 
HGن فااإن  Gحاال زماارة جز يااة عاديااة في زماارة اابلااة لل Hإذا كاناات   اابلااة للحاال  /
  ي اق .

 البرهان 
� لت   �eGGGGG n  ���� ...210 

 اعت  السلسلة : Gسلسلة اابلة للحل للزمرة 
 � �eHHGHHHHGHG

H
G

n  ���� /.../// 210   (1) 

1�iG  عادية فيiG  2,1,0,...,1ل ل � ni      اعتHGx i�6   
ghxفإن  HghGHxG عليه �iGg� Hhلبلض    ii 11 ��   

 HgGi 1�  kHHk  ( G فإن  k م    ( لأن لأ  زمرة جز ية

 HgGi 1�  HhH  (  (لأن

 ghHGgHG ii 11 ��    iii GGGg ,,( � 1�iG عادية في  (لأن
  HxGHghG ii 11 ��   

HGiهاا يثبت  ن   . HGiز ية عادية في زمرة ج  �1
 إذاق 

HHG
HHG

HGHG
i

i
ii /

/
/

1
1

�
�    

HGHGGf الآن عر  iii 1/ �o  
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� بحيث ي ون � ii GvxHxGxf � �1 
iiهااااو مومااااورمزز ن بمااااا  ن  fفي ااااون  HGHG HGyن إذا كااااان    i� ابااااة يم ووااااا كتhgy   
� فإن �iGgن  �Hhلبلض  �gfHgGHhgGGyG iii    ��� 111 

fGi... وماااااااااا  الواحاااااااااا   fهاااااااااااا يبااااااااااين  ن  ker1 وهاااااااااااا يسااااااااااتحد  هومومااااااااااوزمزز  ��
HGGGGf iiiHi 1// �o c  : بحيث� � iii GxHxGxGf �� c �� 11 

fالراساا   c  هاااا فااواا  ي اااق ن وماا    فااإنHGHG ii 1/ عبااارة عاا   ااورة هومومورفيااة للزماارة  �
/1الآبيليااة  �ii GG  فيجاا   ن ت ااون نوساالا آبيليااة ن وبالتااا  كاال عاماال زماارة للسلساالة اللاديااة
�ا ز ية  HGون آبيلية ن هاا يثبت  ن ت  1�  اابلة للحل . /

 10.5نظرية 

HGو  Hإذا كانات كال ما   Gزمرة جز ية عادياة ما  الزمارة  Hإذا كانت   هاا  /
 اابلة للحل  ي اق . Gاابلة للحل عليه فإن 

 البرهان
 فر   ن :ا

 � �eHGHGHGHGHG tti c ����  //.../// 11   (1) 

HGسلساالة اابلااة للحاال للزماارة  ن بمااا  ن  Hتحااو   Gهااا زماارة جز يااة ماا   iGن هوااا كاال  /
HGi HGiزمااارة جز ياااة عادياااة في �1/ ن إحاااافة إ  ذلااا   iGزمااارة عادياااة مااا   1�iGن كااال  /
� �eHGt c /  يؤد  إ   نHGt  ن الآن افر   ن :  

 � �eHHHHH u  ���� ...210 …(2) 

 ن فإن : Hفي  سلسلة اابلة للحل
 � �eHHHHGGGGG ut  ��������� � ...... 211210  

 زمرة اابلة للحل . Gن هاا ي ه   ن  Gها سلسلة اابلة للحل للزمرة 
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   11.5نتيجة 
KHاابلتين للحل ن فإن  ,HKإذا كانت الزمرتان   u . اابلة للحل 

KHGلاااات   البرهةةةةان :  u   فااااإنKHG اابلااااة للحاااال ن ي ااااون لاااااديوا  Kن بماااااا  ن  /#
HG  Gبقة فاإن اابلاة للحال ن فإناه وحسا  الوظرياة الساا Hاابلة للحال ن وحياث  عطيواا  /

 ت ون كال  اابلة للحل .

 10.5نظرية 
HHGن وكاان كال ما   Gزمرة جز ية عادية م  الزمرة Hإذا كانت  ن اااب  للحال /,

 ت ون اابلة للحل . Gفإن 

 12.5نتيجة 
 موتلية ت ون اابلة للحل . �P   زمرة  

�عااادد  و إ فاااإن  Pموتلياااة   �Pزمااارة  Gلااات   البرهةةةان :  � nPGo ن إذا   0tnلااابلض   
ن نسااااتخدز  1�nآبيليااااة ن وعليااااه فلااااا اابلااااة للحاااال ن لااااال  افاااار   Gن فااااإن  n 1كااااان 

nmبحيااث  mPن افاار   ن الوتيجااة متحققااة للزماارة الااو رتبتلااا  nالسااتوتاع علاا   ن الآن  �
� �GZ  مركااز الزماارةG   ل يساااو� �e   ن بالتااا> @ KPGZ هاااا يااؤد  إ   Kd1لاابلض  0,( 
� ن  �GZG knPزمرة رتبتلا  / nknحيث  � �� . 

�إذاق م  فرو  الستوتاع  �GZG �اابلاة للحال ن  ي ااق لأن  / �GZ  آبيلياة فلاا اابلاة للحال ن
�بأخا  �GZH  اابلة للحل . Gنجد م  الوظرية السابقة  ن   

لادلاة ن الآن ناورد مليااراق لقابلياة الزمارة م  البود السابق عرحوا مولوز الزمارة ا ز ياة ا  
 للحل اعتماداق عل  الزمر ا ز ية للمبادلل .
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 13.5تعريف 
�عر   nزمرة لأ  عدد  حي     سال   Gلت     �nG :  بالستوتاع وكالآ 

 GG  0  
 � � � �� �c � nn GG 1  

�الزماارة ا ز يااة  بااادلل  �nG  ن� �nG  للمبااادلل  و الزماارة ا ز يااة  الوونيااةتساام  الزماارة ا ز يااة
 . Gا  تقة الوونية م  

 حة الوظرية التالية .الآن نثبت  

 14.5نظرية 
�اابلة للحل إذا وفقذ إذا كانت  Gالزمرة   � � �eG n    nللدد  حي     سال    

 البرهان

 زمرة اابلة للحل وافر   ن : Gلت   
 � �eGGGGG n  ���� ...210  

� بلة للحل ن ن ه  بالستوتاع  نسلسلة اا �
K

K GG � 
�ن مااااا  الواحااااا   ن  Kل ااااال  �

0
0 GGG �ي اااااون  Kافااااار  لااااابلض     �

K
K GG ن هااااااا  �

� يلطيوا � � �> @ K
KK GGG c�

c
 �1 

/1بماااا  ن  �KK GG  1آبيلياااة ن لاااديوا�c � KK GG  ن بالتاااا   إ4.5 نظرياااة� �
1

1
�

� � K
K GG  ن إذاق

�مااااا  الساااااتوتاع ي اااااون  �
K

K GG nKل ااااال  � �بةاااااورة خا اااااة   2,1,0,..., �
n

n GG إذاق  �
� � � �eG n �لأن    �eGn   . 

�بالل   افر   ن  � � �eG n  ن فإن : nلبلض   
 � � � � � � � �eGGGGG n  ���� ...210  
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� بحيث  ن Gها سلسلة جز ية عادية م   � � � � � � �> @c � iiii GGGG // 1 
HHHآبيلياااة لأناااه لأياااة زمااارة  ,/ c  آبيلياااة دا مااااق ن إذاقG  اابلاااة للحااال ن وهااااا ي مااال إثباااال

 ية .الوظر 

 15.5نتيجة 
 nS  اابلة للحل عا ا كان   nd5 . 

�زماارة بساايطة  اا  إبداليااة ن عليااه  nAالبرهةةان :  �InA zc  ماا  جلااة  نيااةAn  زماارة بساايطة ن
�و  An ا ها  فإن الزمرة ا ز ية اللادية �I :  فقذ ن بالتا 

 � � � � AnnAnAAnAnnA  c cc � c 2  

�بةاااورة عاماااة  �
K

K AAn �ن علياااه  kل ااال عااادد  اااحي  موجااا     � � �eAn K z  ل ااالk  إذاق
An  . اابلة للحل    

nS اا  اابلااة للحاال  ي اااق عواادما  nSن فااإن  nSزماارة جز يااة ماا   Anولأن   d  لأن
 الزمرة ا ز ية لزمرة اابلة للحل ت ون اابلة للحل .

 العادية الأعظمية()الزمرة الجزئية  16.5تعريف 
GH نهااا زماارة جز يااة عاديااة  عظميااة إذا كااان  Gيقاااو لزماارة جز يااة عاديااة ماا    z  ول

GKHبحيث  Gفي  Kتوجد    زمرة جز ية عادية  �� . 
HGنلل   ن  ية زمرة جز ياة للزمارة  Gفي  Hاللادية  للزمرة ا ز ية  ت اون بالةاي ة  /

HK HKن كاااال   Hتحاااو   Gزمااارة جز ياااة في  Kحياااث  / HGعاااادة في  / إذا وفقاااذ  /
HKن  Gعاديااااااااااااة في  Kإذا كاناااااااااااات  HGزماااااااااااارة فلليااااااااااااة في  / إذا وفقااااااااااااذ إذا كاناااااااااااات  /

GKH GHإذا وفقاااااااذ إذا كاااااااان  Gزمااااااارة جز ياااااااة عادياااااااة  عظمياااااااة في  Hن علياااااااه �� z  
HGو  HGل تحو  زمر جز ية عادية فللية ن     ن  /  زمرة بسيطة . /
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 8مثال 
� !لااات     aG فاااإن  10لاااا زمااارة دا رياااة رتبت! � 2aH   هاااا زمااارة جز ياااة ماااG 

HGبحيااااث رتبااااة  HGن عليااااه  2تساااااو   /  زماااارة عاديااااة  عظميااااة ماااا   Hزماااارة بساااايطة و  /
G . 

 9مثال 
�زماارة بساايطة ن فااإن  Gإذا كاناات   �e   زماارة جز يااة عاديااة  عظميااة مااG  لأنG  ل

 تحو     زمرة جز ية عادية فللية .

 10مثال 
�في   � nSnAn  تلريااااف زماااارة جز يااااة عاديااااة  عظميااااة . نتاااااكر تلريااااف التحسااااين  ,2�

 إ ونليد  يا ته كالآ  :6.5

 17.5تعريف 
� لت   �eGGGG  ��� O...10 

 السلسلة اللادية ا ز ية  Gسلسلة عادية جز ية م  
 � �eHHHHG  ���� ...210   

 . jHتساو  واحدة م   iGتسم  تحسيواق للسلسلة الأو  إذا كان 

 18.5تعريف 
� لة اللادية ا ز ية    الوا  ةالسلس �eGGGGG t  ���� ...210 

/1إذا كااان كاال زماارة عامال  ااا  Gتساام  سلساالة تركياا  ما   Gللزمارة  �ii GG  زماارة بساايطة ن
 . iGة جز ية عادية  عظمية م  زمر  1�iG    ن 
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 11مثال 
� !لت     aG  ن فإن  24زمرة دا رية رتبتلا� � 24 ao : اعت  السلسلتين 

 � �eaaaaG �!��!��!��!� 1232 …(1) 
 � �eaaaaG ���!��!��!� 1263 …...(2) 

 ها : (1)ن زمر اللامل في  Gو ا سلسلتان عاديتان في  
 ��!��������� 26212612 /,/,/, aaaaaaa  

بماا  ن هااال الرتا   عااداد  ولياة ن فلااا زيلااق زماار  2 , 3 , 2 , 2ورتبتلاا هاا علاا  الترتيا  
 ها : (2)بسيطة ن وبا ثل زمر اللامل في 

 ����!��!�!��� 36312612 /,/,, aaaaaaa  
 . 3 , 2 , 2 , 2ورتبتلا عل  الترتي  ها 

و ااا سلساالتان  Gك  ااا سلساالة تركياا  في   (2)و  (1) خاارز زماار بساايطة ن عليااه هااال ماارة 
 ماااا نوااا  الرتباااة ن إحاااافة إ  ذلااا  نجاااد  ن    زمااارتين دا اااريتين  4 ماااا نوااا  الطاااوو ن    
 ت ونن  يزومورفيتان فإن :

 
,/,// 362632 !��#!�!�!���|t��� Kaaaaaaaa  

 !�#!�!�!�#���� 1212126126 ,// aaaaaa  
بحيااااث  (2)وزماااار اللاماااال في  (1)وجااااد توااااا ر  حاااااد  بااااين زماااار اللاماااال في وماااا    ي 

 ت ون زمر اللامل ا تماثلة  يزومورفية .

 12مثال 
4SGلت      اعت  سلسلتين عاديتين جز ين .  

 � �IVAS ��� 444   (1) ( 9 انظر مثاو  
 � �IAVAS ���� 444   (1) 

�حيث   �IVA /44 فلاا  ا   64زمارة رتبتلاا  4Vن بماا  ن  (1)زمارة عامال للسلسالة  #
 بسيطة  لأن    زمرة إبدالية بسيطة رتبتلا عدد  و إ .
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44444هاا  (2)زمار اللامال في   /,/,/, ASVAAVA   3 , 2 , 2رتبلاا علا  الترتيا , 

 . 4Sي  في سلسلة ترك (2)إذاق زيلاق بسيطة و  2
مااا  الآن فةااااعداق ا اااد  الر يساااا هاااو إثباااال  اااحة نظرياااة جاااوردان هولااادر ن ولبلاااو  هااااا 

 بلض ا واهي  ون ه  بلض الوتا ج .تدخل ا أرن 

 19.5تعريف 
 يقاو لسلسلتين عاديتين جز يتين : 

 � �eGGGGG s  ���� ...110    (1) 
 � �eGGGGG t  c��c�c�c ...210   (2) 

وعواماال  (1)إنهمااا مت افاتااان  و  يزومورفيتااان إذا وجااد تقاباال  حاااد  بااين عواماال  Gلزماارة مااا 
 بحيث ت ون زمر اللامل ا توا رة  يزومورفية . (2)

st اا  (2)و  (1)بماا  ن عاادد زماار اللاماال في   فااإذا كاناات السلساالتان مت ااافاتين في  ,
tsلريااف  اا   ن ي ااون  مااا نواا  اللاادد في زماار اللاماال ن بالتااا  الت  11. عليااه في مثاااو   

 فإن السلسلتين مت افاتين  و  يزومورفيتان .
 الق ية التالية م ا ة للوظرية الثانية للأيزومورفزز . 

 20.5قضية 
HKلاات     HkkHبحيااث  Gجااز يتين في زماارتين  , Kk ل اال   زماارة  HKفااإن  �

و  Kة في زماااااارة جز يااااااة عادياااااا KHnو ن  HKزماااااارة جز يااااااة عاديااااااة في  Hو  Gجز يااااااة في 

HnK
K

H
HK

# . 

 البرهان
HkkHبمااا  ن  Kk ل اال   KHHKي ااون لااديوا  � زماارة جز ياااة في  HKبالتااا    

G  إ اعت  39.2 نظريةHKx�  1فإنkhhkx HhhKkلبلض     ��  عود ا : ,11
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 � � xHHkhHhkkHHkHhkHx       11  

HKVxxHHx     ن �  

KHن ماا  اليساا  التحقااق ماا   ن  HKزماارة جز يااة عاديااة في  Hهاااا يبااين  ن   � 
KHKHHKن ما  الوظرياة الثانيااة للأيزوماورفزز  Kزمارة جز ياة عادياة ماا   �# هااا يثباات  //

 الوظرية .

 اهاوس(س)زا 21.5نظرية 
BCلاات    GBCزماارتين جااز يتين في  , ,, BCزماارتين جااز يتين عااادتين في  00 علاا   ,
� الترتي  ن فإن �

� �
� �
� �00

0

0

0

BCC
BCC

CBB
CBB

�
�

#
�
� 

لحااال التماثااال ن في الوااااال الطااار  الأيمااا  للأيزوماااورفزز    مااا  الطااار  الأيسااار ملاحظةةةة : 
BCبتبديل   ن هال الوظرية تسم   ي اق نظرية  بترف  إ . ,

 البرهان
,)(حاااال  00 CBBHCBk فااااإن  Bزماااارة جز يااااة عاديااااة في  0B بمااااا  ن  � �

bBbB 00 Bbل اال    BK ولأنبالأخاا   � kBkBفااإن  � 00 Kkمثاال     0Cكااال    �
بالتااااااااااااااااااااااااااااا  فااااااااااااااااااااااااااااإن  �CBعاديااااااااااااااااااااااااااااة في  �0CBيااااااااااااااااااااااااااااؤد  إ   ن  Cعاديااااااااااااااااااااااااااااة في 

� � � �kCBCBk 00 Kkل ل  � � � ن إذاق  � � � �> @000 CBkkCBBHK � �  
       � �> @ � �� �00000 CBkBCBkB �   
       � �> @ KkKHCCBBk n ��  00  

 فإناا  وه 

 
KH

K
H
HK

�
#    (1) 
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� الآن �� � � �CBBCBCBBHK n � � 000 
� لأن � � � CBCBCBCBCB n ��� �� 00 , 

GGgG في الواال لأ  زمرة   إ ن إحافة إ  ذل  :�Ggل ل   ,
 dybbyKyHyKHy   ��m��� ,, 0  

000لبلض  ,, BbCBbCBd n ���� 
 00

1
00 CnBnCBdbbdbb  � � � �  

CdCCCBb لأن ������ ,00
1 

� عليه فإن �� �000 CBBCbby ���  
� هاا يؤد  إ   ن �� �00 CBBCkH ���� 

CBBCCBCB بما  ن ������ 00 , 
� فإن �� � KCBCBBC n  ��� 00 

00 كال  BBC �� 
� يلطيوا �� � � � HCBBCBBC  ���� 0000 

� عليه حةلوا عل  �� � KHCBBC ���� 00 
� بالتا  �� �00 CBBCKH �� � 
� بوحل �� � � �CBBHKCBBCKH � �� � 000 , 
 سةل عل  (1)في 

� �
� � � �� �0000

0

CBBC
CB

CBB
CBB

n�
�

#
�
�    (2) 

BCبتبديل مواال   سةل عل  : ,
 � �

� �
� �

� �� �0000

0

BCCB
BC

BCC
BCC

nn

�
#

�
�    (3) 

CBBCو  �CB زمرة جز ية عادياة ما  �0CBباستخداز حقيقة  ن  ��� سةال علا  0
 � �� � � �� �CBBCBCCB �� �� 000 
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� إذاق  �� � � �� �0000 BCCB
BC

CBBC
CB

��
�

 
��

� 

� نستوتج  ن (3)و  (2)م   �
� �

� �
� �00

0

00

0

BCC
BCC

CBB
CBB

�
�

#
�
� 

 وهاا يثبت الوظرية .

 )نظرية شراير للتحسين( 22.5نظرية 
  ما تحسيوان مت افاان . G   سلسلتين عاديتين جز يتين في الزمرة  

 البرهان
 اعت  السلسلة اللادية ا ز ية : 

 � �eGGGGG s  ���� ...210     (1) 
 � �eHHHHG t  ���� ...210     (2) 

kjiGiبمااا  ن  Gللزماارة   ,,,,1 ikلأ  زماارة جز يااة عاديااة ماا   �" GH زماارة جز يااة  �1,
 سةل عل   ن : Hkعادية م  

 � �� �tjnHGGG iiiji ,...,2,1,0,15,...,2,1,01,  � � �   (3) 
 � � � �stkGHHH lkklk ,...,2,1,0,1,...,2,1,0,1,  � � � "   (4) 

 . G ا زمرتان جز يتان م   
,1 يااؤد  إ   ن jHزماارة جز يااة عبيليااة ماا   1�jHالآن   �jiG   زماارة جز يااة عاديااة ماا

jiG ,1با ثل  , �lkH  زمرة جز ية عادية فيlkH , . 
� بما  ن �eHGH t   ,0 

� واي ون لدي � � � 111, ���   � iitiiti GeGHGGG 
� كال  � � � iiiiiiii GGGGGGHGGG   � � ��� 11010, 

 وه اا فإن
 ...,0,11, ��   iiti GGG       (5) 
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2,1,0,...,2 ل ل � si   
 با ثل

 2,...,2,1,0 � tk ,0,11,... كل ��   Kksk HHH    (6) 

 اعت  السلسلتين
 � � ...... 2,11,10,11,02,01,00,00 ���  ����  GGGGGGGGGG t  
 � � � �eGGGGGGG stsst   ����� � ��� ,11,10,150,22,1 .........  (7) 
 � � ��� ����  2,11,10,11,02,01,00,00 ... HHHHHHHHHG s  
 � � 611,10,10,2,1 ,......... HsHHHHHH tttss  �����  � ���  
        � �e  (8) 

 . 1�ts ما نو  اللدد في الحدود ن     (8)و  (7)ك ق م   
tmm (5)ولأن في  m 2,1,...,5ش ل  (7)تظلر في  0Gم  الواح   GG نجد  ن كل    1,

mG  يل  م (7)يظلر فيm  (2)تحسين لا  (8)ن با ثل  (1)تحسين لا  (7)ن عليه فإن . 
 ي ون : 21.5الآن م  نظرية  

 � �
� �

� �
� � 1,

,

11

51

11

51

15,

5,

���

�

��

�

�
 

�
�

#
�
�

 
rs

rs

rss

rs

srr

rr

r

r

H
H

GHH
GHH

HGG
HGG

G
G

 

2,1,0,...,15 ميااااال  � r  و ميااااالitS مت افااااااان ن وهااااااا  (8)و  (7)علياااااه  2,1,0,..., �
 ي مل برهان الوظرية .

جااال الآن إ  سلساالة التركيااا  ن إن زمااارة مااا يم ااا   و ل يم اا   ن ي اااون  اااا دعوااا نر  
سلساالة تركيااا  .في الحقيقااة الق اااية التاليااة تباااين إذا كاناات الزمااارة افبداليااة  ااا  موتليااة ن فلااا  
ي ااون  ااا سلساالة تركياا  ن بةااورة خا ااة الزماارة ا مليااة للأعااداد الةااحيحة لااي   ااا سلساالة 

 تركي  .

 23.5قضية 
 زمرة موتلية . Gزمرة إبدالية  ا سلسلة تركي  ن فإن  Gكانت إذا   
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 البرهان
نبااين  ولق  ن الزماارة البساايطة الآبيليااة  اا   ن ت ااون دا ريااة ورتبتلااا عاادد  و  ن هاااا 

 . ت ون عادية والحقيقة  ن    زمرة جز ية م  زمرة آبيلية 47.3يوتج مباشرة في نظرية 
� فر   ناالآن  �eGGGGG s  ���� ...210 

 . Gسلسلة تركي  م  
� بما  ن � 1

11
�

�� # s
s

s

s G
e

G
G
G 

�هاااا زمااارة بسااايطة آبيلياااة ن فاااإن  � 110 ��  ss PG  1حياااث�sP   عااادد  و  ن إحاااافة إ  ذلااا

1

2

�

�

s

s

G
G 2 ولية يؤد  إ   ن  بسيطة

1

20 �
�

�  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
s

s

s P
G
G   2للدد  و�sP . 

 م  المجموعال ا ةاحبة : 2�sPكاتحاد مووةل م    2�sGيم ووا كتابة  
 212111 ,..., ���� Pssss aGaGG M  

21تحو   2�sG عوةراق عليه 1�sPوكل واحدة تحو   �� ss PP . عوةراق 
1210تحو   Gوبالتقدز في هال الطريقة ن سةل عل   ن  ... �sPPPP : عوةراق ن حيث 

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

�1
0

i

i
i G

G
P  

2,1,0,...,1 عودما � si 
 زمرة اختيارية  ا سلسلة تركي  : Gالآن لت   

 � �eGGGGG s  ���� ...210    (1) 

� افر   ن �eHHHHG t  ���� ...210 
jHتحسااااين للسلساااالة الأو  ن هاااااا التحسااااين يم اااا   ن ي ااااون فللياااااق إذا كااااان لاااابلض  j ل  ,

iGHGن مااا  الواحااا   ن  iGيسااااو   مق مااا   iji لااابلض ن زمدة علااا  ذلااا  يم وواااا  ���61
...1بحيث  jاختيار  �ji HG 11 إذا �� ��� ijij GHGH   
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ن وبواا  علياه فاإن  iGهاا  ي ااق عادياة في  jHسةل علا   ن  1�jHعادية في  jHوكما  ن 
1/ �ij GH  1ت ون زمرة جز ية عادية فللية في/ �ii GG  1ولأن/ �ii GG  زمرة بسايطة ن فلااا ل

  وز وبال  سةل عل   ن سلسلة التركي  ل يم    ن ي ون  ا تحسين فللا .
� افر   ن �eGGGG u  c��c�c ...10 
 ماااا تحسااايوان  (2)و  (1)ن فاااإن  22.5مااا  نظرياااة  Gهاااا سلسااالة تركيااا   خااارز في  

 مت افاااااان ن وماااا  نحيااااة  نيااااة ن ف مااااا ر يوااااا سااااابقاق  ن  مق ماااا  السلساااالتين لااااي   ااااا تحسااااين 
 الآتية .فللا ن لاا فإن السلسلتين     ن ت ونن مت افاتين ن وهاا ما تقررل الوظرية 

 هولدر( للزمر المنتهية . -)نظرية جوردان 24.5نظرية 
سلسالة تركيا  ن فاإن زيال سلسا ل التركيا   اا مت افااة مثا   Gإذا كانت للزمرة  
 مث  .

بالر   م   نوا برهوّا نظرية جاوردان هولادر للزمار بةاورة عاماة ن هواان برهاان آخار في 
ليااة ولااه   يااة خا ااة لساالولته وعاادز اعتمااادل عاال نظريااة  شاارايرإ للتحسااين ن حالااة الزماار ا وت

 وفيما يلا نلطا ذل  ال هان .

 )نظرية جوردان هولدر للزمر المنتهية( 25.5نظرية 
 كل زمرة موتلية تحو  عل  الأال عوةري   ا سلسلة تركي  . .1
 إذا كان كل م  .2

 � � GGGGGe k  ���� ...210  
 � � GHHHHe l  ���� ...210  

2,1,0,...1ل ل  k "ن فإن  Gسلسلتان تركيبيتان للزمرة ا وتلية  � ki : ي ون 
 � �

� �i

i

i

i

H
H

G
G

3

�3� # 11  
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^للمجموعاااااة  3لااااابلض التباديااااال  1̀...,2,1,0 �k رة     ن    سلسااااالتين تاااااركيبيتين للزمااااااG 
 ت ونن مت افاتين .

 البرهان 
�ساااااااااااااااو  نطباااااااااااااااق الساااااااااااااااتوتاع علااااااااااااااا   (1) �G$   ن افااااااااااااااار� � nG   n 2عوااااااااااااااادما  $ 

�فااااااااااااااااااااإن  � GGGe   Gهااااااااااااااااااااا سلساااااااااااااااااااالة التركياااااااااااااااااااا  الوحياااااااااااااااااااادة للزماااااااااااااااااااارة  10 � 
GGGG لأن #01 زمااارة دورياااة رتبتلاااا عااادد  و  ن فلاااا زمااارة بسااايطة و ااااا فالوظرياااة  ,/

 . n 2متحققة عودما 
 . 2�nزمرة رتبتلا  G ا سلسلة تركي  ن و ن  n!افر   ن كل زمرة رتبتلا  

�زماارة بساايطة فلااي   ااا زماارة جز يااة عاديااة فلليااة ن بالتااا  ت ااون  Gذا كاناات إ � GGe  � 1 
 ها سلسلة التركي  الوحيدة  ا .

 G. بماا  ن  Gزمرة جز ية عادية فللياة في  Nزمرة    بسيطة وكانت  Gإذا كانت  
 تحااااااو   Gموتلياااااة ن فإناااااه توجاااااد فقاااااذ عااااادد موتاااااه مااااا  الزمااااار ا ز ياااااة اللادياااااة الوللياااااة مااااا  

N    ن لاتM لوا اار ن فااإن واحاادة ماا  هاال الزماار ا ز يااة والاو تحااو   كاا  عادد ماا  الM 
MGن ماااااا  الواحاااااا   Gزماااااارة جز يااااااة عاديااااااة  عظميااااااة في  GMزماااااارة بساااااايطة و  / z  عليااااااه

� � nMO     : ا سلسلة تركي  ولت Mإذاق حس  فرو  الستوتاع  �
 � � MMMMMe t  ���� ...210  

 الآن اعت  السلسلة :
 � � GMMMMMe t � ���� ...210    (1) 

ما  تلريااف سلساالة التركيا  ن فااإن 
i

i

M
M 2,1,0,,...1هااا زمارة بساايطة  مياال  �1 � ti    كااال

M
G

M
G

t
 . Gسلسلة تركي  للزمرة  (1)زمرة بسيطة ن بالتا    
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 افر   ن : (2)
 � � GGGGGGe kk  ����� �1210 ...    (2) 
 � � GHHHHHe  ����� � "" 1210 ...   (3) 

�مارة  نياة نطباق الساتوتاع علا   G ا سلسلتان تركي  لزمرة موتلياة  �GO    لات� � nGO   
سلسلة تركي  واحادة فقاذ ن وعلياه فاإن ا از   Gف ما ر يوا سابقاق فإن للزمرة  n 2إذا كان 

 . 2الثاني م  الوظرية متحققة للزمر الو رتبتلا 
�دعواااا نوااار   ن   � 2! nGO  و ن الوتيجاااة  اااحيحة  ميااال الزمااار الاااو رتبتلاااا!n 

 ت  الحالتيناع
 11 ��  "HGk   (I) 
 11 �� z "HGk   (II) 
 

I 11الحالة  ��  "HGk : م  الواح   ن 
 � � 1210 ... ����� kGGGGe     (4) 
 � � 11210 ... ��  ���� kGHHHHe "    (5) 

 . nوالو رتبتلا  ال م   1�kG ا سلسلتان تركي  للزمرة 
مت ااااافاتين ن هاااااا يلطااااا  ن  (5)و  (4)وماااا  فاااارو  السااااتوتاع ت ااااون السلساااالتان  

11 � � "k  ن    " k  مت افاتين لأن : (3)و  (2)و ن السلسلتين 
 

1111 ����
   

"

"

" H
H

H
G

G
G

G
Gk

kk
 

 . (I)الحالة  تتحققوبال  

11 (II)الحالة  �� z "HGk 
ن فااااااااإن  Gزماااااااارة جز يااااااااة عاديااااااااة  عظميااااااااة ماااااااا   H"�1و  1�kGبمااااااااا  ن كاااااااا ق ماااااااا   

11 �� � "HGQ k   1ها زمرة جز ية عادية م�kG  1ن كال  في�"H : ن ولأن 
 1111 ,, ���� z�� "" HGGQHQ kk  
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11زمدة عل  ذل   �� z "HGk  ها زمرة جز ية عادية فيG : ن الآن 
 111111 , ������ �� """ HGGHGH kkk  

11بمااااااااااا  ن   , �� kGH ن فااااااااااإن  G ااااااااااا زماااااااااارتان جز يتااااااااااان عاديتااااااااااان  عظميتااااااااااان في  "
GHGk  �� 11 11 ل يم    ن تساو   " , �� kGH  في آن ملاقإ . "

� لت   � QQQQQe m  ���� ...210 
 ندعا  ن : Gسلسلة تركي  في الزمرة 

 � � � � GGGQQQQQe kkm  �� ���� �1210 ...   (6) 
 � � GHHQQQQQe m  �� ����� � "" 1210 ...   (7) 

ن لتحقياااااااق ذلااااااا  ي وااااااا إثباااااااال  ن  Gك  ااااااا سلسااااااالة تركياااااا  في 
Q
G

Q
H k 11 , زمااااااارتان  "��

 .بسيطتان
, الآن

11

11

11

11

�
 #

�
 

�

��

��

��

""

"

"

G
H
HG

HG
G

Q
G k

k

kk 

ول    
1�"H

G   زمارة بسايطة ن بالتاا
Q

Gk زمارة بسايطة ن با ثال  �1
1

1

�

� #
kG
G

Q
H زمارة  "

 اتين لأن :مت اف (7)و  (6)بسيطة ن مرة  خرز 
  كما ر يوا سابقاقإ 

1

11

1
,

�

��

�
##

"

"

H
G

Q
G

Q
H

G
G k

k
 

 . 2�mيساو   (7)و  (6)وعوو كل م  
ن ماارة  خاارز  mk �2مت ااافاتين ن عليااه  (6)و  (2)السلساالتان  (I)الآن في الحالااة  

كاااااااااال    k "بالتاااااااااا   "m �2مت اااااااااافاتين ن إذاق  (7)و  (3)السلسااااااااالتان  (1)في الحالاااااااااة 
مت افاتااااان ن هاااااا ي ماااال إثبااااال  (3)و  (2)مت افاتااااان ن السلساااالتان  (7)و  (6)السلساااالتان 

 . (II)الحالة 
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 مسائل
 

 باسااااااتخداز الحقيقااااااة  ن    زماااااارة بساااااايطة إبداليااااااة ت ااااااون رتبتلااااااا عاااااادد  و   ثباااااات  -1
 ما يلا :

اابلاااة للحااال إذا وفقاااذ إذا كانااات  اااا سلسااالة تركيااا  كااال  Gالزمااارة ا وتلياااة  -  
 زمرة اللامل فيلا دورية ورتبتلا عدد  و  .

    زمرة اابلة للحل  ا سلسلة تركي  ها زمرة موتلية . -ن 
ن بااره   ن للزماارة  G زماارة جز يااة عاديااة ماا  Hزماارة  ااا سلساالة تركياا  و  Gلاات    -2

G  سلسلة تركي   حد حدودهاH . 
�لاات   إرشةةاد :  �eGGGGG  ���� 3210 سلساالة تركياا  ن اعتاا  السلساالة اللاديااة  ...

� �eHG  . فإن للسلسلتين تحسيوان مت افاان 22.5م  نظرية  ��
�لت    -3 �eG z  زمرة موتلياة ن باره   ناه إذا كاناتG  زمارة اابلاة للحال فاإنG   تحاو

�زمارة جز يااة عاديااة  �eH z  إذا كانااتG  اا  اابلاة للحاال فااإن G و  زماارة جز يااة تحاا
�عادية  �eH z  بحيثHH  c . 

�اابلااااة للحاااال إذا وفقااااذ إذا كاناااات  Gاسااااتخدز حقيقااااة  ن إرشةةةةاد :  �eG  c   للاااادد  ااااحي
 . nموج  

nAnحدد سلسلة تركي  للزمرة  -4 ,4z . 
�بحياث  mnزمرة موتلية اابلاة للحال رتبتلاا  Gلت    -5 � 1,  nm  ن باره   نG   تحاو

 .ينو   زمرتين م  هاا الووع ت ونن مترافق mعل  الأال زمرة جز ية واحدة رتبتلا 



 
 
 

 الوةل الخامااا 

 

311 

عاااادد  و إ دوريااااة إذا وفقااااذ إذا كااااان  ااااا سلساااالة  Pا وتليااااة   �Pبااااره   ن زماااارة  -6
 تركي  واحدة فقذ .

�بحيث  Pزمرة آبيلية موتلية رتبتلا  Gلت    -7 �PPP  مت ا ال . ها مجموعة ل ,,...,
�بره   ن  ا  �� � � �

� �n
nn

P
PPP

1
1...11 1

�

��� �

 م  س سل التركي  . 

  نها عديمة القوة إذا كان  ا سلسلة عادية : Gيقاو ع  زمرة  -8
 � �eGGGGG s  ���� ...210  

,2,1,0,...,1 بحيث
11

� ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�

��
sV

G
GZ

G
G

i
ii

i 

 بره  ما يلا :
 لل       حي  .كل زمرة عديمة القوة ها اابلة للحل بيوما ا - أ

 الزمرة ا ز ية وزمرة القسمة لزمرة عديمة القوة ت ون عديمة القوة كال  . - ب
    زمرة إبدالية ها عديمة القوة . - ت
HGحيااث كاا ق ماا  الزماارتين  Hزماارة  ااا زماارة جز يااة عاديااة  Gإذا كاناات  - ث  Hو  /

لي  بال رورة  ن ت اون عديماة القاوة  ااارن مال نظرياة  Gعديمة القوة ن بين بمثاو  ن 
 إ .10.5

pqpqبااره   ن كاال زماارة رتبتلااا  -9  عااداد  وليااة  ليساات بال اارورة مختلوااةإ هااا اابلااة  ,,
 للحل .

 . 10.5استخدز نظرية إرشاد : 
GG نهااا ... إذا كااان  G  زماارة يقاااو عاا -11 c   إذا كانااتG  زماارة بحيااث كاناات زياال

�زمرها ا ز ياة  �GH z  اابلاة للحال ن بيومااG  ليسات اابلاة للحال ن باين  نG  مارة ز
 تامة .
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 اااا سلسااالة تركيااا  ن فاااإن  Gو  Gزمااارة جز ياااة عادياااة في  Nباااره   ناااه إذا كانااات  -11
 سلسلة تركي  . Nللزمرة 

 استخدز سؤاو في السابق .إرشاد : 
HKال اارن ا باشاار للزماارتين ا ااز يتين  Gلاات   الزماارة  -12  ااا سلساالة  G. بااره   ن  ,

HKتركي  إذا وفقذ إذا كانت كل م     ا سلسلة تركي  . ,
KHGلااات    -13 u   عود اااا باااين  نG  وفقاااذ إذا كانااات كااال مااا  اابلاااة للحااال إذا

HK  اابلة للحل . ,
 . 11.5جز  م  هاا السؤاو في نتيجة ملاحظة : 

pqrحيث  Pqrبره   ن كل زمرة رتبتلا  -14   عداد  ولية ها اابلة للحل . ,,
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6 
 نظرة شاملة لبعض الزمر المنتهية
Survey of Some Finite Groups 

 
لقددر ينانددا مدددن زبددين نن همددرلهم منتهيتدددم  ،ددا نباددر الرلهبدددة   لددير  ل ددر ية نن له ددد    

 الزمددرة الرايراددة مددن الرلهبددة ال ان ددة اددا مددن نباددر الرلهبددة  ل ددن  3Sناز م يفيتددان   ف،ددالز الزمددرة 
تا ناز م يفيتان    يم ن للبارن نن ا دل  ال دلا  التداو ا  ال دلة ال  يقدة   لد  نددً   درناز لي 

 غير الأاز م يفية الم ج نة ؟  nف م  رن الزمر من الرلهبة  nصحيحاز م جباز 
له دددد ن ناز م يفيددددة جزييددددة مددددن همددددرة  nنظراددددة ليدددداالن  لهبددددم نن نر همددددرة مددددن الرلهبددددة  

 له ددد ن الم دددللة ال دددالبة  ل لدددة إاا ا دددتلعنا إ دددان  يددد  الزمدددر  nمدددن الريجدددة  nSالتنددداترا  
هددن همددرة منتهيددة  nSناز م يفيددة ماددنز لأن     ننظددر ناه،ددا غددير nSللزمددرة  n مددن الرلهبددة الجزييددة

 ا  رن منته فقد  مدن الزمدر الجزييدة   يودا ا صدد للبادرن نن الم دللة    Sn  فإن n!لمن الرلهبة 
بقددد ملجلددة الاددين   نبعددر الادداا  مددا هددن إا لهعليددين    مددن ح مددن العسيدد   قدداز نن الم ددللة له

,2مادددين  nهندددا  دددتحين الم دددللة لدددبعض القددديم ا اصدددة لدددد  ppq   الخ    يددد ...pq  دددرنان  ,
ن ليان     الة الزمر المنتهيدة اببراليدة له د ن الم دللة  ل لدة  امداز   دتنراي النظرادة الأ ا دية 

 . 3.6هية اببرالية ي،ا  نرى   النظراة للزمر المنت

 1.6قضية 
GGنر همددددرلهم منتهيتددددم إبددددراليتم    يفيتددددان إاا  فقدددد  إاا يددددان همددددر ا دددد ن ناز م 1,

 ل  الجزيية منه،ا ناز م يفيتان . اا
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 البرهان
�لدددت ن  � k

kPPPGO DDD ...2
SPi يددد    21

oiمختلبادددة  هدددن ن دددران ن ليدددة , !D  ن دددران
 صحيحة   في  ن :

 kSSSG ��� ...21     (1) 

 Gهد  ناز مد يفيزي مدن  Vإاا ياند   G داا   مدن  -iPهن همدرة جزييدة  iS ي  يين من 
G لد  c فإن � � � � � � � �kSSSGG VVVV ���  ...21

1 

� ن تنتج نن � � � @ � �> @ � �GoPSoGoGO i
i

k

i
i

k

i

    
  

DSS VV
11

1 , 

�  ننه �� � � � i
iii PSoSo DV    

� لهعلن نن � � � � �kSSS VVV ,...,, 21 
�ن ر م يفيددددددا  لددددددد  iSار ددددددم  Vالآن  1Gهددددددن همددددددر جزييددددددة  دددددداال  مددددددن  �iSV  لددددددًا ف ددددددن 

� � kSS iii ...,3,2,1 �#V . هًا ابرهن ضر ية الشرط  
GGااتجدددددددال الآددددددددر لدددددددت ن    ،دددددددا همدددددددر  ددددددداال  جزييدددددددة ناز م يفيدددددددة    يددددددد  نن  1,

kSSS ,...,,  دا همدر  داال  جزييدة مقابلدة  1Gفدإن  Gهن فقد   داال  الجزييدة ال  يدرة مدن  21
ccc
kSSS ,....,, #cبحي  نن  21 ii SS  ل ينi  تح  ناز م يفيزيiV  منiS  إلىc

iS   
c��c�c kSSSGالآن  ...21

:1نعرف  1 GGoV  : يالآتي 
kxxxxلهعلددددن  G�F (1)دددددً  iiالعناصددددر ال  يددددرة لددددبعض  21... ��� S�F  ل ددددين 

i   ب ض   � � � � � � � �kk xxxx VVVV ...2211 �ات ح نن   �� � Gc�FV رلأ 
 Gyyyyxxxx nn ���� ��� ...,... 2121  

iii Syx � لرانا iل ين ,� � � � � �kk yxyxyxyx ������ � ...2211 
 لًلك : 

 � � � � � � � �kkk yxyxyxyx ������ � VVVV ...222111  
    � � � �> @ � � � �> @ � � � �> @kkkk yxyxyx VVVVVV ������ ...22221111  
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 � � � � � �> @ � � � � � �> @kkkk yyyxxx VVVVVV ������� ...... 22112211  
 � � � �yx VV �  

 ه  ه م م يفيزي . V هًا ااب  نن 
� الآن � � � � � � � � �  ����� kk xxxyx VVVVV ...2211 

                           � � � � � �kk yyy VVV ��� ...1111  

           � � � � kxx iiiii ,...,2,1 � � VV  

 (2) من العلزة 
           kyx iii ,...,2,1 � �  

 .ن انر  iV الك لأن 
yx  نا از ن انر . Vنن  نر � 

1Gx الآن افرض نر  ن ر  �c (2) لهعلن kxxxx c��c�c c ...21 

c�c ي   ii Sx  ل ينi  لأنco iii SS:V  ه  يا م ف زن   فإنه ا جرii Sx نن بحيد   �
� � iki xx c V من ح ا  ن  � � � � � � � �kk xxxx VVVV ��� ...2211 

          xxxx k c c��c�c ...21  

GGفدددددد زن   فبنددددددا   ليدددددده ا دددددد ن  Vإااز  co:V  1هدددددد  ناز مدددددد يمزي  ننGG  هددددددًا  قدددددد   #
 .الق ية

 نعيددددر الآن  n رفنددددا تجزيددددة  ددددرن  بيعددددن  4البا ددددين  5علدددداة بعددددر البنددددر   الم دددايين الل لددددة الم
 ل دتلف ب ي   التعراف يالآتي :

 )تجزئة عدد طبيعي(   6-2تعريف 
تجزيددة وس،دد أ ن ددران  بيعيددة ا دد،د  n ددرناز  بيعيدداز فددلر له يددير  ددن العددرن  nلددي ن 

 . nt)( لرمز  nئا  لعرن ا   ف نرمز لعرن التسز  nللعرن 



 
 
 

 البا ين ال دددانس

 

316 

 نددر التعبددير  ددن العددرن التلبيقددن ي،س،دد أ ن ددران  بيعيددة   فإننددا ن تدد  الأ ددران ملاحظةةة   
knnnn  ف  القي،ة العرناة   فإاا يان مرلهبة لهناهلياز  ��� ...21  

knnn فهًا اعني نن ttt ...21 

 1مثال 
 11114,224,1124,134,44 ��� � �� �   

�في  ن  4هًل خمر تجزييا  مختلباة للعرن   � 54  t . 

 2مثال 
 235,1135,145,55 � �� �   
  111115,11125,1225 ���� ��� ��  

� ا  ن  5هًل  ب  تجزائا  مختلباة للعرن   � 75  t . 

 3.6نظرية 
kلأر  ددرن صددحيح م جدد   

kPPPn DDD ...2
2

1
هددن ن ددران ن ليددة  iP يدد  الأ ددران   1

 nهددددن ن ددددران صددددحيحة    ددددرن الزمددددر اببراليددددة غددددير الأاز م يفيددددة مددددن الرلهبددددة  iD!0مختلباددددة 
�ا ا ر  اصين ال رب  � � � � �kttt DDD ...21 . 

 البرهان
 فإن nهمرة إبرالية من الرلهبة  Gلت ن 

 kSSSG ��� ...21     (1) 

iالرلهبة   من Gهمرة جزيية من  �Pهن همرة  اال   iS ي  يين 
iP
D . 

اددا إازم يفيتددان  nنعلددم نن نر همددرلهم إبددراليتم منتهيتددم مددن الرلهبددة  6-1مددن الق ددية  
هددن  iOجزييددة    ه ددًا فددإاا يددان  �iPإاا  فقدد  إاا ياندد  المقابلددة إاز مدد يفيتم .همددر  دداال  
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i ددرن الزمددر اببراليددة غددير اباز م يفيددة مددن الرلهبددة 
iP
D  فإندده ا جددر  ددرن ا ددا رkOOO مددن  21...

� لدددًلك إاا ا دددتلعنا بيدددان نن  nالزمدددر اببراليدددة غدددير اباز م يفيدددة مدددن الرلهبدددة  �ii t DO فدددإن   
   .النتيسة لهتحق

فإننددا اتدداب ب بددا  نن  ددرن  D نر  ددرن صددحيح م جدد   Pا تددبر نر  ددرن ن و  
�هد   DPالزمر اببرالية غير الأاز م يفية مدن الرلهبدة  �Dt  ا تدبر نر همدرة إبراليدة .S  مدن الرلهبدة

DP في  ن 
 LAAAS ��� ...21     (2) 

LBBBا ددد ن  iBPهمدددر جزييدددة نايرادددة مدددن الرلهبدددة  �Pهدددن  iA يددد   ttt  (2)  مدددن  21...
� ن تنتج نن � � � � � � � LBBB

L PAAASP ���   ...
21

21... $$$$D 
LEEEDا ددد ن   ه دددًا هدددن اللمت ددديرا    ادددن نعلدددم نن  Dهددد  تجزيدددة للعدددرن  21... ���

LPPP EEE إاز مدددد يفيتم إاا  فقدددد  إاا  همددددرلهم إبددددراليتم منتهيتددددم له دددد  ن  �P نن نر  21,...
 DPإبدراليتم مدن الرلهبدة  �Pندتج همدرلهم يان  ،ا نبار مج،  ا  اللمت يرا     من الدك ا

 ل دد ية  D إاز م يفيتدان  ديحرنان نباددر تجزييدا  العدرن ب دد ية   يدرة   ا تدبر تجزيددة للعدرن 
mrrr ��� ...21D  ًن ددددتلي  ندددددmrrr t�tt إاا يددددان ضددددر يقز . انتدددد   بإ ددددانة ال زدددديم 21

�مددن الرلهبددة  iBالزمددر الرايراددة  � ri
iPme mBBBS نريددً ا دد ن   2,1,..., ��� ...21  �P 

mrrr يد  له د ن  DPهن همرة إبرالية من الرلهبدة  PPP ,...,, ا    زدر بين دا هدن اللمت ديرا   د 21
له د  ن إاز همد يفيتم إاا  فقد  إاا يدا   درنان نبادر التسزيدة  DPنن نر إبراليتم من الرلهبدة 

 DPمدددن الرلهبدددة اقابلهدددا همدددرة إاراليدددة  Dلأر تجزيدددة للعدددرن  O  هن  لدددد الدددك ننددده  Dللعدددرن 
  هدددًا ادددبرهن  ن  دددرن الزمدددر اببراليدددة غدددير اباز م يفيدددة مدددن  Dتحدددرن التسزيدددة المعلددداة للعدددرن 

�ه  ماين العرن  DPالرلهبة  �Dt . ًا  بت  النظراة     
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 4.6نظرية 
إمددددا نن له دددد ن نايراددددة ن  ا ،دددد أ المباشددددر  2Pالزمددددرة مددددن الرلهبددددة  Pلأر  ددددرن ن و  

 . Pلزمرلهم نايراتم يين منه،ا من الرلهبة 

 البرهان
 G  إاا ياندد  57.5إبراليدة لنتيسدة  Gمدن المعلد ي نن  2Pهمدرة مدن الرلهبدة  Gلدت ن 

لي ددددد  نايرادددددة   في ددددد ن  Gفإنهدددددا له ددددد ن نايرادددددة   نبادددددرض نن  2Pفيهدددددا  ن دددددر مدددددن الرلهبدددددة 
� � Pa �ل ددددددددددددين  $| � Gea �z  نن  هنددددددددددددا ا علددددددددددددد� � Pa �نختدددددددددددداي  $  � Gea �z  في دددددددددددد ن

!� aH  همددرة جزييددة نايراددة مددنG  يلهبتهدداP  نختددايGb�  بحيدد  ننHb�  فت دد ن الزمددرة
!� bK  هددددددددددددددن نا دددددددددددددداز مددددددددددددددن الرلهبددددددددددددددةP  الآن .� �eKH ن ددددددددددددددتنتج مددددددددددددددن الددددددددددددددك  � 

� � � � � � � �GPkHHk $$$$ HkGفلددددًلك  2    KHG ه دددددًا    u   هدددد  ال دددددرب 
 . Pالمباشر لزمرلهم نايراتم يين  ا رة من الرلهبة 

 ملاحظة 
112,22  لأن  6-3النتيسددة ال ددابقة لهندددتج مباشددرة مددن النظرادددة   اددا التسزيتدددان    �

 يددددددد   2P ا جدددددددر همدددددددردن إبدددددددراليتان غدددددددير إاز مددددددد يفيتم مدددددددن الرلهبدددددددة  2ال  يدددددددردن للعدددددددرن 
� � � �2,, PPP الدة الأ لى اا اللمت ديران  ،دا  لدد ال لهيد    الاG  هدن همدرة نايرادة مدن الرلهبدة

2P  الاالددة التاليددة     G  هددن  اصددين ضددرب مباشددر لزمددرلهم نايددراتم يددين  ا ددرة مددن الرلهبددة
P . 

 5.6نظرية 
qp درنان ن ليدم مت،داازان    لدي ن  ,pqلي ن يين مدن   همدرة مدن  Gإاا ياند   �

 فإن  ا ر مما يأتي اتحق  : pqالرلهبة 
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1. G .  هن همرة نايراة لإبرالية 
ab دددددددا م لدددددددران  .2 rqpبحيددددددد  نن  , bbaaebea بحيددددددد  ا ددددددد ن  rلعدددددددرن مدددددددا  ,,�1   

� � � �qrqr p mod1,mod1 {z   p 1اق م�q .  لغير إبرالية 
 البرهان

�لأن  � pqG مددن  q دداال  جزييددة مددن الرلهبددة  qلددراها  لددد الأزددين همددرة  Gنر  $ 
OKلددبعض  kq�1 دداال  الجزييددة هدد   �qنظراددة  دداال  الاالاددة   فددإن  ددرن الزمددر  t   kq�1 

pq   لأن  pاق ددم   دداال  جزييددة  ا ددرة  q ددا همددرة  G ه ددًا فددإن  k 0فددإن لددرانا  !
�! التي هن  اناة  لأن يلهبتها  رن ن و فإنها ناياة  لت ن مالز  b  مرة نددرى .G  دا  لدد 

 G دداال  الجزييددة مددن  P  ددرن هددًل الزمددر  P دداال  جزييددة  ا ددرة مددن الرلهبددة  Pالأزددين همددرة 
okلدددبعض  kp�1هددد   t   kp�1  اق دددمq  لأن q  11 دددرناز ن ليددداز ا ددد ن لدددرانا  � kp   ن
qkp �! اال  جزييدة  ا درة فقد   p ا همرة  G.   الاالة الأ لى  �1  a  إااز  هدن  انادة
� �eba baabلهعلددددن  �!��!  HKللأندددده إاا ياندددد     همددددردن جزييتددددان  اناتددددان مددددن  ,

�بحيدددددددددددددددددد  يددددددددددددددددددان  Gالزمددددددددددددددددددرة  �eKH <فددددددددددددددددددإن  �  @KkhcHkhhk ن ددددددددددددددددددتنتج نن  , ��
� � � � � � � �Gopqbaab � ! ه ًا  $$$    abG  هن همرة نايراة من الرلهبةpq . 

qkp زر نغبالنا الاالة  نرما      لأن  1�qلهق دم  p ي  الدك ا دتر ن نن  �1 
G ت ن  دددا  لدددد الأزدددين همدددرة جزييدددة  ا دددرة  لددد!� a  مدددن الرلهبدددةp   ي،دددا نن� � pao الآن   
!��� bbaa �!لأن  1 b  هدددن همدددرة جزييدددة  انادددة مدددنG  ن دددتنتج نن .rbbaa لدددبعض  �1 

qr يدد   rالقدديم  dd1  1فددإاا يدددان r  فإندده مددن جرادددر ا ددين  لددد نن!� abG  همدددرة
� ه ًا فإن  1zrغير إبرالية  G إاا يان   pqنايراة من الرلهبة  �qr mod1z . 

� الآن � � � � � 2111122 rrrrr bbbaaabaabaabaa      ����� 
333  لماين brbaa  � 
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rPpp ه ددددددددًا . نددددددددديراز  bbar eqهن  لددددددددد الددددددددك  �  p rpbbفددددددددإااز    هددددددددًا اعلددددددددن نن   
� �qrP mod1{  نل ظ نن � �eba   فإن : من ح �!�� !

 > @ � �GopqboaobaO  ! �!� !�!�  

هدددًا ادددبرهن نن  vubaهددد   ل ددد ية  G ه دددًا ف دددين  ن دددر    baG �!�!إااز  
G  همرة مت لرة  لعن رانab  بحي  نن : ,

 � � � � eaebbbaaqrqr PqrP    z{ � ,,,mod1mod1 1  

   � �1/ �qP  المقابددددين نباددددرض نن   rpq pq يدددد   ,,  ددددرنان ن ليددددان بحيدددد  نن  ,
qp aHbk �! �! ققان الشر ط ال ابقة . ا تبر همرلهم نايراتم  � pqمدن الرلهبدة  , , 

  لهي  . لد ال
� هن ا ،  ة Gلت ن  �^ 1̀1,1,,, �dddd� u qvpuzvubaKH vu 

G  تح رpq  من العناصر� � � �vuyn baba ,,,   G : نعرف 
 � � � � � �ybrxuyxvu x

bababa �� ,,,     (1) 

 عرابااز جيراز . لبيان نن هًل الع،لية معرفة له
 نبارض نن :

 � � � � � � � �1111 ,,,,, yxyxvuvu babababa    

 فهًا ا تر ن نن :
 111 ,, yyxxvvuu bbaabbaa      
 � � � � � � � �1111 ,,,... yyqyyqxxpuup �����   (2) 

 � � � � 11
11... xuu aaxuxup ��  ����� F    (3) 

�لأن  � pao  مرة ندرى افرض نن :  
 � � � � 1111

111... yyvvrrrvyrvyvr xxxxx ����� ���  (4) 

� بحي  نن � � �11 , vvqyyq �� 
1xxفإاا يان   ن تنتج نن (4)ف،ن   
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 � � � � 1
1

11
11

yrvyvrxx xx
bbyrvyvrq ��  ����  

1xxنفرض نن  z  1 تحرارازxx �في  ن  � �xxxxx rrrr �� �
11

1 
� لأن  � � �qrrxxp pp mod1,1  فإن : �}}

 � � � � � �111 1mod1 xxxxxx rrqrqqr ����{ ��  

1ن لهعلن ن (4) مرة ندرى 
1 yviryvr xx

bb ��  فإااز :  
 � � ¸

¹
·¨

©
§ ���� 1

1
111 ,, yrvxuyvrxu xx

baba  

  هًا ابم نن الع،لية معرفة لهعرابااز جيراز .
� ا تبر � � � � � Gbababa tsyxvu �,,,,, 

 التجميع  .1
 � � � �> @ � �tSyxvu bababa ,,,  
 � �� �tsyvrxu baba ,,

2 ��  
 � �� �tryvrsxu sx

ba ���� ,  
 � �tyrvrsxu ssx

ba ���� �
 ,  

�  لماين � � � � �> @tsyxvu bababa ,,, 
 � �tytvrsxu ssx

ba ���� �
 ,  

 هًا ااب  داصية لالتس،ي   .

�وجود المحايد    .2 �0,bae o  : بحي  نن 
 � � � � � �yorxoyxo x

bababa �� ,,,0  
 � � � � � �ooyxyx bababa ,,,    

�إااز  �oo ba  . G  الع،لية  Oه  الاار  ,
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ypxyندددً وجةةةود اوع ةةةوي اليميةةة     .3 yvrxبحيددد   عدددين  , � اقبدددين الق ددد،ة  �
xvrlqyي،اددددا   لددددد الددددك دددددً   9 لددددد  هدددد   ددددرن صددددحيح م جدددد     l يدددد    �

xVrLqبحي  نن  ! . 
� فإااز  � � � � � � �ooyvrpyxvu babababa

x
,,,,   � 

�همرة   ا ظ إاا يدان  G لًلك فإن   � � �oo baabab ,,, 11 11 ن ه دًا فدإ    ,ab 
� نا از  Gا لران  � � � ebabaa ooopp eb لماين  Gه  الاار    1,,    q  1 . 

� الآن �� �� � � � rroooop bbabababaaba 1
1

111 ,,,,    � 
11مت لدددددرة  لعن دددددران  pqهمدددددرة مدددددن الرلهبدددددة  Gفدددددإااز  ,ab  مدددددن الرلهبدددددةpq     لدددددد ال لهيددددد 

� � � � � �qrqrqp p mod1,mod1,1 z{� 
GGنبدددم الآن نن نر همدددرلهم غدددير إبدددراليتم   c,1  مدددن الرلهبدددةpq  له ددد  ن إاز مددد فيتم
GGبحي  نن  ,c  همردن مت لردن   ،  تم^ ` ^ `baba ,,, cc بحي  نن 

� � � � eaebeaeb pqpq     ,,,  
� لبعض الأ ران ال حيحة � � � rrbbaababa rr ,, 1111 1

  �� 
 م  نن :

 � � � � � � � � � �qrqrqrqr pp mod1,mod1,mod1,mod1 {czzc{  

�الآن  يددد   لددد   المتلابقدددة  �qx p mod1{   معيددداي  1الدددتي ا لهلدددابq   له ددد ن متلابقدددة مددد
132 ا رة من العناصر  ,...,,, �prrrr  معيايq  ه ًا ا  ن لدرانا   � �qrr i mod{  لدبعض

ipirفدددإااز  1,1�Pال ازعدددة بدددم  iزددديم  baabb iaabb إاا  ضدددعنا    �1   11 فإنندددا نددددرى  ,
11 ,ab  نا از ا لرانG  نن rbaba c�  111

1
1 . 

�  لشددد ين GGo:Vنعدددرف الرا دددم   � � � � �vuvu baba cc 11V  ل دددين  دددرنان صدددحيحم
uv  معرف لهعرابااز جيراز  ه  اباز م يفيزي . V    ن ك للقايئ إ با  نن الرا م  ,



 
 
 

 نظرة شاملة لبعض الزمر المنتهية

 

323 

qpالنظراددددة ال ددددابقة زددددرم  نندددده لأر  ددددرنان ن ليددددم ملاحظةةةةة    له دددد ن الادددداا  الآلهيددددة  �
 متحققة .

 هن همرة نايراة . pqمن الرلهبة  Gفإن نر همرة  1�qا لهق م  pإاا يان   (1)
ن درااا  pqإاز م فيتدان مدن الرلهبدة فإنه ا جر فق  همردن غدير  1�qلهق م  pإاا يان   (2)

pqإبرالية ل هن مرة ندرى نايراة لأن      الآدرى غير إبرالية .مت،اازان  رنان ن ليان ,

 3مثال 
2,5ا تبر     pq  من ال اضدح نن� �1�qp   مد يفيتم  دًا ا جدر همدردن غدير إاز
abإ راا نايراة  الآدرى مت لرة  لعن ران  10من الرلهبة   بحي  نن : ,

 4152 ,, bbaaebea    �  

�لأن  �5mod142 { . 

 4مثال 
3,5ا تدددبر     pq  هنددداp  1ا لهق دددم�q له ددد ن  15لر همدددرة مدددن الرلهبدددة  مدددن ح فددد
 نايراة .

 6.6تعريف 
abالمت لدددددرة  لعن ددددددران  nDالزمددددددرة  nلأر  دددددرن صددددددحيح م جددددد    الدددددتي تحقدددددد   ,

eaebabab العلزا  الآلهية n    �� ,, 211 
 الزمرة الن نية .

aHaK �! �!لدددت ن   لدددد ال لهيددد   n,2همدددردن نايراتدددان مدددن الرلهبدددة  ,
�ا تدددددددددددددددبر ا ،  دددددددددددددددة  �^ `ZvubaKHG vu � u ,,  لأر� � � � Gbaba yxvu  رفندددددددددددددددا  ,,,�

� � � � � �yxuyxvu bababa ,,, فيهددددددا  n2همددددددرة مددددددن الرلهبددددددة  Gفددددددإن  v 1      الددددددة  �
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� � � �oo baabab ,,, 11 eaebababا تبايهدا م لددردن  دا يددًلك     n    ��
1

2
1

1
1

1
111  مددن   ,,

 يم نندددا التحقددد  مدددن نن نر همدددرة نااهدددريا  ن نيدددة له ددد ن  همدددرة لنااهدددريا   ن نيدددة   Gح فدددإن 
 . Gإاز م فية للزمرة 

 7.6تعريف 
abالمت لددددددددددددددددددددددددددرة  لعن ددددددددددددددددددددددددددران  Gالزمددددددددددددددددددددددددددرة    الددددددددددددددددددددددددددتي تحقدددددددددددددددددددددددددد  العلزددددددددددددددددددددددددددة  ,

eaababab u    �� ,,  الزمرة ال  الهيرانية .له ،د  2211
 الم  نة من الم با فا  الآلهية : Hا ،  ة 

 ¸
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,
10
01  

ب الم دددددددددبا فا  اا تيانادددددددددة    إاا نددددددددددً  تحددددددددد   ،ليدددددددددة ضدددددددددر  8هدددددددددن همدددددددددرة مدددددددددن الرلهبدددددددددة 

¸̧
¹

·
¨̈
©
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¸
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·
¨
¨
©

§
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01
10

,
10

01 ab  ن ددتلي  ب دده لة نن نبددم ننa   b  ققددان شددر ط الزمددرة 

 . Hال رالهيرانية    من ال هين مل ظة ننها له  ن ناز م يفية م  

 8.6نظرية 
 ن  الزمرة ال  الهيرانية . 4Dله  ن إما  8من الرلهبة  Gنر همرة غير إبرالية  

 البرهان
تحد ر  ا يم دن  دا نن Gغدير نايرادة    مدن ح فدإن  Gغير إبراليدة   فت د ن  Gلأن 

 2   دددل ة  لدددد الدددك إاا يدددان يدددين  ن دددر  دددرا الاادددر فيهدددا مدددن الرلهبدددة  8 ن دددراز مدددن الرلهبدددة 
�ف ددددد ف له ددددد ن إبراليدددددة     لدددددد الدددددك ا جدددددر  ن دددددر  � Gea �z  بحيددددد  نن� �aO  2لدددددير  
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�    نريدددددددددددددددً فدددددددددددددددإن  8ن   � � �Goao  اعلدددددددددددددددن نن� � 4 ao  إااز فدددددددددددددددإن الزمدددددددددددددددرة الجزييدددددددددددددددة  
� �32 ,,, aaaeH  . Gهن همرة  اناة    2اا  الرليين   

 في  ن : �Hbبحي  نن  �Gbاد  
 �^ 3232 ,,,,,, babababaaaebHHG  �    (1) 

 . Gا لران  a   bهًا ابم نن 
baabإاا يان   baabله  ن إبرالية   فإااز  Gفإن    z . 

Hbabالآن  � اناة   فإن  H لأن  ��1 � � � 41   � aobabo . 
   H 3 العن ددددرa  ددددرا  4هدددد  ال  يددددر مددددن الرلهبددددة a  131فددددإااز ��   aabab  الآن

HG � من ح فإن  2من الرلهبة  / � HbHbH �� 22 . 
ebهددددًا اعلددددن نن  abن   2  22ن   2  ab 32ن     ab abفددددإاا يددددان    32ن   2  ab   

�فدددإن  � 8 bo  هدددًا غدددير مم دددن لأن G  لي ددد  إبراليدددة   إاازeb 22ن   2  ab    الاالدددة   
هدن همدرة ي الهران نيدة  G   الاالدة الأدديرة ا دين  لدد نن  4Dهن  Gالأ لى ا ين  لد نن 

. 

 ملاحظة 
33,123,1113لأن   لد فإندده ا جددر  دد 3هددن التسزائددا  الددالد للعددرن   �� � 

 النظراددة ال ددابقة لهعلددن نندده ا جددر همددردن إبددراليتان  8همددر إبراليددة غددير إاز م يفيزميددة مددن الرلهبددة 
 . 8همر غير إاز م يفية من الرلهبة  5فإااز ا جر  8غير إاز م يفيتم من الرلهبة 
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 مسائل
 

�بدرهن نن  لزدة التلداب   5.6  النظرادة  p 2 دً   .1 �qr mod12  دا  دلن فقد     }
�ادددددا  � � �qrqr mod1,mod1  دددددرن ن و  qل q2ن دددددتنتج ننددددده نر همدددددرة مدددددن الرلهبدددددة  }�}

 . qDفرنر  له  ن إما نايراة ن  همرة لنااهريا   
 . 3Sاز م يفية لزمرة التناترا  له  ن إ 6برهن نن نر همرة غير إبرالية من الرلهبة  .2
مج،دد أ ن دد ا  نر مج،  ددة مددن العناصددر غددير الااددرة مددن ن يا  منبا ددلة  nSبددرهن نن    .3

له د ن نايرادة    15. ا دتنري  قيقدة نن نر همدرة مدن الرلهبدة  n نايياز ا يم دن نن اتعدرى 
لهق ددم يلهبددة   15يغددم نن  15لددير  ددا همددرة جزييددة مددن الرلهبددة  5A   6A   7Aتج نن  ا ددتن

 يين  ا رة منهن .
 دد  نن تحدد ر  G  بددرهن نن  4Aغددير إاز م يفيددة مدد   12مددن الرلهبددة  Gإاا ياندد  الزمددرة  .4

 . 6 ن راز من الرلهبة 
 تحدد ر  لددد الأزددين  4Aلي دد  إاز م يفيددة مدد   12إاا ياندد  الزمددرة غددير إبراليددة مددن الرلهبددة  .5

 . 6Dله  ن لنااهريا    Gفإن  2 ن ران من الرلهبة 
HSب المباشر بم نن ال ر  .6 u3   ي H  ا د ن إاز م يفيدان مد   2همدرة نايرادة مدن الرلهبدة

6D . 
 . 2ه   12بم نن  رن الزمر اببرالية غير الأاز م يفية من الرلهبة  .7
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 تمارين محلولة

fgلي ن    1تمرين  mkمن الرلهبدة  nSن ن يقن منبا لن   لهبرال ,  لدد ال لهيد    بدم  ,
�نن  � dfgo < ي     @kmd ,  . 

 الحل 
� � � � 7,7,   �  km gfkgomfo�  

fg  يدددددد  نن  gffgمنبا ددددددلتان فددددددإن  , �از   إا   � Igffg ddd dmdk لأن     هن  /,/
� لد الك نن  � efg r rrفي  ن    gf �  . 

بحيددددد  ا ددددد ن  �saلي ددددد  هدددددن التبدددددراين الاادددددر   فإنددددده ا جدددددر  rfفدددددإاا يانددددد   
� � aaf r z  ا نن ي،� �af r    انت،ن للر يةf . 
� ل ددددن  � � �agaf rr �اددددلنر إلى نن   � �ag r�  لهنت،ددددن إلى ن يةf  الددددك لأن   fg اددددا  ,

يددددددددددددددددددددددددددده فدددددددددددددددددددددددددددإن ن يدن منبا دددددددددددددددددددددددددددلن   ليددددددددددددددددددددددددددده فدددددددددددددددددددددددددددإن فرضدددددددددددددددددددددددددددنا ددددددددددددددددددددددددددددا       ل
IfgIfrmIgrk rrrr <الآن  /,/,� �  �  @kmd rdفي ددددددددددددددددددددددد ن   ,  منددددددددددددددددددددددده  /

� � dfgo   . 

 ا يم ن نن له  ن ب يلة . 112بم نن الزمرة اا  الرلهبة    2تمرين 
 الحل

�ا ظ  112همرة من الرلهبة  Gلت ن   � 7.2112 4  Go . 
هدد   ددرن  0tk يدد   �k21 دداال  الجزييددة هدد   2 دداال  الجزييددة  ددرن همددرة  �2ا تددبر همددرة 

�صحيح بحي  ا  ن  � 7/21 k�  3,0هًا اعلن نن k . 
   هدددًا ا دددت ج  نن له ددد ن  16ا ددد ن لدددرانا همدددرة جزييدددة  ا دددرة مدددن الرلهبدددة  k 0   الدددة  

 ا يم ن نن له  ن همرة ب يلة . G اناة     لتاو 
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  يلها م افقة بع از لبعض . G اال  جزيية من 2همر  7ا  ن لرانا  k 3   الة 
  اال  الجزيية . �2 ا رة من همر  H لت ن

�هد   H رن ا ،  ا  الم ا بة الي،يندة للزمدرة  � � � 7/  HoGo  لدت ن هدًل ا ،  دا  هدن
721 ...,, HxHxHx  7نعدددددددددرف: SGf o  ل دددددددددد ية � � GxTf x �� ,F  يدددددددددد 

 � � 7,...,2,1,1
2  � � ixHxHxT ii 

7STمن ال هين التلير نن  �F   f  ه  ه م م يفيزي  ننHf �ker . 
^همددرة ب دديلة فددإن  Gإاا ياندد    `ef  ker  لأنe  هدد   ااددر الزمددرةG fG kerz 

HG إا نصبح    . 
^الآن  يددد  نن   `ef  ker  فدددإن� �GfG � يددد  نن  # �Gf  هدددن همدددرة جزييدددة مدددن

7S . 
�إاا يان   �Gf  ا م يين التباناين الز جية فإن� � 7AGf   ل ن : �

 � �> @ � � � � 2520,2520112112 7  �  AoGoGfo  

� هًا غير صحيح   ليه فإن   �Gf . له م  لد الأزين لهبراين فرنر  ا ر 
�مج،  ددة التباناددين الز جيددة    �Gf اددة   لهشدد ين همددرة جزييددة  ان� �Gf  هددًا  2اا  الددرليين 

 ا يم ن نن له  ن همرة ب يلة . Gن تنج نن  Gضر بب ا ة 

 التي تح ر  ل ب  همرة جزيية فعلية  ا رة . Gميز  ي  الزمر    3تمرين 
 الحل

 دد  نن له دد ن همددرة منتهيددة  G البنددر الاالدد  مددن البا ددين الاددا      24مددن الت،ددران  
pqلي ن  � رنان ن ليان مختلبادان  اق د،ان  , �Go  فب ا دلة نظرادة  داال  له د نG  دا همدرة 

pqجزيية من الرله   � هًا دلف البارض   الت،ران   إااز  , � npGo  درن ن و  p يد    
  n  2 رن صحيح نيبر ن  ا ا ر . 
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,1 ددا همددر جزييددة مددن الرلهدد   Gمددرة ندددرى مددن نظراددة  دداال   �npp  لأنG  ددا  ل ددب  همددرة 
هدددن همددرة إبراليدددة مددن الرلهبدددة  Gن ددتنتج نن  n 2نر نن  �n 11جزييددة فعليددة  ا دددرة   إااز 

2p  نمدداG   همددرة نايراددة نG  اصددين ضددرب مباشددر لزمددرلهم نايددراتم يددين  ا ددرة منه،ددا مددن 
 ا دين  لدد  p ا نيادر مدن همدرة جزييدة فعليدة  ا درة مدن الرلهبدة  G  الاالة الاانية  pالرلهبة 

  رن ن و . p ي   2pهن همرة نايراة من الرلهبة  Gلهنازض آدر م  البار ض   إااز 

   4تمرين 
 له ،د همرة جزيية ن ظ،ية إاا يان : Gمن الزمرة  Hالزمرة الجزيية تعريف   

i .GH z      
ii .جر نر همرة جزيية ا له k   G  بحي  ا  نGKH �� . 

��!بم نن  ,Q . لير فيها همرة جزيية ن ظ،ية 

 الحل
ن ن ددددددددددددد   ددددددددددددد ف ا جدددددددددددددر  دددددددددددددر Q.Oهمدددددددددددددرة جزييدددددددددددددة ن ظ،يدددددددددددددة    Hلدددددددددددددت ن  

� �osZsrsr z� Hsrبحيددددددد  نن  /,, ^همدددددددرة جزييدددددددة    Zلأن  /� ` QQZH ,,0 zz 
Hnmلت ن  �/   Zm�   Zn�   omn z . 
HmHnmnHnmالآن  ����� ن ددددددددتنتج نن  Hمددددددددن داصددددددددية الأ ظ،يددددددددة للزمددددددددرة  /./
QsrH  !�� strhsmsr منددددددددددددددددددده ا ددددددددددددددددددد ن  / // HhZtلدددددددددددددددددددبعض   � ��  ه دددددددددددددددددددًا  ,

� � � � Hmtrmshtmrmshsr HmZtrshلأن  / � �� ��   هًا لهنازض . ,,

  5تمرين 
ه   ت ى بش ين فعلن   يين همرة جزيية اا  نليدين مريد   Gة برهن نن مريز الزمر  

 . Gن ظ،ية   
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 الحل
 Gهددد  مريدددز الزمدددرة  Zبدددرليين مريددد   لدددي ن  Gهمدددرة جزييدددة ن ظ،يدددة    Hلدددت ن  
ZaHaف دددد ف ا جددددر  Hغددددير  تدددد ى    Z لددددي ن  �� �!ا تددددبر  , aH الزمددددرة الجزييددددة  ,

Haالمت لددددددددددددددرة ب ا ددددددددددددددلة  ��!ن ظ،يددددددددددددددة فددددددددددددددإن  H لأن  , aHH فدددددددددددددددإن  �Ha لأن  ,
HaH  !� HhZiلبعض العناصدر  haiيم ن يتابتها  لش ين  �Ggنر  , �� لا دظ  ,

   .�Zaنننا ا تنرمنا  قيقة نن 
HyGgالآن لأر   ��  فإن : ,

 � � � � 1111 �����    hyhahyhahayhagyg iiii  

Hhyh ل ن  �Zaلأن   Hgygالنر إلى نن  ,,��1 هن همدرة جزييدة  Hإااز  ��1
HG لأن  G اناددة    Hkفددإن  ددا همددرة جزييددة غددير دفهددة  لددت ن  هددن اا  يلهبددة مريبددة / / 
^نر نن  ` HGHKH // GKHهًا اعلينا نن  �� إااز  H هدًا اتعدايض مد  ن ظ،يدة ��

HZ � . 
HZالآن إاا ياندددد     بددددنبار ابن ددددا   Gهددددن همددددرة جزييددددة  اناددددة مددددن  Hفددددإن   

HZالمعلد في،ا اير ل  لبااز  ف ا ين  لد لهنازض في  ن  � . 

 6تمرين 
�همرة دمة   فإن مريز  Gإاا يان    �GZG  ا  ن دفهاز . /

 الحل
� لشددد ين  Zمدددن نجدددين الت،ييدددز  ددد ف ن تددد    �GZ  نبادددرض نن مريدددز  .� �GZG / 

¸لي   دفهاز     ليه ا جر 
¹
·

¨
©
§�
Z
GZZa  بحي  ننZa� . 

GGfنعدددددرف الرا دددددم  o:  لشددددد ين � � 11 �� xaaxxf  ندددددرى ننZxaax ���  لج،يددددد  11
Gx العناصر ¸لأن  �

¹
·

¨
©
§�
Z
GZZa  فإنZxZaZaZx   . 
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 � � � � ZxaaxZxaZax �� � �1  
 Zxaxa 11 ���  

 ه  ه م م يفيزي . fنبم الآن نن  Zإلى  Gه  يا م من  fإااز 
� نل ظ نن � � � � � 11111111 ��������   xyayaxxaxaxyaxyaxyf 
�لأن      � � � � � Zyayaxxyayaxaxa � ������� 1111111 , 

          � � � �yfxf  

 . Gه  همرة جزيية  اناة    fkerالآن 
Gfإاا يدددددددددددددددددددددددددددددددددددان   ker  فإنددددددددددددددددددددددددددددددددددده ل دددددددددددددددددددددددددددددددددددين� � Gxexf ادددددددددددددددددددددددددددددددددددلنر إلى نن  , �

Zaxaaxexaxa �� � �� Gf هًا لهنازض في  ن  11 �ker . 
ZGfندددديراز لأن  o:  هددد  ه مددد يفيزي فدددإنTfG #ker/   يددد T رة جزييدددة مدددن هددد  همدددZ 

fGإبرالية فإن  Z لأن  ker/  هن إبرالية فإاازfG ker�  ل ن G  دمة فدإاازGG c   هدًا
fGالنر إلى نن  ker   إاازZaZ ZGن تنتج نن مريز     فق  . Z ت ى  /

 )نظرية ويلسون( 7تمرين 
�فإن  رن ن و  pإاا يان   � � �Pp mod1!1 �{� . 

 الحل
2!,/! يدددد  نن  pSا تددددبر همددددرة التندددداترا    PPPP مددددن  PS دددداال     pهمددددرة  �

 داال   p لأن نر همدرة جزييدة  kp�1هد   PS اال  مدن  Pفإن  رن الزمر الجزيية  Pالرلهبة 
 ددداال  ا ا جدددر  ن دددر مشددد ك  دددرا الاادددر  �pفدددإن نر همدددرلهم جدددزييتم  Pهدددن مدددن الرلهبدددة 

�ا ا ر  pفي  ن العرن ال لن للعناصر من الرلهبة  �� �11 �� pkp . 
إااز  دددددددددددرنها هدددددددددددد   pهدددددددددددن  ل دددددددددددب  ن يا  بلددددددددددد    P   PSالعناصدددددددددددر مدددددددددددن الرلهبدددددددددددة 

� �!1!/!
1

� ¸
¹
·

¨
©
§ poP
P

 في  ن : 
 � � � �� � � � � �ppkpkpppkpp mod1!1111!1 2 �{����� �� �  
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 تمارين متنوعة
 

^` رف  H   Gلأر مج،  ة غير دالية  -1 HH � �� FF 11   . 
 برهن 

i .H  همرة جزيية منG  النر إلىHH  . ل ن   ر هًل النتيسة  ، ماز  �1 
ii .  إاا يانH  مج،  دة غدير داليدة   فدإنH  همدرة جزييدة مدنG  إاا  فقد  إاا يدان

HHH ��1 . 
إاا  فقدد  إاا   Gهددن همددرة جزييددة  اناددة مددن  Gمددن الزمددرة  Hبددم نن الزمددرة الجزييددة  -2

HyHyيان  ��� FF  ل ينGy�,F . 
�ا دد ن فيهددا  Gلددن ماددااز لزمددرة غددير إبراليددة ن  -3 � 333 yy FF  y,Fلج،يدد  العناصددر   

  G . 
�افرض إرشاد    �^ `!�� 3/,,|,, ZZyxZyxS  رف   لش ين : S لد  

 � � � � � �@yZxZZyyxxZyxZyx c�c�c�c� ccc ,,,,,,  

exnهمددرة إبراليددة منتهيددة بددرهن نن  ددرن  لدد    Gلددت ن  -4 � يدد     �Gon /   e 
 . nه  من م ر ب  Gه  الاار   

 . 120لير  ا همرة جزيية من الرلهبة  6Aن بم ن -5
 . 6Aا تنري ب ا ة إرشاد   

 لي   ب يلة . 120بم نن همرة من الرلهبة  -6
 ن لل . 5 تنري الت،ران إرشاد   ا

pq يدد   qp2بدرهن نن همدرة مددن الرلهبدة  -7 ب دديلة   ليددان مت،داازان همددرة غدير درنان ن ,
� ا ددددتنتج نا دددداز نندددده إاا يددددان  � pqpq ��  qp2فددددإن نر همددددرة مددددن الرلهبددددة  12,

 له  ن إبرالية .
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bxaxبرهن نن  -8 هد  مربد   abاا يدان إاا  فقد  إ x   Gزابلة للحين  لن بة لدد   
 . G ن ر من  ناصر 

eaa اتبان  م   aميز  ي  الزمر التي فيها يين  ن ر غير الاار  -9 ,,  فق  . �1
   .1,2,3,3Sلالاين الزمر الرايراة من الرلهبة 

 البدازن اشد ين  2افرض نن ن دف العناصدر يدان مدن الرلهبدة  n2همرة يلهبتها  Gلت ن  -10
مدن يلهبددة فرناددة  هدن همددرة جزييدة إبراليددة مددن  H  بددرهن نن  nيلهبتهدا  Hهمدرة جزييددة 

G . ا   ماااز لزمرة تحق  الشرط ن لل . 
 . 3S ا     إرشاد   

 برهن نن يين همرة منتهية له م نيار من  ن ران  ا ن  له م يفيزي غير دفه . -11
  Gلنعدددني ن له مددد يفيزي غدددير نادلدددن  لدددد  Gا ددد  مادددااز لأ له مددد فيزي ددددايجن لزمدددرة  -12

  لد نبا ه . ف زياز الًر  ّ   يين ف ين لهراف  للزمرة 
�ددددً إ رشةةةاد    �
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G  بدددم ننG  هدددن همدددرة تحددد   ،ليدددة ضدددرب
 الم با فا  .

GGf رف   o:  لش ين 
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 . 

 ددا  لددد الأزددين  n الددتي تحدد ر  ن ددراز مددن يلهبتدده  n2ن الرلهبددة بددرهن نن همددرة منتهيددة مدد -13
� � 1�nt   من الزمر الجزيية العاناة    ي� �nt  ه   رن ز ا م العرنn . 

�  لدي ن  Gمدن  S   إبرالية لأر مج،  دة جزييدة غدير داليدة همرة  Gلت ن  -14 �SD 
yxمج،  ة البار ق  Syx ي   � �, . 

ABبددددددم نندددددده إاا يددددددان   بحيدددددد  يددددددان  Gتم مددددددن مج،دددددد  تم جددددددزييتم غددددددير  دددددددالي ,
BAG �فإندددده إمددددا نن   � � BAD �ن   � � ABD BAG. بددددم إاا يددددان  � ABيددددان    � , 

�غير منبا لتم فإن  � GAD �ن     � GBD   . 



 
 
 

 البا ين ال دددانس

 

334 

 هددد   دددرن صدددحيح م جددد   n الدددتي يلهبتهدددا  Gمج،  دددة  يددد  العناصدددر    Sلدددت ن  -15
 ماب  .

 . Gهن همرة جزيية  اناة    Sبرهن نن الزمرة الجزيية المت لرة   ،  ة  
 ددا همددرة  Gنايراددة إاا  فقدد  إاا يددان  Pهمددرة  Gهمددرة منتهيددة   بددرهن نن  Gلددت ن  -16

 جزيية ن ظ،ية   يرة .
يد   الدتي برهن نن الجً ي الن نية لل ا ر له دّ ن فقد  مج،  دة الجدً ي الن نيدة لعدرن مر  -17

 لهش ين همرة تح   ،لية ال رب .
 G ددرناز مريبدداز جددً يل الن نيددة لهشدد ين همددرة تحدد  ال ددرب مددن ال اضددح نن  Zلددت ن إرشةةاد   

هددددددددددن همددددددددددرة جزييددددددددددة مددددددددددن العناصددددددددددر غددددددددددير ال ددددددددددباراة المريبددددددددددة تحدددددددددد   ،ليددددددددددة ال ددددددددددرب إااز 

«
«
¬

ª
 � �� 111

1

ZZG n . 

مددددن  d ددددا  لددددد الأياددددر  1td   Gهمددددرة منتهيددددة  افددددرض نن ل ددددين  Gن افددددرض ن -18
 همرة نايراة . Gبرهن نن  dالعناصر من الرلهبة 

همددرة منتهيددة مددن يلهبددة فرناددة   بددرهن نن مج،  ددة م ددر    يددين العناصددر    Gلددت ن  -19
G .  ملد اة  ر لهرلهي   ت ال   الزمرة الجزيية لل،بانا 

بعض يم دددن التعبدددير  نددده ي،ربددد  لددد Gهمدددرة منتهيدددة   بدددم نن يدددين  ن دددر    Gلدددت ن  -20
�إاا  فق  إاا يان  G ناصر  �Go . فرنقز 

هددن  p الددتي يلهبتهددا  nSفددإن العناصددر ال  يددرة    n ددرناز ن ليدداز اق ددم  pإاا يددان  -21
 منبا لة . �pيا   اصين ضرب ن  

 . 6.1ا تنري  ران  ل   بعر نظراة إرشاد   
 . sAللزمرة  20   15بم ننه ا له جر همر جزيية يلهبها  -22
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 . 15لير  ا  ن ر يلهبته  sAنايراة    15يين همرة يلهبتها إرشاد   
 . sAمرافقا     5 ا  S  بم نن  sA اال  همرة  2-همرة جزيية  Sلت ن  -23



 
 
 

 الحلقـــات

 

337 

7 
 Rings   الحلقات

 
الآن اعتــ مج وعاعــات مــة ععلئــ  احاةئــ  كاحــاك مج كعاــغ  حــا  وعاعــات  ــ   حــى 

خاعئ  مـة كثرـم مـغ ععلئـ  احاةئـ  مج مرـة وعاعـ  العـااة اعمـعئع  كوعاعـ  العـااة اعح ـ ئ  
 ك   ا .

عفاــمك كنــاة كن نقــار ءاــما  لحــا  اعكمــمك كاعــا ءمــااة ا رــاات ع ــا ئ  كخــم  ك ت ــة ا
ـــــة ك ا ـــــا   ـــــاةك  عح ـــــ    عععلئـــــع ااعـــــة كاع ـــــم  مـــــغ حقئقـــــ  كن العـــــااة اعمـــــعئع   ت 

 المم اعذي يقاةمج على  امك الحلق  اعع  عمف  عشاة الآتي . الاعتئاةيتين

 تعريف الحلقة
��!اعحظـــــار   .,,R   حئـــــR   ععلئتـــــين معـــــم تين علـــــ   .ك  �وعاعـــــ   ـــــ  خاعئـــــ
   ع  حلق  عاا حققت اع ايهئات الآ ئ  : Rالمجعاع  
Rcbaلي   �,, 

1. � � � �cbacba �� �� 
2. abba � � 
aoaبحئ  كن  �Roياجا  .3  � 
�بحئ  كن  ��Raياجا  �Raعاة  .4 � oaa  �� 
5. � � � �cbacba ....   
6. � � cabacba ...  )قانان اعتازية اعئ اري( . � �

� � acabacb ...  )قانان اعتازية اعئعني( . � �
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 ملاحظات
   عئان ععلئع اع م  كااعة عل  اعتر ئب . � ك . .1
 ـ  زمـمك  ـة علااعئـ  مج عـذا  ـين ا ايـا  R  ين كن الحلق   4�Rعلى  1�Rالخاات مغ  .2

ساف ن عئه صـفم الحلقـ  كعـحفل اع ـ ب كي ـا  اعحظـ  علعلق  ياان كحئاا  ك  0ااعع  
كحئـــاا  مج كســـاف ن ـــعئه اععاـــا  ااععـــ  كك  �aياـــان  �Raااععـــ  عاـــة عحمـــم 

 ساعب اععاة .
baعاة عحمميغ  .3 �ساف نممك علعجعاع  Rفي الحلق   , �ba ba عممك  �� � . 
baلالا  مغ  abكعلعااةع   ينحا ناتب حاصة  م  عحمميغ  .4 . . 
ـــــا  عـــــ ل حـــــا  اعععلئـــــات  ك .5 ـــــه في اعكمـــــم  لـــــغ ياـــــان  ح ـــــ  مـــــا ل الا فـــــاف علئ  ... عل

ــــــــ  الساســــــــئ  في الحلقــــــــ   ��!اعرحاةئ .,,R   ــــــــذا ســــــــحقا  اختمــــــــارا  الحلقــــــــ  كنعــــــــني  Rع
 بحئـــــــــ  ياـــــــــان  .ك  �وعاعـــــــــ   ـــــــــ  خاعئــــــــ  مـــــــــة ععلئتـــــــــين احــــــــاةئتين  Rلــــــــذعا كن 

!�� .,,R .  حلق 

 تعريف 
baabاعع يتعقق  ئها  Rالحلق    Rbaعاة       ع  حلق  علااعئ  . ,�

 تعريف
aeaaeعاا ثــان  Rي ــع   ايــا  ــمق علعلقــ   Rفي الحلقــ   eاععحمــم   اــة ع   

Ra� . 
كعل  اعععار  الحلق  يماغ كن ياان  ئها  ايا  مق كك لا ياان مج كعل  كيـ  حـا   

ـــا كن نر ـــت ل ـــهاع  عاا ثانـــت  ـــاا   ـــملئا   Rيماحح ياـــان  e ـــين  eحلقـــ   ـــاي عحمـــما   اي
 .كحئاا  
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 ملاحظة
  ـ  عحمــما   ايـاا   ــملئا   Rيت ـ  مــغ  عميـا ا ايــا اع ـمق كنــه عاا ثانـت الحلقــ   

e   ينــه يماــغ كنــه لا نتلــا عــغ ا ايــا ااععــ o   كمــة اعــا  ــياا ثــان  ئهــا عحمــميغ علــ
 . oيجب كن نتلا عغ  eالقة  ين ا ايا اع مق 

 1مثال 
 ــ  حلقـــ   ـــت ععلئــع ااعـــة كاع ـــم  اععتـــاة ين  Zوعاعــ  العـــااة اعمـــعئع   

 ـ  حلقـات  R  ا  ايا ا مج ثعـا كن العـااة الحقئقئـ  1ك   حلق  علااعئ  بمعايا ك اععاة 
 Rكوعاعـ  ثـة العـااة الحقئقئـ   Qوعاع  ثـة العـااة اعح ـ ئ   Cعلااعئ  كالعااة اعمث   

كاع ــم   ثــة محهــا يشــاة حلقــ  علااعئــ   ــت ععلئــع ااعــة  Cكوعاعــ  ثــة العــااة اعمث ــ  
 اعأعا تين في ثة كاحاك محهغ .

 2مثال 
تمرـــة حلقـــ   ـــت ععلئـــع ااعـــة كاع ـــم   Eوعاعـــ  العـــااة اعككجئـــ  اعمـــعئع   

ــــا  ــــ  لــــ  عحمــــم  اي ــــاةيتين ك ــــ  حلقــــ  علااعئ يحقــــق  eعا كنــــه لا ياجــــا عــــاة زكجــــ  الاعتئ
yyeey  . yعاة العااة اعمعئع  اعككجئ     

 3مثال 
علــ  العــااة اعمــعئع   22uاعــع تمرــة  ئــة اعمــفا ات اات اعم  ــ   Mالمجعاعــ   

 شـــاة حلقـــ   ـــ  علااعئـــ   ـــت ععلئـــع  ـــة ك ـــم  اعمـــفا ات مج كاعمـــفا   اعمـــفمي   ـــ  
̧¸يا ااعع  كممفا   اعاحاك ا ا

¹

·
¨̈
©

§
10
  . M   ا ايا اع مق علعجعاع   01

̧¸كعاا ثان 
¹

·
¨̈
©

§
 

2221

1211

aa
aa

A  ين ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��
��

 
2221

1211

aa
aa

B  ا اعحظ  ااعع  علعحمم A . 
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ABعئــ  يافــ  كن نعرــم علــ  ممــفا تين  ــ  علاا Mكع ئــان كن  بحئــ  كن  Mفي المجعاعــ   ,
BAAB z : مج  عـــــــــــــــــــــــــــر   عاا ثـــــــــــــــــــــــــــان¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

30
21

A مج¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

01
01

B : ـــــــــــــــــــــــــــين  ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

03
03

AB  

̧¸ك 
¹

·
¨̈
©

§
 

21
21

BA    كن كمغ اعااBAAB z . 

 4مثال 
^اعتـــــ  المجعاعـــــ    5̀,4,3,2,1,0 X  ـــــين X  اـــــان حلقـــــ   ـــــت ععلئـــــع ااعـــــة 

 )انظم اعفمة الك ( . 6كاع م  معئار 

 5مثال 
م  احاةئــ  زمــمك  ــة علااعئــ    ــ  علــ  القــة عحمــميغ . نعــمف ععلئــ   ــ Gعــتاغ  

oyxثالآتي :  Gعل  عحاصم  Gyxعاـة  .  ��! ـين :  ,� .,,G   اـان حلقـ  علااعئـ  لـ 
  ايا .

 6مثال 
RRfوعاعــــ  ثــــة اعــــاكا  اعتمــــل   Fعــــتاغ  ||: o  حــــا ععلئــــع ااعــــة  ــــياا عم 
Fgfكاع م  عاة  � ثالآتي  ,� � � � � � � � Rxxgxfxgf |��� � 

 � � � � � � � � Rxxgxfxgf |. ��  
��! ـــــين   .,,F   ـــــ  حلقـــــ  علااعئـــــ  بمعايـــــا كياـــــان  ايـــــا ا ااععـــــ   ـــــا اعااعـــــ 

RRW ||: o  بحئ  كن� � oxW  . �Rxعاة   
RRf ــا اعتي ئــق  fكاعحظــ  ااععــ  علعحمــم  ||: o  بحئــ  ياــان� � � �xfxf � c  عاــة

Rx   اان حلق  علااعئ  مج كاعحاقش  الآ ئ   ا   كن : OFمج  �|
� لي �� � � � � � � �� � � � � � Fgfxgxfxgfxfxgxfg �  ,,.,. 
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�كحئــــــــــــــــــــــــ  كن  � � � Rxgxf عئتعقــــــــــــــــــــــــق محــــــــــــــــــــــــه خاصــــــــــــــــــــــــئته ا لااعئــــــــــــــــــــــــ   |Rك  �|
� � � � � � � �xfxgxgxf �كعن  ,  �� � � �� �xfgxgf .. Rxعاـــــــــــــــــــــة    كمـــــــــــــــــــــغ    ينـــــــــــــــــــــه  �|

Fgf �� fggfياـــــان  , .. RRكختامـــــا  عاا ثـــــان    ||: oT  ي ئقـــــا  معم ـــــا   عشـــــاة 
� � Rxx |1 �� T ين  � � � � � � � � � � Rxxfxfxf |.. ��  TT 

fffكياان    TT     ا ايا اع مق . Tكي كن  ..

 . نتائج أولية2
 4.7نظرية 

baعاة    ياان : Rفي الحلق   ,
i .ooaao    

ii .� � � � abbaba � � � 
iii .� �� � abba  �� 

 البرهان
i. � �00, � � aaORa  عاة 
                      aOaO�  

 � � � � � �aOaOaOaOaO ��� ��  

 � �> @aOaOaOO ���  

   aOOaO  �  

  Oa 0ك عرة نر ت كن 
 �Raعاة  OaaO  0ك عتالي  ين  
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       ii . � �> @ 0  �� aObba  
 � � Obaab  ���  
 � � � �abba � ��  

�كلحفل اعيميق  يماغ عا ات كن  � abba � � � �� � � �> @ � �bbaba �� �� �� 
   ab  

� ين   01كثان  1حلق  بمعايا  مق  Rعاا ثانت :  (1) ملاحظة �0 R . 

01 ين  �Rxعاا ثان البرهان :     oxxx   لااسي(i)  ئاان � �0 R . 
حلقـ  بمعايـا  ينحـا نعـني كن ا ايـا اع ـمق  Rعذعا كعتجحب الحاع  ...  ينحا عحاما نقا  كن 

 )صفم( . 0لا ي اكي 

 (2)ملاحظة 
i.  نعــــني  عممــــكnx  المجعــــاعxxx ��� عــــاة صــــعئ   nغ اعــــمات مج حئــــ  مــــ nمج  ...

�المجعـــــاع  �nxماجـــــب ك عـــــني ثعـــــا نعـــــني  عممـــــك  � � � � �xxx ������ مـــــغ  �nمج  ...
 عاةا  صعئعا  ساع ا  . nاعمات عاا ثان 

ii.  عاا ثــانn ا  صــعئعا  ماج ــا   ــين اعممــك عــاةnx   يعــني حاصــة اع ــمxxxx...  مــغ
 عذا  ين :اعمات 

 Rxxxxxxx ������ ,5  
 � � � � � � � � � � � � Rxxxxxxx ����������� � ,5  
 Rxxxxxxxxx �� 7  

 . أنواع خاصة من الحلقات3
baن عــايحا عــاةان صــعئعان مــغ اععلــار كنــه عاا ثــا   ــين اعــا يعــني  ab 0كثــان  ,

baكعلــ  اعععــار  ــياا ثــان  b 0كك  a 0كن  عحمــمان في حلقــ  مــا مج  عــغ اعتاقــة كنــه عاا   ,
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.0ثـــان   ba 0ن  ـــي a  0كك b   كعاـــغ اعـــا عـــئل صـــعئعا  ةاةعـــا  في الحلقـــات مج  علـــ
ـــــا  عاا ثـــــان  علـــــ   22uعلعمـــــفا ات في اع ـــــع   Mهمـــــا عحمـــــمان في ...  ,BAســـــ ئة اعر
«العااة اعمعئع  كثان 

¼

º
«
¬

ª
 

90
30

A  مج»
¼

º
«
¬

ª
 

00
40

B  ين »
¼

º
«
¬

ª
 

00
00

.BA . 

ABفي حــين كن ثــ   مــغ  حلقــ  اعمــفا ات اعملعــ  علــ   Mعحاصــم  ــ  صــفمي  في الحلقــ   ,
Z  يغ  ـــــ  صـــــفميين مج عـــــذعا  ينـــــه مـــــغ اععاـــــغ اععرـــــار علـــــ  عحمـــــمba في حلقـــــ  بحئـــــ   ,
0.  ba. 

 )القواسم الصفرية(  5.7تعريف 
 ab 0ي ـع  قااـا  ي ـارل  علمـفم عاا ثـان  �Raحلق   ين اععحمم  Rعاا ثانت  

ي ـع  قااـا  يمئحئـا  علمـفم عاا كجـا عحمـم  �Raاععحمـم  �Rbعمفمي  ع عض اععحاصم    ا
 . ba 0بحئ  ياان  �Rb   اعمفم 
اعمــفم  ئهــا قااــا   حلقــ    ــ  عحمــميغ علـ  القــة مج  ــين الحاعــ  اعتا هـ  ياــان Rكعاا ثانـت 

لمفم كي ع  اعقاسـ  اعتا ـه علمـفم مج اععحمـم اعفـ  صـفمي كاعـذي ياـان قااـا  يمئحئا  كي ارل  ع
اععحمم  ـ  اعمـفمي كاعـذي م ي ع  قاس  ق ل  ي اري )يمئني( علمفم مج في ارل  )يمئحئا ( علم

 علمفم .  عل ياان عما قاس  ي اري كك يمئني علمفم ي ع  قاس  
 ــ  حلقــ   Rلا  تــاي علــ  قااســ  علمــفم ي ــاري  كك يمئحئــ   ينحــا نقــا  كن  Rثانــت   كمــا عاا

 لاكن قااس  صفمي  .

   6.7تعريف 
اعع لا  تاي عل  قااس  صفمي   علئ    ع  سـاح  ممـ  مج كي  Rالحلق  ا لااعئ    
Rbaoab ـــــ  ســـــاح  ممـــــ  عاا ثـــــان عاـــــة  Rا لااعئـــــ   كن الحلقـــــ    b 0يعـــــني كن  ,, �

oaكك    . 
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 7مثال 
 ــــت ععلئــــع ااعــــة كاع ــــم  اعــــأعا تين  ــــ  ســــاح  ممــــ  لنــــه عاــــة  Zالمجعاعــــ   

ba عاةيغ صعئعين  . b 0كك  a 0 ين  ab 0عاا ثان  ,

 7.7تعريف 
ي ـع  كحـاك )كك قالـة علعاـل( عاا كجـا  1كاعع لها  ايـا  Rفي الحلق   aاععحمم  
 . baab  1بحئ   Rفي  bعحمم 

 10مثال 
 لن : X ا كحاه علعلق   5اععحمم  8في اعرا   
� �8mod13.3   
� �8mod11.1   
� �8mod17.7   
 ذعا .عئ ت ث 0,2,4,6لئحعا 

 ملاحظة : 
عـــئل  aاعـــع لهـــا  ايـــا ي ـــع  عحمـــم  ـــ  كحـــاه عاا ثـــان  Rفي الحلقـــ   aاععحمــم  

  ا عحمم    كحاه . 0,2,4,6نجا كن ثة مغ  8لاحاه مج في اعرا  

 11مثال 
^اعت  الحلق    `6,5,4,3,2,1,0 R  بحئـ  كن  7 ت ععلئع ااعـة كاع ـم  معئـار
� �7mod1.1 �مج    �7mod14.2 �مج    �7mod15.3 �مج    �7mod16.6 ـــــة    ـــــين  ئ   .

    اعمفمي  قالل  علعال . Rعحاصم الحلق  
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 7.8نظرية 
وعاعـ  اععحاصـم اعـع  ـ  كحـاات  شـاة زمـمك جكةئـ   1اعـع لهـا  ايـا  Rفي الحلق   

�!مغ ش ه اعكممك  .,R . 
 البرهان

11.1 ـــــ  وعاعــــ  اععحاصـــــم اعــــع  ـــــ  كحــــاه مج  عـــــغ اعاا ـــــ  كن  Sنفــــم  كن     
 . S�1 ئاان 

Sbaكالآن نفــم  كن  ba ينــه كبمــا كن ثــة مــغ  ,� Sdc ــا كحــاه  ينــه ياجــا  , بحئــ   ,�
� ك ذا يعني كن dbbd  1ك  caac  1ياان  �� � � � 11     accacbdadcab 

�كلمارك مشابه   ين  �� � 1 addc  يحتج مغ اعـا كن اععحمـمab  كحـاه ياـانSab�  كعاـغ
1� ac  ا كحاه  ئاان Sa �!زممك جكةئ  مغ  Sك عتالي  ين  ��1 .,R . 

 لقة القاميية()الح 9.7تعريف 
في كي حلق  بمعايا  مق عاا شالت وعاع  اععحاصم    اعمـفمي   ئهـا زمـمك  ـت  

 ععلئ  اع م  ائت حلق  قاائ  .

 )الحقل( 10.7تعريف 
 الحلق  اعقاائ  ا لااعئ    ع  حق   . 

 12مثال 
̧¸كاات اعشـــاة  22u ـــ  وعاعـــ  ثـــة اعمـــفا ات  Mا ــم  كن  

¹

·
¨̈
©

§
� ab

ba   حئـــ

abكن  baكعـــااة ممث ـــ  ككن  , baهمـــا مما قـــ  اععـــاةيغ  , حلقـــ   Mمج مـــغ اعئ ـــ  لئـــان كن  ,
̧¸بمعايا  مق 

¹

·
¨̈
©

§
10
 ااعة كاع م  . ت ععلئع  01
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 ينهــــــــــا  اــــــــــان علــــــــــ  صــــــــــارك  M ــــــــــ  كي ممــــــــــفا    ــــــــــ  صــــــــــفمي  في  A ــــــــــياا ثانــــــــــت 
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A   حئvuyx     كعااة عئ ت  ئعها كصفارا  . ,,,

 ــــــــياا كخــــــــذمج مــــــــر   
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B  ــــــــين MB�   ثعــــــــا كن
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BAAB . 
 ــ  حلقــ  قاائــ  مج كر ــ   M ــ  كحــاه عــذعا  ــين  Mكعلئــه كي ممــفا    ــ  صــفمي  في 
Mاعا  ه  عئ ت حق   لنه بأخذ 
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    علااعئ   ت ععلئ  اع م  . M ئاان 

 13مثال 
حلقـــ  علااعئـــ  بمعايـــا كثـــة عحمـــم  ـــ  صـــفمي  ئهـــا قالـــة  Rركيحـــا كن  11في اعرـــا   

 حقة . Rعلعال مج عذعا  ين 

 14مثال 
تمرــة حقــ    ــت ععلئــع  ــة ك ــم  العــااة اعمث ــ  مج  Cوعاعــ  العــااة اعمث ــ   

 ا ا ايـا اع ـمق مج ثعـا كنـه ثـة عـاة ممثـب  ـ   1   علااعئ  كاععحمم  Cكمغ اعاا   كن 
biaصفمي  ي عه معاا   مق ي اك  �

22 ba
bia

�

� . 
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 عرة بما كن معاـا  ثـة عـاة ن ـ   ـ  صـفمي  ـا عـاة ن ـ  كمعاـا  كي عـاة حقئقـ  
 ث هما حقة .  ,QIR   صفمي  ا عاة حقئق  مج  ين 

 11.7نظرية 
ا عاـــــــــة  اـــــــــان خاعئـــــــــ  مـــــــــغ قااســـــــــ  اعمـــــــــفم عاا ك قـــــــــ  عا Rالحلقـــــــــ  ا لااعئـــــــــ   

Rcbaa �z cbacab ين  0,,,     . 

 البرهان
 R  حلق  خاعئ  مغ قااس  اعمفم كثانacaba  z Rcbaحئ   0,   ين : ,,�

 � � 0 �� cbaacab  

� 0لا  ـــــاي قااســـــ  علمـــــفم  ئجـــــب كن ياـــــان  R م ـــــا  مج ثعـــــا كن  0zaعاـــــغ  cb   عاا
cb  . 

cbacabحلقــــ  يتعقـــق  ئهــــا اعشـــمن اع ــــالق ك ــــا كن  Rكالآن نفـــم  كن    �  
Rbaكعئاغ  0,0بحئ  كن  ,�  z aba . 
00الآن  a   يعيئحــاaoab عاا  حلقـــ   b 0ك ــذا مــغ خـــ   اعفــم  يعيئحــا كن  0zaك   

 لاكن قااس  علمفم .

 )قوانين الحذف( 12.7تعريف 
Rcbaق قانان الحذف اعئ اري عاا ثان عاة يقا  لها كنها  ق Rالحلق   �,,  

0za cbacabك   �  
 كلحفل اعتعميا يماغ ععيا  قانان الحذف اعئعئني .

 ملاحظة
يجــــب الانت ــــاه على كن اعقمــــاة لقــــانان الحــــذف مج  ــــا قــــانان الحــــذف علعحاصــــم  ــــ   
 اعمفمي  .
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 13.7نظرية 
 ثة ساح  مم     صفمي  محتهئ     حقة . 

 البرهان
^عـــــــــتاغ   `naaaR ,...,,  ـــــــــ  ســـــــــاح  ممـــــــــ   ـــــــــ  صـــــــــفمي  ك محتهئـــــــــ  ك ئهـــــــــا   21

0,2 1 zt an . 
�نفــم  كن  � Ra �z naaaaaaaa ــين  0 ,...,...,,, اعختلفــ   R ــ  ثــة عحاصــم  321

ــــانان الحــــذف متعقــــق في  nكعــــاة ا  Raxمج ن ــــتحتج كن لي  Rمج الآن ق ــــين  �  ka  ــــا 
�كحـــا  � iaani ikكي كن   2,1,..., aaa RaLكمـــغ    ينـــه ياجـــا  iعـــ عض قـــئ     بحئـــ   �
2aaaياـــان  �ياــــان  �Rbثعــــا كنـــه لي     � � �baabaaab LL babعاا      L   بمــــا كنR 

 . e عممك  Laكعحممك علعحمم  R ا اععحمم ا ايا في  Laعلااعئ   حا ... يؤةي على كن 
Ra ـــــؤةي على كجـــــاة  (1)كالآن اعع قـــــ   j jaaeبحئـــــ  كن  � Raaعاا     j � �1 

 حق   . Rكعلئه  ين 

 ملاحظة
لم ـان خخــم علحظميـ  اع ــالق  كاعـا  ســتخاار حقئقـ  كن ثــة شـ ه اعكمــمك اعحتهئـ  اعــع  
^قـانان الحـذف  ـ  زمـمك ك حـا عـايحا يتعقق  `0�R  ـ  شـ ه زمـمك محتهئـ  كيتعقـق  ئهـا قـانان 

 الحذف اعئ اري كاعئعئني .

  7.14نظرية 
� �a  اعحتهئ  اعع لا  اي قااس  علمفم    حلق  قاائ  . الحلق     اعمفمي 

 البرهان
 (2)مــة اخـت ف ل ــئ  ك ـا لعــا اععاةعــ   13.7اع  ـان يشــ ه  ع ـ   لم ــان نظميـ   

 يت  عثعا  اع  ان  عيميق  اعتاعئ  :
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�( 0za)لن  � ,022 aaaaaaaaaaaa LLL  . �Rxكالآن عاة   �� � � 
 � � � � xaxxaaxaaax LLL  �   

�ككي ـــا   � � � LLL xaxaxaaaxxa ككخــــ ا   R ــــا اععحمــــم ا ايــــا في  Laكعلئــــه  ــــين    � 
jL عي   (1)اعع ق   aaa Raaع عض اعقئ     j  ككي ا  : �

 � � � � LjLLLjLj aaaaaaaaaaaaaaaa  � � � � 0  

    حلق  قاائ  . Rيؤةي على كن 

 ملاحظة
ــــا wedderbumمــــغ نظميــــ  )  ( اعشــــه ك ثــــة حلقــــ  قاائــــ  محتهئــــ   ــــ  حقــــة مج  ينح

 ن تيئة اعقا  بأن ثة حلق     صفمي  كمحتهئ  كلا  اي قااس  علمفم    حقة .

 تمارين محلولة 
 1تمرين 

ظامــــــا  يتعقــــــق  ئــــــه ثــــــة شــــــمكن الحلقــــــ  مــــــة عماانئــــــ  اســــــترحا  اعشــــــمن ن Rعــــــتاغ  
abba Rbababcacبحئـــ  ثـــان  �Rcعاا كجـــا عحمـــم  � �  R نلـــم غ ك , � ��

    حلق  .

 الحل
 � �� � � � � � � � bcbcacacccbccaccba ��� ��� ��  

� ككي ا   �� � � � � � � � bcacbcaccbacbaccba ��� ��� �� 
acbcbcac ا يعني كنك ذ � � 

 � � � �cabcba � ��  
 abba � ��  

    حلق  . R( عاا  c)لااسي  خاصئ  اععحمم 
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 2تمرين 
R xxعاا ثان في الحلق     علااعئ  . Rلم غ كن  مج Rفي  xعاة  3 

 الحل :
Ryxعاة   �,  

 � � 024242222222222  ��� � yxyxxyyxxyxyxxyyxxyxxyx  

24لن  xx   
�  ياا   � 2223222222 0 yxxyxyxxyxyxxyx  � � � 

0222 كلحفل اعيميق  نحمة عل   � yxxyx 
 ا  :عا

 22 yxyx       (1) 

 ككي ا  :
 � � 22232 33033 xxxxxxxx  � ���� �  (2) 

 كخ ا  :

 � � 3232223422 222222 xxxxxxxxxxxx � � �� �� � (2)لااسي          
� ين  (1)كعاغ الآن لااسي   � � �2222 xxyxx  كمحها نحمة عل  : � �

 � � � �xxyyxx � � 22     (3) 

22 (1)مــغ خــ   ككي ــا   yxxy yxxyنحمــة علــ   (3) ــذه اعع قــ  مــة اعع قــ      Rعاا    
    علااعئ  .

 3تمرين 
�حلقـــــ  بمعايـــــا ك ئهـــــا  Rعاا ثانــــت   � 222 yxxy Ryxعاـــــة    حلقـــــ   R ـــــين  ,�
 علااعئ  .



 
 
 

 الحلقـــات

 

351 

 الحل
Ryxعاة  �, � �> @ � �222 11 � � yxyx 

 � � � �12222 �� �� yyxxxy  
 � � 2222222 2 xyxyxxyxxyxxy �� ����  
 yxxyx 2 �      (1) 

� نحمة عل  1�xلـ  x ست اا   � � � � � yxxyx 2111 � �� 
 � �� � � �yxxxyxy 121 2 �� ���  
 yxyyxyyxxyxyx �� ���� 22  
 xyyx  �  

yxxyx  ين (1))لن مغ  2  
    حلق  علااعئ  . Rعاا  

 4تمرين 
ـــتاغ   ^ع `ngggS ,...,, ـــ    21 ـــ  مـــة ععلئ ـــتاغ اع ـــم  شـــ ه زمـــمك محتهئ حلقـــ   Rكع

�عتعمف  �
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SgRagaSR ii
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¦حئ  كن  
 

n

i
ii ga

1

  ا رمك صاري مج عذا  ين : 

 ¦ ¦  � � nibagbga iiiiii ,...,2,1  

�عل  المجعاع   .,�نعمف  �SR  ثالآتي � �¦ ¦¦
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iiii gbagbga
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jik ¦حئــــــــــ  كن  baC   كالمجعــــــــــاع مــــــــــأخاا علــــــــــ  ثــــــــــة الزكاji ba بحئــــــــــ  ياــــــــــان  ,
kji ggg  . 

�اا ت كن  �SR .  تمرة حلق 
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 ملاحظة
 � �SR . ع  حلق  نما اعكممك   

 الحل

�مغ اعاا   كن �¦ ¦¦¦ ¦ �� �¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
�

i i
iiiii

i
ii

i i
iiii gCgbagCgbga 

         � �> @¦ �� 
i

iiii gCba  

                                          � �> @ � �¦ ¦ ¦ �� �� 
i i i

iiiiiiiii gcbgagCba  

 ¦ ¦ ¦ ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
��

i i i
iiiiii gcgbga  

� ك � � �¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦� � � �
i i i i i i

iiiiiiiiiiiiii gagbgabgbagbga 

iid ـــياا كخـــذمج    ¦ثـــان   0 �
i

ii gd0  يمرـــة اعمـــفم  عح ـــ   على� �SR  كي كن

¦ ii gd : اععحمم ا ايا عععلئ  ااعة لنه عحاةذ ياان 
 � �¦ ¦ ¦ ¦ � �

i i i i
iiiiiiiii gagdagdga  

�ثذعا  � � �¦ ¦ ¦  �� �� 0iiiiiii gaagaga . 
�كمحه ن تحتج كن  � !�� ,SR .  زممك علااعئ    

¦نعني  عممك 
 kjj ggg

iiba  اععحمم¦ jik baC   في الحلقR  كياان المجعـاع مـأخاا علـ  ثـة

ji ba ـــــــ  كن  , kjiبحئ ggg ـــــــحفل اعيميقـــــــ     كل
� �
¦

 ukji gggg
kji cba  ك

� �
¦

 vkji gggg
kji cba  ـــــــة كن تمر

¦اععحمــميغ  ¦  kjivkjiu cbacba ED علــ  اعتر ئــب كالمجعــاعين يععــ ن  Rفي الحلقــ   ,
kjiعل  اعر ا   cba  بحئ  كن� � ukji gggg �ك    � vkji gggg  . عل  ح ب اعتر ئب  
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vu   ش ه زممك  ت ععلئ  اع م   Sلن  gg nvuعاة    ,...,2,1,  عذا :  

 � � � �¦¦¦ »
»
¼

º

«
«
¬

ª

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
llii

i
ii gcgbga  

 
»
»

¼

º

«
«

¬

ª

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
 ¦¦¦

l
ll

j
jj

i
ii gcgbga  
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 لحفل اعيميق  ن تيئة لم ان كن :
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�كمحه ن تحتج كن  � !�� .,,SR .  اان حلق  
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 )كاتلانسكي( 5تمرين 
ا  ايـا كثرـم مـغ معاـا   ـمق يمئـني مج  ـين كا ت كنه عاا ثان ععحمم ما في حلق  لهـ 

 وعاع  اععااسات اع ملئ  اعئعئحئ   اان وعاع     محتهئ  .

 الحل
عحمــما  عــه كثرــم مــغ معاــا   ــمي  �Raكعــئاغ  1حلقــ  بمعايــا  ــمي  Rعــتاغ 

كي كن  aعــــــــــــــ  اععااســـــــــــــــات اعئعئحئــــــــــــــ  علعحمـــــــــــــــم  ـــــــــــــــ  وعا  Sيمئــــــــــــــني مج كا ــــــــــــــم  كن 
^ 1̀/  � axRxS  كالآن لي عحمــــــــــــــــــــــــــمs   في المجعاعــــــــــــــــــــــــــS   نأخــــــــــــــــــــــــــذ المجعاعــــــــــــــــــــــــــ

^ `SxsxaT � لن 1/ ��� � � � asaaaxsxaa �� ��1 
                  asaa �� 1  
                  1  as  

Ssxaنحمة عل    STعاا   ���1 � 
TSfنعمف  o:  ح ب� � sxaxf  . �Sxثة   1 ��

  اق  ك ا كحاةي كي ا  لن : fمغ اعاا   كن 
 � � � � syasxayfxf �� ��� 11  
 � � � � � � � � yxaxyaxxxyaxxayaxa  � � � �  

TSوعاعــ  محتهئــ   ــين  S ــياا  عاا ثانــت  STكن ــتحتج كن    TsSsبمــا كن    ��  ــياا   ,
sZas  . aZ 1 ئاان  �SZكعاغ  Za 1ذا يؤةي على كن   1 ��

يجب كن ياان عـه معاـا   aعحمم عه معاا   مق مج ك ذا يعني كن  aعلى كن  ذا يؤةي 
 وعاع     محتهئ  . Sيمئني كاحا ك ذا يحاقض اعفم   تاان 

 6تمرين 
كاعــع  قــق  ئــة شــمكن الحلقــ   .,�مــة ععلئتــين احــاةئتين  Rالمجعاعــ  اعفــ  خاعئــ  

اعئ ـار   ـع  حلقـ  مجقمـ  عاا ثـان سترحا  شمن اعتازية مغ جه  اعئعـين كاعتازيـة مـغ جهـ  
 � � � � dbebdacadcba ..... ��� �� 
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Rdcbaعاــــــة  ��!لــــــين كن عاا ثانــــــت  ,,,� .,,R  0.0 اــــــان حلقــــــ  مجقمــــــ  ك Z  ــــــين 
032 zazzaaaك    ــــــــا  �Zaعاــــــــة  .00...      Rعاعــــــــ  علــــــــ  المج مج كعاا مــــــــا عم ح

zyxyx عشاة  �  Ryxعاة  . �   غ كن  ,� �� ,,R  0 ـ  حلقـ  ككن   xzzx 
 . �Rxعاة 

 الحل
 � � � � 0340.00.00.00.000.000.0    ���� �� ZZZ  

� ككي ا   � � � 020.0.0.00.00.  ����� �� ZaZZaaaa 
 ZaZZa  � �� 0.30.  

Za كلحفل اعيميق  يماغ عا ات كن  .0 
Zaa ك ذا يؤةي على كن   22 .00. 

� ك اذا  ين � � � ZaaaaaZa     0.0..0.. 2 
ZaZ كلحفل اعيميق  ن تحتج كن  . 

Rcbaككخ ا  عاة  �,, � � � � � � ZcZbacZbacba �� �  ... 
  � � � � ZcZba ��� 0..  
  � � � � ZZcZbacba ���� 0..0....  
  � � ZZZZcba ���� ..  
  � � Zcba � ..  

03لن   z 
� ممك كخم  � � �zcbacba �  . 

   � � zzcba �� ..  
   � � � � zzcba ��� ..0  
   � � � � zzcbzacba ���� .0.0...  
   � � zzzzcba ���� ..  
   � � zcba � ..  
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�كلن  � � �cbacba ....     ععلئ   ح ئقئ  ككي ا  : نحمة عل  كن   
 � � � � zcbacba �� � .  
   � � � � zcba ��� .0  
   zcbcaba ���� .0.0..  
   zcabazzzcaba �� ���� ....  

� ككي ا   � � � zcazbacaba ��� � .. 
         zzcaba ��� 3..  
         zcaba �� ..  

03لن   z   ياا  � � cabacba � � 
ـــــحفل اعيميقـــــ  ن ـــــتيئة لم ـــــان كن  �ل � acabacb � !كن ـــــتحتج كن  ��� ,,R   ـــــ 

 حلق  .
.0 كخ ا    � �  zzzzxzx 

.0 ك  � �  zzzxzxz 



 
 
 

 مة اع الـــةاعف

 

358 

 تمارين
 

<لــم غ كن المجعاعــ   .1 @ ^ `ZbabiaiZ  ــ  حلقــ   ــت ععلئــع  ــة العــااة اعمث ــ   :, ��
 ك مبها .

> @iZ .  ع  حلق  العااة اعمعئع  عتجاك   
^لم غ كن المجعاع   .2 `QdbadcbaR     حقة . 632/,, ����
وعاعـــ  ثـــة العـــااة  ـــ  اعح ـــ ئ   شـــاة حلقـــ   ـــت ععلئـــع ااعـــة  Rc ـــة المجعاعـــ   .3

 كاع م  الاعتئاةيتين ؟ )اااا  لا( .
ــــــم غ كن لي عــــــاة ككلي  .4 � اــــــان  Pل � ^ `QbaPbaPQ  ــــــ  حلقــــــ   ــــــت  /, ��

 .ة حق   ؟ )اااا  نع (ععلئع  ة ك م  العااة الحقئقئ  .  ة  ذه المجعاع   شا
dcbaلـــــــــــــــــــــــــــــم غ كنـــــــــــــــــــــــــــــه عاا ثـــــــــــــــــــــــــــــان  .5  ـــــــــــــــــــــــــــــين Rعحاصـــــــــــــــــــــــــــــم في الحلقـــــــــــــــــــــــــــــ   ,,,

� �� � bdbcadacdcba ��� ��. 
� اان علااعئ  عاا ك ق  عاا  Rلم غ كن الحلق   .6 � Rbabababa ���� � ,2 222 
كعم حــا  Rكاعـع عحاصـم ا مـغ حلقـ   nnuاعـ  ثـة اعمـفا ات مـغ اع ـع  وع nRعـتاغ  .7

�لي ممــفا تين ععلئــع ااعــة كاع ــم   � � �ijij bBaA �ثعــا يلــ    ,   �ijij baBA � � 

�كنعــــــمف  �ijcAB ¦حئــــــ  كن   
 

 
n

k
kjikij bac

1

 ــــــت اعععلئــــــات  nRكن المجعاعــــــ   لــــــين 

كلــين   Rعلــ  الحلقــ   nnuكعــ ه  شــاة حلقــ  مج  ــذه الحلقــ    ــع  حلقــ  اعمــفا ات 
 اــــــــــــــــة  ــــــــــــــــ  علااعئــــــــــــــــ  ع nR ــــــــــــــــين  1حلقــــــــــــــــ  بمعايــــــــــــــــا  Rثــــــــــــــــذعا عاا ثانــــــــــــــــت 

2tn . 
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لي  Sعاةلـــــ  ثـــــة المجعاعـــــات ااكةئـــــ  مـــــغ  Fوعاعـــــ   ـــــ  خاعئـــــ  كعـــــتاغ  Sعـــــتاغ  .8
FBA  نعمف ععلئع ااعة كاع م  ثعا يل  : ,�

 BABABA ��� �  
 BAAB  ك :                                                                                      �

    حلق  علااعئ  بمعايا . Fلم غ كن 
^عــتاغ  .9 `ngggG ,...,,  R ــ  زمــمك محتهئــ  لععلئــ  احاةئــ  يشــار لهــا  ع ــم  كعــتاغ   21

�حلقـــ   ـــياا ثـــان  � � �^ `RaaaaGR in � /,...,, كعم حـــا ععلئـــع ااعـــة كاع ـــم  علـــ   21
�المجعاع   �GR  : ثالآتي 

 � � � �nn bbbaaa ,...,...,,,...,...,, 2121 �  
 � �nn bababa ��� ,...,...,, 2211  

� ك �� �� �nnn cccbbbaaa ,...,...,,...,...,,,...,...,, 212121 
Lkj ¦حئـــ  كن  bac  كالمجعـــاع مــــأخاا علـــ  ثـــة الزكا  Lk ba jLkحئــــ   , ggg في   

�مج اا ت كن  Gاعكممك  �GR .  حلق    
� �GR ع  حلق  زممك  G   علR . 
^عـتاغ  .10 `RaaaakajaiaaH /,,,/ 32103210  Hف اع ـاكاك علـ  المجعاعـ   عـم   ����

  عشاة :
 kbjbibbkajaiaa 31103210 ��� ���  

3321100عاا ك قـــ  عاا ثـــان  ,,, baababa  Hنعـــمف ععلئـــ  ااعـــة كاع ـــم  علـــ      
  عشاة :

 � � � �kbjbibbkajaiaa 32103210 �������  
 � � � � � � � �kbajbaibaba 33221100 �������  

� ك �� �kbjbibbkajaiaa 32103210 ������ 
 � � � �ibabababababababa 2332011033221100 �������  
 � � � �kbabababajbabababa 1221033031130220 ��������  

  ااّن حلق  قاائ  . Hلم غ كن 
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 ا نظار يحقق  ئة شمكن الحلق  بمعايـا مـة عماانئـ  شـمن اعت ـاية ااععـ   Rعاا ثان  .11
abba     حلق   Rعتالي  ين لم غ كن  ذا اعشمن سئتعقق ك  � �
�: كزع  إرشاد �� �11��ba . في عتجا ين مختلفين 
Rxxxثان   Rفي الحلق   .12  لم غ كن : 2, ��

i .Rxx �� 02 . 
ii .R .  حلق  علااعئ 

 ـــــــ  علااعئـــــــ  كلـــــــاكن  ايـــــــا  ـــــــمق مج بحئـــــــ  ياـــــــان  ئهـــــــا    Rلحلقـــــــ   اعيـــــــ  مرـــــــالا   .13
� � Ryxyxxy �� ,222   

خذ إرشاد : 
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 Zba

ba
R ,

00
 . 

 اا ت صاا  كك اا ت خيأ اعع ارك : .14
 � � 333 yxxy Ryxعاة     ان علااعئ  . ا R ين  ,�

 اع  مرالا  عش ه حلق  لا  اان حلق  . .15
^عتاغ إرشاد :  `24,4,0 X  زممك  ة ةاةمي  ر  تها عاةXba  . ab 4عمف  ,,�

Rxxexبحئ  ثان  �Reحلق  ثان  Rعاا ثانت  .16 ي ـع  ا ايـا اعئ ـاري  e ـين   ��
 . اات  ايا ي اري كحئا  ينها  اان اات  ايا Rلين كنه عاا ثانت  Rعلعلق  
Rx� , xiexلم غ كنه عاة إرشاد :   . R اري علعلق   ا  ايا ي ��

ياجــا عحمــم كحئــا  �Rxعاا ثــان عاــة عحمــم  ــ  صــفمي  eحلقــ  بمعايــا  Rعــتاغ  .17
Ry�  بحئ  كنexy  عه معاا   مق . xلم غ كن   
�لين كن إرشاد :  �> @eyxyex  �� . 
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eeي ــع  عحمـم مت ـاكي اعقــاك عاا ثـان  Rفي الحلقـ   eاععحمـم  .18  xككي ـا  اععحمــم  2 
 . nع عض عاة ماجب  nx 0يم اعقاك عاا ثان ي ع  عا Rفي الحلق  

 : Rلين كنه في الحلق  
i. . اععحمم اعف  صفمي مت اكي اعقاك لا يماغ كن ياان عحمما  عايم اعقاك 

ii. كي  اعقـا  في الحلق  اات ا ايا كاعع لا  اي قااسـ  اعمـفم  ـين اععحاصـم مت ـا
  اان  ق     اعمفم كا ايا .

abثــــان   Rفي حلقــــ  علااعئــــ   .19 baarعحمــــمان عــــايم  اعقــــاك مج  ــــين اععحاصــــم  , عاــــة  ,�
Rr� . اان ثذعا عايم  اعقاك  
0,0عاا ثان إرشاد :    nm ba : ين  

 � �> 0............1
1  ����� � ������ nmnmnmnmnm bbacaba  

حلق  لا     عحاصم    صـفمي  عايمـ  اعقـاك  ـين كي عحمـم   ـاكي اعقـاك  Rعاا ثانت  .20
e   علعلقR  ياانRxxeex  اا ت اعا .  ��

�   �Rxلي عحمم إرشاد :  � � �> 22 0 exeexneexe �  � 
ياجــا عحمــم  �Raحلقــ    ــ  كثرــم مــغ عحمــم كاحــا مج كعــئاغ عاــة عحمــم  Rعــتاغ  .21

b  كحئا فيR  بحئ  ياانaaba  لم غ كن :  
i .� � bbabiR  حلق  قاائ  . , 

 لا     قااس  صفمي   علئ  . Rلين كن إرشاد : 
 لم غ كن ثة حقة  ا ساح  مم  . .22
وعاعـ  العـااة اعح ـ ئ  اعـع يماـغ ثتالتهـا علـ  اعشـاة  pDعاة ككلي كعتاغ  Pعئاغ  .23

ba kPbحئ  كن  |  ـ  سـاح  ممـ   pDلـين كن  0tkعـ عض العـااة اعمـعئع    
 اا ت صع  كك اا ت خيأ اعع ارك . الاعتئاةيتين ت ععلئع ااعة كاع م  
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 عحاصم . 6 اجا ساح  مم   ئها  .24
��!لن  6ســــــاح  ممــــــ  مــــــغ اعم  ــــــ   Dعــــــتاغ إرشاااااااد :  .,,D   6 ــــــ  حلقــــــ  مــــــغ اعم  ــــــ  

baعاا   ئهـا عحمـمان  6تمرة زممك علااعئ  مغ اعم     D ين زممك ااعة مغ   , 2اكات ر  تـين  ,

ـــــــب عاا   3 02علـــــــ  اعتر ئ  ab  0الآنza  02ك zb   ـــــــياا !�� .,,b  لا يماـــــــغ كن  اـــــــان
 ساح  مم  .

 لم غ كن كي حقة محتهٍ يجب كن ياان ر  ته عاة ككلي . .25
pqحق   محتهئا  بحئ  ثان  حا  عاةان ككعئان مختلفـان  Fعاا ثان إرشاد :  يق ـعان ر  ـ   ,

F  ينــه ك ــق نظميــ  ثاشــ  ياــان OF  تــالن عحمــمان ab pqمــغ اعم  ــ   , علــ  اعتر ئــب  ,
 . pab 0ن    على ععلئ  ااعة مج كعحاةذ ياان 

 عــــاة  p ــــ  حقــــة عاا ك قــــ  عاا ثانــــت  pالعــــااة اعمــــعئع  معئــــار  لــــين كن حلقــــ  .26
 .  ككلي
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 . الحلقات الجزئية والمثاليات4
كاعــع  ــ  وعاعــ  جكةئــ   ــ  خاعئــ   Hفي اعفمــة اعرــاش مجقشــحا  اــمك اعكمــمك ااكةئــ   
 .   Gنف ها زممك عي ا   ت اعععلئ  اعرحاةئ  اععم   عل  اعكممك  Hبحئ  ثانت  Gمغ اعكممك 

 نقار الآن  امك الحلق  ااكةئ  لحفل اعيميق  اعع قامحا بها اعكممك ااكةئ  .

 14.7تعريف 
   ع  حلق  جكةئ  عاا ثان : Rمغ الحلق   Sالمجعاع  ااكةئ     الخاعئ   

i .SabSba ��� Sbaعاة  ,    Rمفلق   ت ععلئع ااعة كاع م  في  Sبمعنى كن  ,�
ii .S ق   ـت ععلئـع ااعـة كاع ـم  عاا ثانـت حلS  حلقـ  جكةئـ  مـغR  ـين R   ـع  

 . Sحلق   اقئ  عـ 

 15مثال 
 Z  حلق  جكةئ  مغQ . 

 16مثال 
̧¸كاعشـاة  22uاعتاانــ  مـغ ثــة اعمـفا ات اات اعم  ــ   yعاعـ  المج 

¹

·
¨̈
©

§
cb

a حئــ   0

cba كاعع    وعاعـ  ثـة اعمـفا ات  2Mكعااة صعئع   ااّن حلق  جكةئ  مغ الحلق   ,,
 . Zعل  وعاع  العااة اعمعئع   22uاات اع ع  

 15.7نظرية 
عاا ك قــ  عاا ثــان  R ــ  حلقــ  جكةئــ  مــغ  Rمــغ الحلقــ   Sالمجعاعــ   ــ  الخاعئــ   

Sba Sbaعاة  �Sabك  �� �, . 
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 البرهان
Sbaك  Rحلقـ  جكةئـ  مـغ  Sعتاغ   SabSbaياـان  S عـغ  عميـا  ,� ��� , 

Sbaلئع ااعة كاع م   ينحا ن تحتج كن حلق   ت عع Sككي ا  لن  �� . 
Sbaوعاع  بحئ  ثان عاة  Sمغ مجحئ  كخم  عتاغ  Sbaك  ,�  . �Sabككي ا   ��

Sbaالآن   Sbaعاـــــة  �� ��!زمـــــمك جكةئـــــ  مـــــغ  Sيـــــؤةي على كن  ,� ,R   عااS 
 Sلن ك ــ  زمــمك علااعئــ   ــت ععلئــ  ااعــة ككي ــا   R اــان مفلقــ   ــت ععلئــ  ااعــة في 

�! ــ  شــ ه زمــمك مــغ اعكمــمك  S ــتحتج كن مفلقــ  علــ  ععلئــ  اع ــم  ن .,R  كقــانان اعتازيــة
حلقــ   ــت ععلئــع ااعــة كاع ـــم   Sمج عــذا  ـــين  Rلنــه متعقــق كصــ   في  Sمتعقــق في 

 . R   حلق  جكةئ  مغ  Sالاعتئاةيتين كمحه  ين 

 16.7تعريف 
i.  عـــتاغR  حلقـــ  كعـــتاغS  حلقـــ  جكةئـــ  مـــغR  كعـــئاغRba  aنقـــا  كن  ,�

�)يممــــك عـــــذعا  عممــــك  Sيمئحــــا  معئـــــار  bييــــالق  �srba mod{  عاا ك قـــــ  عاا )
Sbaثانت  �ك  �� � Sdba Rdعاة  �� � . 

ii.  لــــــحفل اعيميقـــــــ  نقـــــــا  كنa ر ييــــــالق ي ـــــــارا  معئـــــــاS  يممــــــك عـــــــذعا  عممـــــــك(
� �sba mod{ عاا ك ق  عاا )Sba �ك  �� � Sbad Rdعاة  �� � . 

iii.  نقــا  كنa  ييــالقb  معئــارS ا ثانــت عاa  يــالق b  يمئحــا  كي ــارا  معئــارS 
�يممك عذعا  عممك  �sba mod{ . 

 17.7نظرية 
 . R ا ع ق   اا ؤ عل   عحاصم  Sاعتيالق اعئعئني معئار حلق  جكةئ   
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 البرهان
Rcbaعتاغ   �,,  

�لن الانعكاااااااااااااااااا  :  .1 � 0,0  � � aadaa  عاـــــــــــــــــةRdS �� ,T   نحمـــــــــــــــــة علـــــــــــــــــ
� �saa r mod{ . 

�عاا ثانت التناظر :  .2 �Sba r mod{  ين Sba �ك  �� � Sdba Rdعاة  �� � 
 � � Sbaab ��� ��  

� ك � � � RdSdbadab ����� �                                                   
 � �Srab mod{� 

�عاا ثانت .  التعدي : 3 �Srba mod{  ك� �Srcb mod{  ين  
 � � SbaScbSdba ������ ,,  

� ك � Sdcb ��   
Rdعاة  � حلق  جكةئ   ين Sكلن  � � � � Scbbaca ���� �   

� ك � � � � � RdSdcbdbadca ������ � , 
� عاا   �Srca mod{ 

 ك ذا ير ت صع  اعحظمي  . 

 ملاحظة
همـــا  Sكاعتيـــالق معئـــار  Sر لـــحفل اعيميقـــ  يماـــغ عا ـــات كن اعتيـــالق اعئ ـــاري معئـــا 

 . Rع قع  اا ؤ عل  

 18.7نظرية 
 ينــه  �Sayمج  �Ryمج  �Saثــان لي بحئــ    Rحلقــ  جكةئــ  مــغ  Sعاا ثانــت  

^ اــان المجعاعـ  ااكةئــ   �Rxعاـة  `SssxSx �� �  مــة  اـا ؤ  عح ــ   عع قــ   |
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Sxمج  �Rxك ععاــل عاا ثــان عاــة  Sاعتيــالق اعئعئــني معئــار  اــا ؤ  عح ــ    ــ   مــة   �
SaRyعاة  �Say ين  Sعع ق  اعتيالق اعئعئني معئار  �� , . 

SaRyعاة  �Sayحلق  جكةئ  بحئ  كن  Sعتاغ البرهان :  ��  نأخذ : ,
 � �^ `SxtRtL r mod/ {�   

� ين  �Ly ياا ثان  �Sxy r mod{ SxySxy ������ 
SxLكلــذعا  ــين  SxZمــمك كخــم   �� SxZيــؤةي على كن  ��  ــين  �Ry ينــه لي  ��
� � SyxZ �مـــــغ اعفم ـــــئ  مج  ـــــذا يعيـــــ   �� �SrxZ mod{  كي كنLZ ك ـــــذا يعـــــني كن  �

LSx LSxن ـــــتحتج كن  �� ـــــة عاـــــة  �  Sx ـــــين  �Rxكفي اعقال  ـــــا  مـــــة  اـــــا ؤ  �
SSمج كلن  Sعئعئـــــني معئـــــار  عح ـــــ   عع قـــــ  اعتيـــــالق ا � ـــــين  �0  �Sra mod0{  عاـــــة

Sa� 
� � RySya ����� 0  

RySay ����  

  �Ryك  �Saعاة  �Sayعاا  
RyTtبحئـ  عاـة  Rحلقـ  جكةئـ  مـغ  T عرـة عاا ثانـت   ��  ــين  �Tytثـان   ,

RxTxعاـــة  �� ـــار  , ك ععاـــل   T ـــا  مـــة  اـــا ؤ  عح ـــ   عع قـــ  اعتيـــالق اعئ ـــاري  معئ
VvRrبحئ  عاـة  Rحلق  جكةئ  مغ  Vذعا عاا ثانت ث �� VvrVrvثـان   , ��  ينـه  ,

RxxVVxعاة  �� �  كاععال صعئ  . V ا  مة  اا ؤ عع ق  اعتيالق معئار  ,
 سلفا  يماغ كن يقاةمج علتعميا الآتي :ثة ما مجقشحاه  

 19.7تعريف 
عاا   R  ـــع  مرـــالي ي ـــاري علعلقـــ   Rمـــغ الحلقــ   Iالمجعاعــ  ااكةئـــ   ـــ  الخاعئـــ   
 ثان :
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Iba Ibaيؤةي على كن  ,� ��   
RrIa ��  �Iraيؤةي على كن  ,

 20.7تعريف 
 R  ـع  مرـالي يمئـني  عح ـ   علعلقــ   Rمـغ الحلقــ   Jالمجعاعـ  ااكةئـ   ـ  الخاعئـ   
 عاا ثان :

i .Jba Jbaعلى كن يؤةي  ,� �� . 
ii .Ja�  يؤةي على كنJar� 

 21.7تعريف 
  ــع  مرـالي كك مرــالي مـغ ااــان ين عاا   Rمــغ الحلقـ   kالمجعاعـ  ااكةئـ   ــ  الخاعئـ   

Kbaمرــالي ي ــاري كيمئــني في نفــل اعاقــت مج كي بمعــنى  Kثــان  Kbaيــؤةي على كن  ,� �� 
 . �Kraك  �karيؤةي على كن  �Rrمج  �Kaك 

�مــــغ اعاا ــــ  كن  Rفي حلقــــ  ملاحظااااة :  ــــان  Rك  0� همــــا مراعئــــان يمئحئــــان ثعــــا همــــا كمراعئ
�ي ارلن ككي مرـالي   همـا يمئـني كك ي ـاري كك مرـالي مـغ ااـان ين لا ي ـاكي  ي ـع   Rك  0�

 ااان ين عل  اعتر ئب .  عل  يمئني مج ي اري مج مغ

 17مثال 
)حلقـــــ  العـــــااة  Z ـــــ  مرـــــالي علعلقـــــ   Eوعاعـــــ  العـــــااة اعمـــــعئع  اعككجئـــــ  

�اعمـــــــعئع ( لن  � Enmnm �� � Enmعاـــــــة  222  ـــــــين  �Zrككي ـــــــا  عاا ثـــــــان  �2,2
� � Ermmr  . Em�2عاة  22 �
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 18مثال 
^المجعاعـــــ  ااكةئـــــ   �Raحلقـــــ  كعـــــئاغ  Rعـــــتاغ  `0:  � arRrX  ـــــ  مرـــــالي 

ــــا لاحــــ  كن  Rعلعلقــــ   ــــان اع ــــياا  المجعا  X�0كعت ئ ــــ  ككي ــــا  عاا ثــــان  Xعــــ     ــــ  خاعئ
Xyx 0,0 ين  ,�   axay 

� � Xyxyxa ��� �� 0  

� ين  �Rrكعاا ثان  � � � 00.    rraxxra   عااXxr� . 

 19مثال 
علــ  العــااة اعمــعئع  عاا  22uحلقــ  ثــة اعمــفا ات مــغ اع ــع   Mفي الحلقــ  
 م ــحا كن المجعاعــ  
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 20مثال 
علــــ  العــــااة اعمــــعئع   22uحلقــــ   ئــــة اعمــــفا ات مــــغ  Mمــــمك  نئــــ  عــــتاغ 

 كعحأخذ
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ن ــتحتج كن ثــة مرــالي يمئــني كك ي ــاري كك ث همــا  ــا حلقــ  جكةئــ  مج  اعتعميــامــغ ملاحظااة : 
 كعاغ اععال عئل صعئ  ك ذا ما يا عه اعرا  اعتالي :

 21مثال 
Z ـــــــــ  حلقـــــــــ  جكةئـــــــــ  مـــــــــغ الحلقـــــــــ   Q  كعاـــــــــغZ  ـــــــــ  في لن  Qعئ ـــــــــت مراعئ

Q� 
2
3

3.
2
�Q عم   مغ كن  1

2
 . Z�3ك  1

ABعاا ثــان ملاحظااة :  نف ــها حلقــ   Aكعلــ  اعفــار عاا  م ــحا كن  Rمرــاعئين في حلقــ   �
A  عحاةذ ياانB  مرالي ثذعا فيA . كساف نا   بمرا  كن الآتي    متعقق . 

RICعاا ثان   مرـالي في  C ـين  Rمرـالي في  Iك  Iمرـالي في  Cبحئـ  ثـان  ��
R . 

 22مثال 
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  ة ك م  اعمفا ات مج كعتاغ :   حلق   ت ععلئع  R ين 
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 ) قق  ه  اعا( . Rمرالي في  A ين 
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 لن : Aمراعئ  في  B ين 
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By ككي ا  
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 . Rعئ ت مرالي في  Bناّع  كن 
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 . Rعئ ت مرالي في  Bعاا
 22.7تعريف 
 يقا  عنها ل ئي  عاا ثان : Rلق  الح 

i.  ياجاRba  . 0zabبحئ   ,�
ii. R .  لا  اي مراعئات  علئ 

 ملاحظة 
1حلق  بمعايـا  Rعاا ثانت   � �z0  ـين ع ئـان كن R  ل ـئي   ـ  ةاعـ  عل عـ  عـغ

1,1اعشمن الك  مغ اعتعميا لنه يأخذ    ab  01نجا كنz ab . 
 23.7نظرية 

 الحلق  اعقاائ     حلق  ل ئي  . 
 البرهان 
�عتاغ   �> @01 zA   مرالي في حلق  قاائـ   R  كلن� �0zA  ينـه ياجـا � �0za  في

A  كلنR  ـــ  حلقـــ  قاائـــ   ـــين a  ـــا كحـــاك في R  كي كنـــه ياجـــاRb�  بحئـــ  ياـــان
1 ab   عااA�1  لنAa�  كالآن عاـةRr�  نجـا كنArr RAن ـتحتج محـه كن  1. �   

 لا  اي مرالي  عل  . Rكعلئه  ين 
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 ملاحظة
RIفــــــــ    1إذا يحــــــــ ي  Rفي  Iفــــــــ ي   ــــــــا   1لأي حلقــــــــ    ا ــــــــ     ولرؤ ــــــــ    

Rxxفـــ    �Rxهـــاا افـــر      IRلـــالإ فـــ    I�1لأ   1 � RIولكـــ   � بالتـــا   �
RI   . 

 
 تمارين محلولة

 
 1تمرين 

�و  Rلا تحــ ي   التــات دــ   ــ ا  Rحلقــ    ا ــ  ا إذا  ا ــ   Rلــتك     بــ   0�
   R .  هي حلق  قاسمت 

 الحل
^ كفـــــــــــــي      بــــــــــــــ      ` !�� .,0R   هــــــــــــــي   ــــــــــــــر  ا لــــــــــــــتكRx �z ا تــــــــــــــ   0

^ `RrxrxR Rxx   ال اضح      �  غير خالت  و  ضاً : Rلالإ ف    .1 �
 � � xRzyxxzxy �� �  

�ف    �Rsولكل  � � � xRrsxsxr  . Rهي   ا  دتني في  xRهاا  ؤدي إلى      �
�لأ   � Rx �z RxRف    0   . 

^إذاً  xy 1بحتــي  كــ    �Ryإذاً   جــ   R�1 ــا     ` !�� .,0R   هــي هــبر   ــر    ا ــ
^ولأ   ل  نصر فتها ه  وح   ف    ` !�� .,0R    هي   ر  وبناء  لتر فR .  حلق  قاسمت 

 2تمرين 

بره      
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 الحل

2M  هـي حلقــ  تحــ   التــو اضاــع والضــر  للاصــف فات ندكــ  الت  ــ   ــ  ذلــإ

̧¸تحــــ ي اا ــــ اً  2Mبســـه ل ن لأ  
¹

·
¨̈
©

§
10
هــــي حلقــــ  بســــتط  إذا  ا ــــ  لا تحــــ ي  2Mفــــ    01

^و  2M  التات   ا  �يختلف    الم ا   2Mهي   ا  في  A فر      0` �0 . 
AXت ج   ص ف  غير صفر    �ولتك   � � 2,1,,,  � jiQaaX ijij :  لأ 
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X   ف  ر   جQars  . 0zrsaبحتي     �

و صـفا  لبقتــ  ال ناصــر  jوال اــ د  iفي الصـف  1فتهــا  22u صــف ف   ـ  الســ    ijEلـتك  
2211 تساى  صف ف  ال ح  ن اج ل ijEن ,,, srsr EDECEZEY      
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A إذاً  2Mهي   ا  في  A ا    
a

a
a

a

rs

rs

rs

rs �¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
�

�

0
0

0
0

10
01

1

1
 

2MAإذاً   حلق  بستط  . 2Mفتك     

 3تمرين 
�مجا  ـــ  غـــير خالتـــ  ا ولـــتك   Aلمجا  ـــ  الـــتك    �AP    ـــ اً لحلقـــ  مجا  ـــ  القـــ  

 Iتــ  في نها ــ  البنــ  ال الــي  ــ  الفصــل الســابعن بــره     المجا  ــ  غــير ا ال 8نقــا    ســ ل  
ـــــــــ   ـــــــــ   �واض ئت �AP  ـــــــــ  في �هـــــــــي   الت �AP  إذا وفقـــــــــ  إذا  ـــــــــا  لكـــــــــلIYX ـــــــــ    ,� ف

� � IXUYP � . 
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 الحل
� فر    ر لكل  � IXYIXUYP �� ,  

 � � � �yxYXyxIyx ��� '��,  

� هاا  ؤدي إلى    �yxت     هي مجا    ج ئ � IYXyxPyx �'���' 
� د  لى ذلإ   ر لأي  �APZ� :   ك  

 � � � � IzxyxPzxYXXZX �����������  

�هــــــــي   التـــــــــ  في  Iإذاً  �AP   ا  ـــــــــ   حتـــــــــ   خـــــــــر  لـــــــــتكI  التـــــــــ  في  � �AP   ولـــــــــتك
� �yxPT yxTهاا  ؤدي إلى     �� ��. 

Iyx �هي   ا  في  Iو  ,� �AP    فتكIyxIyx �'��  لأ  : ,
 � � � � � �APTIyxTIyxT ��'���� ,,   

�  ولكـــــــــ �> @ � �> @yxTyxTT ITناثبـــــــــ  ذلـــــــــإن لـــــــــاا فـــــــــ     �''�� و نـــــــــر  نـــــــــت      �
� � IyxP �� . 
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 مسائل
 

^حلقــــ  اثبــــ      Rلــــتك   .1 `RyyxxyRxC  Cن Rهــــي حلقــــ  ج ئتــــ   ــــ    � ��
 ن .R  تساى  ر 

�اثبــ      �Raحلقــ   Rإذا  ا ــ   .2 � ^ `raarRraN  Rهــي حلقــ  ج ئتــ   ــ    � 
�ه  حلق  ج ئت      Rو    ر   الحلق   �aN ن� �aN  تساى  نظمa  فيR. ن 

RAبحتي     R  التاً في  Aلتك   .3 z    ب  إذا  اR    تح ي  لى اا   فA�1   
^  ـــــر   R  ـــــالتت  في  Bو  Aذا  ا ــــ  إ .4 `ArBRrBA BAبـــــ      : �� هـــــ   :

 . R  ا  في 
^لاحظ     `BbrbrB �  . 

^ب     المجا     Rفي  aلكل  نصر  .5 `0 � raRrY  هي   ا   سا ي فيR . 
 بره     : R  ال في  Aحلق  إب الت  ولتك   Rلتك   .6

 ^ `tAyxntzRxA nt ,��  

 و   : R  ا  في هي 
i .AA� 

ii .AA   
iii .  وإذا  ا R   تح ي اا  اً و اRA  . �RAف     

 إرشاد 
 AbAaAba nm ���� mnحتي     ,,    اد ص ت     جب   ,
 � � � � AbaAbbacaba nmnmnmnmnmnm �������� �� ������� 1...1

1 
هــي   ــا  في  R حلقــ  إب التــ  بــره     مجا  ــ   ــل ال ناصــر   دــ  القــ   في Rلــتك   .7

R. 
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 بره     : Rفي  Jو ل   ا  دتني  Iلكل   ا   سا ي  .8
 � �^ `IrxRxI mod01 {�  
 � �^ `JLxRxJ mod01 {�  

 . Rهما   التا  في 
   الحلقـ   هـي حلقـ  بسـتط  ا اتـتنت  F لى الحقل  nFبره      ل حلق   صف فات  .9

 البستط  دك     تح ي   ا  ف لي ذات جا ب واح  .
مجا  ـــ   ـــل المصـــف فات  ـــ   3Iبـــ     المجا  ـــ   R  ـــا  دتـــني فالحلقـــ   Iإذا  ا ـــ   .11

حلقـــ   ـــل المصـــف فات  ـــ  الســـ    3Rهـــي   ـــا  دتـــني في الحلقـــ   I لـــى  33uالســـ   
33u  لى R . 

RaRحلقـــ     ـــر  ـــ   نصـــر بحتـــي     Rبـــره    ـــر إذا  ا ـــ   .11 غـــير  aلكـــل  نصـــر   
 تك   حلق  قاسمت  . Rف    Rصفري في 

 إرشاد 
dcلا تحـ ي ق اتـم صـفر   ف لتـ  ا لـتك   R ولًا ب        نصـرا  غـير صـفر   في  ,

R    فتكRcR RRا     إذاً :  
 � � � � RcRdRcRcd     

�حلقــ  بــ و  ق اتــم صــفر   ا وا    Rإذاً  0zcdهــاا   طــي     � cuccRRc  � �z 0 
22فتكــــــــــــــــــــــ    �Ruلــــــــــــــــــــــب   ال ناصــــــــــــــــــــــر  uucucu RuRولأ   0zu و  �  لأي   

Rxuyx   �Ryو  , �
xuyyuux    � 2  

RecRRu ا ا   Rوح ه   سر في  uلاا ف    ��� �  
cduبحتي  ك    RedRRuو  ضاً     بحتي  ك   : � ���

 � � � � ccudececdueedeu      �  
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̧¸حلقـ  الأ ـ اد ال وجتـ  الصـ ت   ا بـره     مجا  ـ   ـل المصـف فات  Eلتك   .12
¹

·
¨̈
©

§
dc
ba 

حلقــ   ــل المصــف فات  2E ــ د صــ تحن هــي   ــا  في  kن k4 ــ  النــ    aحتــي    
 . E لى  22uذات الس   

الإب التـ    ا ـ  هـي حقـل إذا وفقـ  إذا  ـا  الم التـا  ال حتـ ا  فتهـا  Rبره     الحلقـ   .13
^هما  `0,R . 

xxو  Rتنتاــي إلى  xحلقــ  بحتــي   ــر لكــل  Rإذا  ا ــ   .14 تنتاــي إلى  ر ــ  الحلقــ   �2
R    فR .  هي حلق  إب الت 
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 بر المثاليات. ج5
 24.7نظرية 

 .Rه    ا   د   و   سر في الحلق   Rتقاطع   التا   دنا   و   سرا  في الحلق   

 البرهان 
BABA لأ  R  التا   دنا  في الحلق   ,BAلتك   ����� 00,0 

BAyxRvغير خالت  ا لتك   �BAف    ���  ف   : ,,
 ByAyBxAxBAyx ������� ,,,,  

Ayxف    R  ا   د  في  Aلأ   �� . 
Byxولـــنفل الســـبب  �Rrلكـــل  �Axrو  BAyxإذاً  �Rvلكـــل  �Bxrو  �� ��, 

BAyxهـــاا  ـــؤدي إلى     BAxrو  ��� هـــ    ـــا   �BA ســـتنت      �Rvلكـــل  ��
 . R د  في 

هـــ   �BAفـــ    R  التـــا    ســـرا  في  B ا Aبطر قــ   بهـــان  دكـــ  إثبـــات   ـــر إذا  ا ــ  
   ضاً . R  ا    سر في 

 25.7نظرية 
ـ   و  سـر  في الحلقـ  تقا  هـي   التـ  غـير  Rطع  ي  ائل  غير خالتـ   ـ    التـات دأ

 . R سر  في الحلق  

 البرهان 
^لتك    ` AiAF i  . Rهي  ي  ائل  غير خالت     الم التات التا  في   �
iAAلتك   AiAiلأ    � ���0 . 

 وبنفل  تل   النظر   السابق   ستطتع إثبات   ر : IzAو نر  A�0نحصل  لى    
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 AxrAyxRrAyAx ������� ,,,  

 ا وبنفل الأتل   دك  إثبات الم ا  الأ سر . Rه    ا   د  في  Aإذاً 

 ملاحظة 
ABإذا  ا ـــ    وهـــاا  Rدكـــ     لا تكـــ     التـــاً في  �BAفـــ    R  التـــا  في  ,

 دك  تبتا ر بالم ال ا تي :

 23مثال 
^لتك    `ZnnA ^ولتك   2 � `ZnnB  . Z  التا  في الحلق   3 �

BAABخـــا  ��� 123ولكـــ   BA��3,2 ـــؤدي إلى     2,3,  �BAلا  نتاـــي إلى  � 
ـــاا فـــ    3ا فات ال ـــ د ولا  ـــ   ضـــ 2لـــتل  ـــ   ضـــا فات ال ـــ د  1لأ   لتســـ   �BAل

 . Z  التاً في 
ا ا   دكـــــ      Aاتـــــ اه في  Bولا  Bلم تكـــــ  اتـــــ اه في  Aالملاحـــــظ في هـــــاا الم ـــــال    

  ه  النظر   التالت  : 

 26.7نظرية 
ABلأي   التـــا     �BAإذا وفقـــ  إذا  R  التـــاً في  �BA كـــ    Rفي الحلقـــ   ,

AB و  � . 

 البرهان 
BBAفــ    �BAإذا  ا ــ   ABا  ــر   خــر  إذا  ا ــ   Rهــ    ــا  في  �  � 

ABAف    لتسـ   A فـر      R  التـاً في  �BAوبال كـل لـتك   Rهي   ا  في  � 
ـــــــــــــــــر   جـــــــــــــــــ   نصـــــــــــــــــر    Aلتســـــــــــــــــ  اتـــــــــــــــــ اه في  Bو  Bاتـــــــــــــــــ اه في  BAxا ف   ��  

AByو  �� BAyxByAx ����� ,, 
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BAyx  التاً ف    �BA ا     Ayxو نر إ ا  ��� Byx و  �� �� . 
Ayxفي حال   � كـ    �� � Ayxxy ا بـنفل الطر قـ  إذا   yهـاا  نـاق  اختتـا   لــ   ���
Byx ا ــ   �فــ    �� � Byyxx لهــاا فــ    �Bxوهــي   ضــاً تنــاق  حقتقــ   ــ     ���

AB و  �BAفرضــــنا خطــــ  والصــــ تح     ولبتــــا     اتحــــاد    ــــر  ــــ    ــــالت  دكــــ      �
 في اتحاد ا خر   . ا ت  الم ال ا تي :  ك     التاً حتى ول  لم  ك   ي  نها غير مجا   

 24مثال 
^لتك    `cbax  هي مجا     ناصر تحقق البهروط ا تت  :  0,,,

0222    cba وcbaba baccaو  � �  abccbو  � �   xy 0و  � � 
Xyxلكـــل  ^حلقـــ  والمجا  ـــات اض ئتـــ   Xفـــ    ,� `aI ^و   0, `bJ ^و   0, `cK ,0  

لــــــــتل  نهــــــــا واحــــــــ   اتــــــــ ا  في اتحــــــــاد الاثنــــــــ  الأخــــــــر   ولكــــــــ   Xثــــــــلات   التــــــــات في 
KJIX  ه    ا  .  ��

 27.7تعريف 
^فالمجا  ـ   R  التا  في الحلق   Bو  Aلتك    `BbAabaBA ��� � تسـاى  ,

ABمجا   الم الت   , . 

 28.7نظرية 
ABلأي   الت    ABويح ي  لًا     Rه    ا  في  �R BAالحلق  في  , , . 
 البرهان 
11مجا  ـــ  غـــير خالتـــ  ا لـــتك   �BAإذاً  BA��� 000 ـــ  ال اضـــح   bax �   

22و  bay Aaaحتي      � Bbbو  ,�21 �فـ    ,�21 � � � BAbbaayx ����� � 2121 
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   Aaa �� Bbbو  21 �� BArbraxrلــــــــــــــــ  نا  �Rrو  ضــــــــــــــــاً لكــــــــــــــــل  21 ا  11 ���
BArbrarx Arara لأ  11 ��� �11 Brbrbو  ,  خــــيراً  Rهــــ    ــــا  في  �BAإذاً  1,�

BAaنحصـــــــــل  لـــــــــى     B�0و  aa �0لأ   �Aaلكـــــــــل  BAAفتنـــــــــت      �� �� 
BABوبنفل الطر ق  ف     وهاا ه  برها  النظر   . ��

 29.7تعريف 
  التــــاً  Rفي  Aف  ــــر  قــــال    الم ــــا   Rمجا  ــــ  ج ئتــــ   ــــ  الحلقــــ   Sإذا  ا ــــ   

 إذا  ا  : S ت ل اً بالمجا    
i .AS � 

ii .  لكـل   ــاB  فيR  وBS �!بالر ــ   Aتــ    ر ــ  للا ــا   �BA ــؤدي إلى  � S 
�!و ـــ  الماكـــ   لاحظـــ      S  هـــ  تقـــاطع ثتـــع الم التـــات فيR   والـــو تحـــ ي المجا  ـــS 

�!و لتـــر فـــ    S  نقـــ ل إذا  ا ـــ   ت لـــ   ب نصـــر واحـــ   و ياد   لـــى ذلـــإ وحتـــ ^ `aS   
� !  ـا   ئتسـي وتكتـب  Aو نـ ها  قـ ل     SA  و تكتـب ! � aA  و � �a   خـيراً إذا 

ASحتي  S  ا  وت ج  مجا     نتهت   A ا    سـاى   ـا   نتهـى  Aفـ    Aت لـ   �
 الت ل  .

 30.7نظرية 
ABلأي   الت    � ��!ف    Rفي الحلق   , BABA . 

 البرهان 
ــــــــ    ــــــــ    29.7ب اتــــــــط  النظر  ــــــــا  في  �BAف ــــــــي     Rهــــــــ     BAAبحت و  ��

BAB BABAفتكـــ    �� XBAبحتـــي  كـــ    R ي   ـــا  في  xلـــتك   ��� �� 
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BAzإذا  ــا   baZفــ    �� AaBbبحتــي      � �� BAaا    , BAbو  �� �� 
xba ــــؤدي إلى     ــــؤدي إلى     ,� ــــ و ه   xbaوب ــــؤدي إلى     ��  xz�  ًإذاxBA �� 

� ��! ستنت     الت ر ف     BABA . 

 31.7تعريف 
ABلأي   ــــــالتت    ^  ــــــر   Rفي الحلقــــــ   , `¦ �� BbAabaAB iiii , 

AB   تساى حاصل ضر  الم التتAB , . 

 32.7نظرية 
ABلأي   التت     . Rه    ا  في  ABحاصل الضر   Rفي الحلق   ,

 البرهان 
AByxمجا  ـــ  غـــير خالتـــ  إذا  ـــا  ABإذاً  AB� 000 ـــ  ال اضـــح      فـــ    ,�

¦
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Acaحتي      ji Bdbو  ,� ji  إذاً : ,�
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mtcxnKax حتي    ttnkk ,...,2,1,,...,2,1  ��  � � 
mtdtynKby و tnkk ,...,2,1,,...,2,1  � � �  

nmKByAxولأ   kk � ��� AByxنحصـــل  لـــى  ,2,1,...,  �Rrو  ضـــاً إذا  ا ـــ   ��
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Aaiلأ   Brbiو  � niلكل  �    : وبنفل الطر ق   2,1,...,

 � �¦¦
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n
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ii

n
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ii ABbrabarrx

11

 

Araiلأ   Bbiو  � niلكل  �  . Rه    ا  في  ABإذاً   2,1,...,

 قوى المثال  33.7تعريف 
AAA  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــر   R  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــا  في الحلقـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   Aلــــــــــــــــــــــــــــــــــــتك     ي     2 

^ `¦ � AbabaA iiii لأي  ــ د صـــ تح  nAوباتــتا اا الاتــتنتان دكــ  ت ــر   2|,
 . n  جب 

 )مثالي عديم القوة( 34.7تعريف 
بحتــي  nســاى  ــ ق القــ   إذا وجــ   ــ د صــ تح   جــب   Rفي الحلقــ   Aالم ــا   
� ك    �0 nA . 

 25مثال 
الم ل ت  ال لتا  لى مجا  ـ  الأ ـ اد  22uحلق   ل المصف فات    الس    2Mا ت   

̧¸المت ل  بالمصف ف   2Mالم ا  في  Iالص ت   ولتك  
¹

·
¨̈
©

§
00
10 . 

�ه    ا    ق الق   لأ   I   ال اضح     �02  I . 

 المتلاشيمثالي العدم أو المثالي    35.7تعريف 
ــــــا      و  تلاهــــــي إذا  ــــــا   ــــــل  نصــــــر  ال ــــــ ا ســــــاى   ــــــا   R  في الحلقــــــ Iالم 

بحتــــي     n  جــــ   ــــ د صــــح   جــــب  �Iaهــــ   نصــــر  ــــ ق القــــ   ن ي    لكــــل  Iفي 
0 na. ن 
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 26مثال 
 ـــــــــ  ال اضـــــــــح   ـــــــــر   ـــــــــا   ـــــــــ ق القــــــــــ   لأ   25المـــــــــا    في الم ـــــــــال  Iالم ـــــــــا   

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
00
00

00
10 2

 . 

 ملاحظة 
  ـــا   A ــ  ال اضــح     ـــل   ــا   ـــ ق القــ   هــ    ـــا   تلاهــي لأ ـــر إذا  ا ــ   

�تي    بح n  ق الق   ف  ر   ج    د ص تح   جب  �0 nA  لالإ ف  ـر لكـلAa�  و
� �0 � nn Aa     0هاا  ؤدي إلى na  ًإذاA  ه    ا   تلاهـي  و صـفري وال كـل غـير

 ص تح  اا ت ضح    الم ال ا تي :

 27مثال 
�لتك    �1!nZ np   هي حلقـ  الأ ـ اد الصـ ت     تـاnP     حتـيP  هـ   ـ د

^ و  لــــتك   `^ `npnn ZaaF ــــ   ــــل المتتاب ــــات  F    ي   � ^هــــي  ائل `na     ــــي حت
nPn Za � . 

^  ا تي  Fاع والضر   لى   ر  اض `̂ ` ^ ` ^ ` ^ ` ^ `nnnnnnnn babababa � � , 
^هي حلق  والمتتاب ـ   F   الماك  الت        `no     تم ـل الصـفر فتهـا حتـيn0  هـ  صـفر

^و    nPZالحلق   ` ^ `nn aa � � . 
 نتهتـاً  ـ  الحـ ود غـير الصـفر   والو تح ي   داً  Fمجا    المتتاب ات في  Rا   إذا  ا   

 نتحقق    ذلإ !ن . F  ا  في  R  ف 
   التاً فتها يح ي ال ناصر    الن   : Iحلق  و    R  ت     

 � � kPkk ZrrPrPrP �,...,0,0,,...,, 21  
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� ف ذا  ا  � IoorPrPrPa k � ...,...,,...,...,, 21 
   � � iP

i
i ZorP �نحصل  لى      , � 0 

k
irP  لكلki d . 

�و كـــ    �...,...,0,0,0 ka ي إلى     ـــؤدI    ـــا  صـــفري ا  ت قـــع     كـــ  I  التـــا  
بحتـي  �Ia  جـ   نصـر  nغير   ق الق   ولأجل هاا  ب    ر لكل  ـ د صـ تح   جـب 

 . 0zna ك   
^ ر   `kaa   ...Pan 1,1في  �1  ��z� nPk Znkoa :   ك  

 � �...,..,0,0,,...,...,0,0,0 Pa   

0zال نصر  1�nPZلأ  في الحلق  
n

P نحصل  لى    :    ذلإ 
 0...,...,0,0,,...,...,0,0,0 z¸

¹
·¨

©
§ 

nn Pa  

�فتك    �0znI  0لكل   د ص تح!n      ستنت I .   التاً غير   ق الق   
 

 تمارين محلولة
 1تمرين 

 ST ^فــ ذا  ــا   Rهمــا حلقتــا  ج ئتتــا   ــ  الحلقــ    , `¦ �� TtSstsST iiii ,, 
TSSTب    ر إذا  ا    . Rهي حلق  ج ئت     الحلق   ST   ف  

ST  طــي   ــالاً لحلقتــ  جــ ئتت   حــتى  صــبح  ــ  غــير الضــرو ي    تكــ    R ــ  الحلقــ   ,
ST   حلق  ج ئت     حلقR . 

 الحل
STyxSTyxغير خالت  ا و    ST   ال اضح      ����, . 

¦فـــــــــــــ    �STxyإذا  ـــــــــــــا  
 

 
m

i
ii tsx

1

¦و  
 

 
n

j
jjbay

1

Sasا   ji Tbtو  ,� ji وهـــــــــــــاا  ,�

� تطلب     ك    �¦¦
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i
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�ا    � � �
� �

¦
 

 ����
jiq

k
k

i
k

i
jijiji atSTatTSat

,

1

ED  حتــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــيS
i

k �
)(

D  وT
j

k �
)(

E  

�و  �jiq ijه    د طبت ي   تا   لى  ,  لالإ ف   : ,

 
� �

¦¦ ¦
   

 
n
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j

j

k

i

ki bsxy
1 1

,

1

)()(
ED  

iJKTbSSولكـ   j
jk

i

ki ,,)(
)(

��� ED    فتكـSTxy�     ـ  هـاا  تضـح ST  هـي
 . Rحلق  ج ئت     
 ولتك  : Z لى  33uحلق  المصف فات    الس    Rللج ء ال اني خا 

 
°
¿

°
¾

½

°
¯

°
®



�
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§
 

°
¿

°
¾

½

°
¯

°
®


� Zbab

a
TZcba

cb
aS ,

000
00

00
,,,

0
00
000

 

ST  ب       ستطتع      ي : Rتك   حلقتا  ج ئتتا      ,
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 . (1)هي مجا     د  نتر      ناصر الن    STو 
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�STوب با    خر   ك   
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§

240
140
000

يجـب  STوهاا  ك    نا  لك       ـل  نصـر  ـ   

 . Rلتس  حلق  ج ئت  في  STلالإ ف    (1)    ك      الن   

 2تمرين 
ABالم التا    RBAإذا  ا    ساتا   ت اظا  Rفي الحلق   ,  � . 

ABبـــــــره    ــــــــر إذا  ا ــــــــ   ذات اا ــــــــ  فــــــــ    R  التـــــــا   ت اظاــــــــا  في حلقــــــــ  إب التـــــــ   ,
BAAB �  . 

 الحل
AARABو R  التــــاً في  A ــــا       �BABو  R  التــــاً في  Bبالم ــــل  ــــا    ��

BAABف    �� . 
BAxا   لــتك   srBARفــ    �� SrBsلــب   ال ناصــر  1 �� � �� هــاا   طــي  ,

� � xsxrsrxxx ABrxxrBxArولك   1  � � � ���  :و    ,
 ABxsBsAx ���� ,  

ABBA ي     �ABxفتنت      ABBAف ذاً  ��  � . 

                                                 
 ال ظاى .   النها     (Commercials) ت اظا   
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 مسائل
 

BAABفـــ    R  ـــا    ســـر لل لقـــ   B   ـــا   دـــ  و Aبـــ    ـــر إذا  ـــا   .1 و  ـــ   ��
ABو  التا   R  الًا لل لق   BAABبحتي  ك    Rفي الحلق   , �z . 

 بره   ا  لي : .2
i. ذا  ا ــ  إAB هــي   ــا   دــ   ABفــ    R  التــا   دنــا   و   ســرا  لل لقــ   ,

 . R و   سر لل لق  
ii.   إذا  ا ــــA  التــــاً   ســــر و  B   ــــاً  دــــ   ــــا   ــــ   ABفــــ    Rلل لقــــ    الت

لتسـ  بالضـرو     التـاً حـتى  ـ  جا ـب واحـ   BAولكـ   Rاضا ب  في الحلق  
 . Rفي الحلق  

iii.   إذا  اA   ًسر و   التا B   التاً  د  في الحلق  R    فBA�   لـتل بالضـرو
 . R  التاً     ي جه  لل لق  

iv.   إذا  ا ــA  التـــاً   ســـر و  B  لقـــ    التـــاً  دـــ  للR      بـــBA�   لتســـ
 . R  التاً حتى     ي جه  في  O   الضرو ي 

 إرشاد 
 (iii)  و(iv)   2في الحلقZ  22للاصف فاتu  لى Z . 

خا 
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ABلــتك   .3 �بحتــي     R  التــا  في الحلقــ   , �0 �BA    المجاــBA�    ســاى المجاــ 
ABالمباهر لـ  دكـ  الت بـير  نـر  �BA. بـ      ـل  نصـر في  �BAو ر   لر بالر    ,

baAaBbببهكل وحت   ��� ,, . 
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ABCإذا  ا   .4 �ب      R  التات في الحلق   ,, � ACABCBA � � . 
eeلقــ  تحــ ي  نصــراً غــير صــفري  تســاوي القــ   ن ي    ح Rبــره    ــر إذا  ا ــ   .5 ن 2 

 3هـــي مجاـــ    باهـــر نا ظـــر المســـ ل   Rفـــ    Rلتســـ  وحـــ ه  ســـا ياً في  eبحتـــي    
^السابق ن لم التات دتنت  غير صفر    ` eRRaeaaS ,| ��  . 

ABCإذا  ا ــــــــــــــــــــــــ   .6 AB  التــــــــــــــــــــــــات في حلقــــــــــــــــــــــــ  بحتــــــــــــــــــــــــي     ,, بــــــــــــــــــــــــره       �
� � � �CABCBA  نهاا  ساى قا    الت   لن . �� ��

�  طي   ال تب  فتر بص     ا    �CBA �لا تساوي  �� �CAB �� . 
 إرشاد 

IAJBKCخا  24ال ا ظر        ,, . 
ABCإذا  ا ـــ   4في البنـــ   (4)بال ـــ د  إلى  ســـ ل   .7 فـــ ه   ـــا  R  التـــات في الحلقـــ   ,,

  لي :
i  .� � � � � �CBCACBA ::: � � 

ii  .� � � � � �CABACBA ::: � � 
iii  .� � � � BCABCA :::   
IJKبره   ا  لي لكل   التات  4في البن   4 س ل   بال  د  إلى .8  . Rفي الحلق   ,,
i  .JI KJKI ؤدي إلى  � :: JKIKو  � :: � . 

ii .� � � � nnn JJIJJIJI ::::: 1  . nلكل   د ص تح   جب  �  
iii .� �JIIJI � :: . 
. بـره   ـا  R لـى  nnuحلق   ل المصف فات ت    nRحلق    ا   ولتك   Rلتك   .9

  لي :
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i.   إذا  ـــــــاI  ـــــــا  في   R    فـــــــnI   ـــــــ   ـــــــ ـــــــو تحـــــــ ي  nRالمجا  ـــــــ  اض ئت وال
 . nRهي   ا  في  Iوالو ثتع  ناصرها     nnuالمصف فات ت   

ii.  ل   ا  في nR     البهكل  هnI   لب     اI  فيR . 
حلق  وفتها ا اصت      ل حلق  ج ئت   نها ضـرو ي    تكـ     التـ  فتهـا إذا   Rلتك   .11

 إب الت  . R  لا تح ي ق اتم صفر   ف لت  بره    R ا   
 بره   ا  لي : .11

i.  مجاــ     التــا   ــ دي القــ   هــ    ــا   ــ ق القــ   بتناــا مجاــ    نصــرا   ــ دي
 الق   لتل بالضرو       ك    نصر   ق الق   .

ii.   بــ     في الحلقــ  الإب التــR   و  تلاهــي  صــفريت جــ    ــا A  تحــ ي ثتــع
 . Rالم التات المتلاهت  في 

iii.    إذا  اR    حلق  بستط  فnR .  بستط 
IJحلق    ا ـ  و  Rبره  إذا  ا    4في البن   4بالرج   إلى  س ل   .12  R  التـا  في  ,

IJRJIفـــ    بـــ و  اا ـــ  فـــ   النتتجـــ   R  طـــي   ـــالاً تبـــ  فتـــر إذا  ا ـــ   : ��
 لتس  بالضرو      تك   ص ت   بص     ا   .

�خا تلميح :  � � � � �2,4,6    RIJ . 
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8 
 الحلقات وغمرمات زمورفوالهوم

Homomorphisms and Embedding of Rings 
 

 . حلقات القسمة ، الحقول والهرمومرفزمات1
هننز رمننر  بننل ة ،اعمنن  ض فمننا اعكننرورث لية   ننوة ا  ننا   Rمننا اعرير ننن فننقة الحلقنن   

N   في الحلقننR  فمننا اعكننرورث لية   ننوة رمننر  بننل  ز منن  مننا!�� ,R   ،ض يم ننننا اعرثنن
^عننا رمننر  اعقاننم  ا ميمنن   `RrNrNR ��!علزمننر   // �� ,R ومننا ا ظ ننض لي كننا  لية  ض

Nrكل  NR( وه ناا فنقة 18.7)نظر ن   Nهو فصل ت افؤ عيظق  اعرطا ق ميمنار  � هنز  /
NRنننو أ لية لينننل  Nمجموعنن  بمنننل فصننوف اعر نننافؤ قعناننط  عيظقننن  اعرطننا ق ميمنننار   لقننن   /

 لهاا تيرف عملم  اعكرب كالآتي :
NrsNsNrNRNsNr لأث � ����� )()(,/, 

NRنظ ض لية   ا يطا  قعش ل : �هز رمر  ة ،اعم  تحت عملم  ا مل  /
 � � � � � � NsrNsNr �� ���  

 هننننز  ططميننننن  الحنننناف تير إنننننا   منننن،ا  ض فقنننننننا نرثقننننق منننننا لية عملمنننن  اعكنننننرب ميرفنننن  تير إنننننا   �
 : م،ا  ض لي كا  لهاا اعغرض نإرض لية 

NrNrNsNs � �� � 11 Rssrrعنننننننننننننننننطي   , �11 هننننننننننننننننناا  نننننننننننننننننؤ ث  ,,,
111 , nssnrr Nnnعطي   � �  �1, 111 , snsrnr � � � 

111111 srnrnsnnrs ��� �  
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Nnnولأة  Nnrnsnnض  Rهننننننز م ننننننا  في  Nكمننننننا لية   ,�1 ��� Nsrrsفننننننقة  1111 �� 11 
NsrNrsوما ثم  � � �ليث لية  11 � � � � � � �NsNrNsNr �� �� 11 .. 

NRهاا  طين لية عملم  اعكرب ميرف  تير إا   م،ا  على  / . 

 1.8نظرية 
NRفنننننقة  Rم اعمنننننا  في  N لقننننن  وعنننننر ا  Rعنننننر ا    لقننننن  تحنننننت عملمننننن  ا منننننل  /

 واعكرب ا يرفرين كالآتي :
NRNsNrع ل  /, ���  

� � � � � � NsrNsNr �و  ��� �� � � � NrsNsNr � �� . 

 البرهان
NRما اعرير ن فقة   Rtsrقعناط  عيملمتي ا مل واعكرب وعم ا مغلق   / �,, 

(1) !�� ,/ NR .  رمر  ة ،اعم 
� الضرب تنسيقي (2) � � � � �> @ � �� � � � NstrNstNrNtNsNr � �� ��� . 

�)لأة  � � �strtrs � (Rفي    � Ntrs �  
 � �� �NtNrs ��  
 � �� �> @� �NtNsNr ���  

� قانوني التوزيع (3) � � � � �> @ � � � �> @NtsNrNtNsNr ��� ���� 
 � � Ntsr ��  
 � � Nrtrs ��  
 � � � �NrtNrs ���  
 � �� � � �� �NtNrNsNr �����  

 و نإس اعطر ق  يم ا ةثطات لية :
 � � � �> @� � � �� � � �� �NrNtNrNsNrNtNs ����� ����  

��!ةذا   .,,/ NR .  لق  
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 2.8ف تعري
��!عن، ننننا   ننننوة اعنظننننا   Rم ننننا  في  N لقنننن  وعننننم ا  Rعننننر ا   .,,/ NR 

^ لقنن   منن   `RrNrNR NRميننرفرين علننى  عملمرننين ثنننا مرين .,�و  // �� قعشنن ل  /
� � � � � � NsrNsNr �و  ��� �� � � � NrsNsNr Rsr ممل  �� � �, . 

 . Nقعناط  علم ا   Rهاه الحلق  تامى  لق  اعقام  علثلق  

 اصطلاح 
NRفي  �Nxسنننننننوف نرمنننننننز عنننننننا   علينصنننننننر    رمنننننننزا   ضNبهننننننناا   نننننننوة xقعرمنننننننز  /

NRةلى  اعصننننننننننننإر في  NRyxولنننننننننننن، مننننننننننننا اعرير ننننننننننننن ليننننننننننننن  لأث  / /, yxyxض  �  ض  � �
xyyxو   . 

 1مثال 
^عننننر ا   `ZnnN NZعناصننننر  Zهننننو م ننننا  في  Nفننننقة  6/ � هننننز ااموعننننات  /
NNNNNNا شنننننارك   ����� و ننننننالا  علنننننى ااصنننننطظ  فقنننننننا نرمنننننز  ,5,4,3,2,1

��!علنى اعتتمنف فم نوة  5,4,3,2,1,0عليناصر هاه قعرمور  .,,/ NZ  لقن  علمنا   ة 
 انظر ا ،وعين الآتمين : 6كظ  ما ا مل واعكرب هما ميمار 

 
 0  1  2  3  4  5  
0  0  0  0  0  0  0  
1  0  1  2  3  4  5  
2  0  2  4  0  2  4  
3  0  3  0  3  0  3  
4  0  4  2  0  4  2  
5  0  5  4  3  2  1  
 0  1  2  3  4  5  
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0  0  1  2  3  4  5  
1  1  2  3  4  5  0  
2  2  3  4  5  0  1  
3  3  4  5  0  1  2  
4  4  5  0  1  2  3  
5  5  0  1  2  3  4  

 )المثالي الأولي( 3.8تعريف 
ةذا كننننننناة   انننننننمى م اعمنننننننا  ليوعمنننننننا   Rعلثلقنننننن   P لقننننننن  ة ،اعمننننننن  ض ا  نننننننا   Rعننننننر ا  

PbPaPabRba ������ or,, . 

 2مثال 
�في اعاننننننننا   اعرامنننننننن    � D,0  هننننننننو م ننننننننا  ليو  لأة ع ننننننننلDba ليو  b 0فننننننننقة  ,�

� � 0or000   � �� baabab  لأةD .  سا   تام 

 3مثال 
�ا  ا   Zفي   � ^ `Znn  هو م ا  ليو  لأة 33 �

 � � boraabab |3|333 ���  

   � �3�� a �   ليو  �3�b  

�في الحقمق  فقة كل م ا   � ^ `ZnpnP  . Zع،  ليو  هو م ا  ليو  في  p م   / �

 4.8نظرية 
PRهننننو م ننننا  ليو  ةذا وفقنننن  ةذا كنننناة  Rفي الحلقنننن  ال ،اعمنننن   Pا  ننننا    سننننا    /

 .تام 
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 البرهان 
PRعر ا   Rbaسا   تام  فم وة لأث  / �,  

 00  � �� baabpab  

paa م  لية  PR)لأة   � � 0ليو  b 0سا   تام (  / a 
pb�  ليوpa��   ةذاp   هز م ا  ليو  ض وق قا ل عم اP : م اعما  ليوعما  فم وة 

 Pababba �� � 00  

Pb�  ليوPa�� 
0 b  0ليو � a  

PRولي كا    ة ،اعم  . Rة ،اعم  لأة  /
PRنارنرج لية  PR لق  ة ،اعم  ا تحوث قواسم فيلم  علصإر ةذا   /  هز سا   تام  . /

 )المثالي الأعظمي( 5.8تعريف 
 ا كاة :ةذ R امى م اعما  ليعظمز في الحلق   Rفي الحلق   Mا  ا   

i .RM z 
ii .  ا  و نننن، م نننناJ  فيR  بحمنننن    ننننوةRJM �ةذا كنننناة  (ii)مننننا  �� �RM z   م ننننا

RJM  ننننننننوة  Rفي  Jليعظمننننننننز فقننننننننن  ع ننننننننل م ننننننننا   MJمحقننننننننق فقنننننننن  عننننننننن،ما  ��    
RJليو   . 

 4مثال 
�في  لق  قاسمم    � D,0  هو م ا  ليعظمز وةذا كاة� � Dz0  فقةD�1  01وz . 
�فقننن   و نن،  Dليث م ننا  غننر صننإرث في  Jعننر ا  �0zn  فيJ  وع ننا .D   لقنن  قاسممنن 
Dxةذا   Jxx يطز لية  ��1 DJونارنرج لية  �11 � �ةذا      هو م ا  ليعظمز . 0�
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 5مثال 
� لق  الأع،ا  اعصثمث  اعزو من  ا  نا   Eفي الحلق    هنو م نا  ليعظمنز و من   4�

�لية  �فننقة  �42� � Ez4  وةذا كننناةJ  م نننا  فيE  بحمننن  كننناة� � J�4  فقنننن   و ننن، عنصنننر
Jx�  بحم  لية� �4�x  بمينى ليةx  نانرنرج لية  4ع،  صثمح رو ز ا  قطل اعقام  علنى
24 � nx ثمح عي،  صn . 

Jnxالآة  �لأة  42 �� � Jn ��  2ةذا  كننل مكنناعن صننثمح رو ننز عليننن،   �Jxو  44
JEةذا   Jهو في ا  ا    وهاا  رهاة ا طلوب .  

 6.8ظرية ن
MRبمثا ننن، هنننو م نننا  ليعظمنننز ةذا وفقننن  ةذا  Rفي الحلقننن  ال ،اعمننن   Mا  نننا    / 
  قل .

 البرهان 
MRة ،اعمنننن  فننننقة  Rلأة  Rم اعمننننا  ليعظمننننز في  Mعننننر ا   هننننو  1ة ،اعمنننن  ولي كننننا   /

MRRMهنو محا ن،  1نارنرج لية  Rمحا ،  /.z  0عنااzI  وع نز نطنين ليةMR هنو  قنل  /
MR  إنننز لية ن طنننت لية كنننل عنصنننر غنننر صنننإرث في  هنننو و ننن،  ليث عننن  مي نننو   نننر  ض  /

�عم ا  � MRx /0 �z  فم وةMx� . 
^اعرنننن  لية  `RrxrxR Rxxوكنننناع   Rم ننننا  في  xRض لية  / � هنننناا  ننننؤ ث ةلى لينننننن   1 �

MmRr و ،  ��  هاا  ،وره  ؤ ث ةلى لية : xrm� 1بحم  لية  ,
 rxxrMxrM   �� � 11  
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MRهننننو و نننن،ه و  ننننوة  xعنننناع  فننننقة    قننننظ  قاانننناه الآيننننر لأة محا نننن، الحقننننل  رلننننن  /
RMةذا   M�1ليث لية  01zعننننننننا اعصننننننننإر  z  عننننننننم اI  هننننننننو ليث م ننننننننا  فيR  بحمنننننننن  لية

IM MRعنننن  مي ننننو   ننننر  في  aةذا   0zaفم ننننوة  �Maبحمنننن   �Ia. نخرننننار  � / 
MRRbو نننننننننال علمنننننننن  فقننننننننن   و نننننننن،  ةذا   Mab��1هنننننننناا  يطننننننننز  ba 1بحمنننننننن  لية  � /

Iab��1  لأةIM �هننننننننننننننننناا  نننننننننننننننننؤ ث ةلى لية  � � Iabab  )م نننننننننننننننننا   �Iabلأة  11 ���
RI( ةذا  �Iaو    . 

 ملاحظة
MRبمثا ن،  نر  فنقة  Rليث م نا  ليعظمنز في  لقن  ة ،اعمن   Mةذا كاة    قنل  /
م لية ليث م ا  ليعظمز في  لق  ة ،اعم  بمثا ن،   نوة م اعمنا  ليوعمنا  علنى ( ولي كا  نيل6.8)نظر   

 لي    اف فقة ع س اعيطار  عمس صثمثا  .

 6مثال 
�اعرننن  ا  نننا    �سنننا   تامننن  فنننقة  Zلأة  Zفي  0� �وع نننا  Zفي  م اعمنننا  ليوعمنننا   0� �0 

�لأة  Zعمس م اعما  ليعمما  في  � � � Z�� 20 . 

 7مثال 
 لقنن  الأعنن،ا  اعزو منن  اعصننثمث  هننو م ننا  ليعظمننز )انظننر م نناف  Eفي  (4)ا  ننا   

�لأة ( وع ننن  عننمس ليوعمننا  5 �42.2 �وع ننا  � �42. ةذا  في الحلقنن  ال ،اعمنن   نن،وة محا نن، ا  ننا   �
 الأعظمز عمس قعكرور  ليوعما  .
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 تمارين محلولة
 1تمرين 

< لقننن  كنننل اعننن،واف ا رصنننل  ذات اعقنننمم الحقمقمننن  علنننى اعإنننت  ا غلقننن   Rعنننر ا   @1,0 
وعر ا 

¿
¾
½

¯
®


 ¸
¹
·

¨
©
§� 0

3
1

/ fRfM  ين لية M  هو م ا  ليعظمز فيR . 

 الحل
<اع،اع    @ RW �ا يرف  قعش ل  :�1,0/ � 0 xW  ع نلRx�  تنرمنز ةلىM ذا  ة

M .  مجموع  غر ياعم 
Mgfيا  � فم وة ,� � Mgfgfgf ��� ¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ ¸

¹
·

¨
©
§� 0

3
1

3
1

3
1 

MfRhولي كا  عر ا  �� Mhfhfhhf فقة , �� ¸
¹
·

¨
©
§ ¸

¹
·

¨
©
§

¸
¹
·

¨
©
§ ¸

¹
·

¨
©
§ 00.

3
1

3
1

3
1

3
1 

Mfhhfة ،اعمننن  فنننقة  Rبمنننا لية  RMومنننا اعوا نننح لية  Rهنننو م نننا  في  Mةذا    � z  لأة
R�T  ا يرف  قعش ل� � 1 xT  ا تنرمز ةلىM . 

NMلية  بحمنننننننن  Rم اعمننننننننا  في  Nعننننننننم ا  NMفقننننننننن   و نننننننن،  � �� OO هنننننننناا  ينننننننن  لية  ,
0

3
1

z¸
¹
·

¨
©
§O  ا يلC ¸

¹
·

¨
©
§

3
1O   0 مzC . 

EOPميطى قعش ل  R�Pاعر   � م    � � Cx  E  ع ل> @1,0�x  : فم وة 
 NMcc ���� � ¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ ¸

¹
·

¨
©
§ PPEOP 0

3
1

3
1

3
1  

�قعشنننننننننننننن ل  R�J. عننننننننننننننرف  N�� POEةذا   �
2
1

 xJ  ع ننننننننننننننل> @1,0�x  فم ننننننننننننننوة
> @1,0��x � � � � � � � � Nxxxx � �   TJETEJJE 1 
RNةذا   Rهو المحا ، في  Tع ا   . Rم ا  ليعظمز في  Mو نال علم  فقة   
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 2تمرين 
ABلأث م ننننناعمين   ABبحمننننن  لية  Rفي الحلقننننن   ,  نننننرها ةنننننن  ةذا كننننناة كنننننظ  منننننا  �

BAB م اعمنننننا  عننننن،ن اعقنننننو   Aهنننننو م نننننا  عننننن،ن اعقنننننو  )مرظ نننننماة(  رطلنننننف لية   نننننوة  ,/
 )مرظ ما ( .

 الحل
عننر ا  

B
AB �عنن،يمز اعقننو  ض فننقة  , � � �B

B
AB

n
m  ¸

¹
·

¨
©
عننطي  الأعنن،ا  اعصننثمث   0, §

mn ,0 � . 

 � � � � � �0 ����� ¸
¹
·

¨
©
§ mnmmnn

n

ABABAB
B
A  

 م ا  ع،ن اعقو  . Aةذة 
الآة افننرض 

B
AB فم ننوة  �Baمرظ ننماة وعننم ا  ,

B
ABa لأة  ��

B
A  ،مرظ ننز فقننن   و نن

�بحم    وة  n!0ع،  صثمح  � BBa n Ban ؤ ث ةلى لية  �  � . 
بحمنننننننننننننن  لية  m!0مرظ ننننننننننننننز فقننننننننننننننن   و نننننننننننننن، عنننننننننننننن،  صننننننننننننننثمح  Bومننننننننننننننر  لييننننننننننننننر  لأة 
� � 00  � mnmn aa  هاا  طين ليةa  اعقو  ةذا  عنصر ع،نA  هو م ا  مرظ ز فيR . 
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 مسائل
 

1. R   لقنننن  منرإمنننن  ة ،اعمنننن  غننننر صننننإر   ض  ننننين لية كننننل م ننننا  ليو  علثلقنننن R   هننننز م ننننا
 ليعظمز .

ليعظممننا  وفمإننا اعكننرب غننر تافنن  )نقصنن، ليعنن  م نناف لحلقنن   نن،وة محا نن، وا تحننوث م اعمننا   .2
Ryxxyقعكرب اعراف  لية  �� ,0 . 

 إرشاد 
�ينننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننا   �^ `QbabaR �عنننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننننرف  ,, � � � � � �dbcadcba �� � ,,,  

�و  � � � � �acdcba ,0,., ��!اسرخ،  الحقمق  لية    ,Q .  ا تحوث رمر   ز م  ليعظمم 
�ا  نننا   Z نننرها لينننن  في  .3 �n  هنننو م نننا  ليعظمنننز ةذا وفقننن  ةذا كننناةn   عننن، ا  ليوعمنننا   مننن

� � ^ `Zxnxn �  . 
 م ا  ليعظمز ةذا وفق  ةذا كاة  Rفي الحلق   I رها لية ا  ا   .4
i .RI z . 

ii . ع لRa�   م Ia�  وة ع، نا  RaI ! �� . 
 ةذا كاة : Rتامى م ا  ليصغرث في  Rفي الحلق   Mتير ن ا  ا   .5
i .^ `0zM 

ii . ع لIcIc �z! � 0, . 
< لقنن  كننل اعنن،واف الحقمقمنن  ا رصننل  علننى اعإننت  ا غلقنن   Rعننر ا  .6 م اعمننا   Mةذا كنناة  1,0@

GGز فأثطنننننننننننننننت لينننننننننننننننن   و ننننننننننننننن، عننننننننننننننن،   قمقننننننننننننننن Rليعظممنننننننننننننننا  في  ,10 dd  بحمننننننننننننننن  لية
^ `0)(,  � GfRfM   
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 إرشاد
 اسرخ،  نظر   ها ا  ور ل . 

 بحم    وة : Rفي  Iوم اعما   Rليع  م اا  لحلق  غر ة ،اعم   .7
i .

I
R   لق  قاسمم . 

ii .
I
R . قل  

إرشاد ]
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 Qba

ba
R ,

00
ض يا  

°¿

°
¾
½

°̄
°
®


�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 Qx

x
I

00
0] . 

فنقة  �Raلأث  na 0بحمن  كناة  n لق  ض ةذا و ، عن،  صنثمح مو نف  Rعر ا  .8
وةذا لم  و ن، هناا  Rثمح مو نف ممنل هناه اياصنم   انمى لحمنز الحلقن  ليصغر ع،  ص

Ranaاعيننننننننننننننننننننن،  اعصنننننننننننننننننننننثمح ا و نننننننننننننننننننننف ليث لية    n 0 نننننننننننننننننننننؤ ث ةلى لية  0 ��
 تامى  لق  بمممز صإر . Rو 

 اصطلاح 
   RChar لحمز الحلق   ي  R  رها لين  ةذا كاة n : ع، ا  صثمثا  مو طا  فقة 

a.  ااموعرنناة^ ` ^ `RanaInaRaJ nn  Rكلراهمننا م اعمنناتاة في   0, �  �
. 

b. � �nIRChar  . nتقام  /
c.  0ةذا كاةzRChar  فقةRChar  تقام� �nJRCharn / . 
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 فزماتمور . الهومو 2
 7.8تعريف 
تاننننننمى هومننننننورفمز   لقنننننن  ليو ايرصننننننارا   Rcةلى الحلقنننننن   Rمننننننا الحلقنننننن   fاعراسننننننم  

Rbaتحققت ايصا ص الآتم  لأث هومومورفمز  ةذا  �, . 
i .� � � � � �bfafbaf � � 

ii .� � � � � �bfafbaf � . 

 ملاحظة 
هومننورفمز  كننل رمننر  قعناننط  ةلى  طننين لية هومومننورفمز  الحلقنن  هننو  (i)مننا اعوا ننح لية  

��!رمر  ا مل  ,R  . كما لين  مافض على اعكرب 

 ومومورفيزم اله
 RRf co:  امى ة ممورفمز  ةذا كاة f     فوقما  و انمى مونومنورفمز  ةذا كناة لي نا

 و امى لي زموموفمز  ةذا كاة كظهما ميا  .
ة زمننورفمز  مننا الحلقنن   fمننا الحلقنن  وةعمإننا  اننمى ةننن،ومورفمز  ض فننقذا كنناة  fوالهومومننورفمز  

 وةعمإا سمز ليوتومورفمز  .

 8مثال 
RSfعننرف  R لقنن   ز منن  مننا  Sعننر ا  o:   بحمنن� � SxXxf فقننن  مننا  , ��
Syxاعوا ح لأث  �,  � � � � � �yfxfyxyxf � � � 

�و  � � � � �yfxfxyxyf ) انننننمى راسننننننم  Rةلى  Sهنننننو هومومننننننورفمز   لقننننن  مننننننا  fةذا    
 اا روال( .
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 9مثال 
ARRfعرف  Rم اعما  في  Aعم ا  /: o  قعش ل� � RrArrf  fفنقة  , ���

� هز هومومورفمز  لأة � � � � � � � � � � �sfrfAsArAsrsrf � ��� �� � 
�ولي كنننا   � � � � � � � � �sfrfAsArArsrsf .. هنننو ة طممنننورفمز   fفنننوقز ةذا   fولي كنننا    � �� 

�وهو عمس لي نا ث ةذا كناة  �0zA  وعرؤ ن  هناا ينا� �0za  فيA  فنقة� � AAf و  00 � 
� � AAaaf �ةذا    �  � � �aff عنننننمس لي نننننا    ض هننننناا  fهننننناا   طنننننت لية  0zaوع نننننا  0 

   اعططميز .اعراسم الهومومورفمز 

 10مثال 
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 لي ا ث . fةذا  
 فوقز وما ثم فإو ة زومورفمز  . fلييرا  ما اعوا ح لية 

 11مثال 
^ةذا كننننناة   `ZbabaM اعكنننننرب  لقننننن  تحنننننت عملمنننننتي ا منننننل و  Mفنننننقة  2, ��

 ااعرما  رين علأع،ا  الحقمقم  .
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MMfعنننننننننننننننننرف  o:   بحمننننننننننننننننن� � 22 babaf 2baلأث  � � هنننننننننننننننننو  fض  Mفي  �
 ليومومورفمز  )تحقق ما ذع ( .

واعننننتي تشننننا   ةلى  نننن، كطننننر الآة سننننوف نننننرإثص  ينننن  اعنظننننر ت علننننى هومننننورفمز  بحلقننننات 
هومومورفمز  اعزمر ض ورغنم لية  رهناة هناه اعنظنر ت  نرورث  قن،ر   وفاعنظر ت اعتي  رهنت 

ليهممرإا في اعزمر فقننا مل ذع  نطمئا ةلى الحا   ةعمإا ما نا م  تو مح  راهين  ين  اعنرنا ج 
. 

 9.8نظرية 
:1عر ا   RRf o وة :هومومورفمز   لق  ض فم  

i .� � 00  f 
ii .� � � �afaf  �Raع ل  � �

 البرهان
� �Rxلأث � � � � � � �00 fxfxfxf � �  

�لأة  � 1Rxf �  وة ع، نا لي كا   � � � � 0� xfxf  وما قانوة الحاف قعنانط  علممنل   نوة
�ا ع، ن � 00  f . 

 الآة :
 � � � �� � � � � � � � � � � �afafafaffaafaa � �� ���  ��� �� 0000  

 10.8نتيجة 
�لأث   � � � � � Ryxyfxfyxf �� � ,, . 

 البرهان
 � � � �� � � � � � � � � �> @ � � � �yfxfyfxfyfxfyxfyxf � � �� �� �  
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 11.8تعريف 
:1عنننننر ا   RRf o   هومومورفمزمنننننا  نينننننرف ننننننواf   نهنننننا ااموعننننن � �^ `0 � rfRr 

 . fkerقعرمز  fسوف نرمز عنوا  

 12.8نظرية 
 . Rهز م ا  في  1Rةلى الحلق   Rنوا  هومومورفمز  ما الحلق   

 البرهان 
:1عننننننر ا  RRf o  مومننننننورفمز  لأة هو� � ff ker00 مجموعنننننن  غننننننر  fkerفننننننقة   �

� ياعم  � � � 0,0ker,   o� yfxffyx 
� ةذا   � � � � � fyxyfxfyxf ker0 ��� � � 

� كما لية � � � � � 0.ker,   ��� rfxfxrffxRr 
�لأة  � 0 xf   و ننننننننإس اعطر قننننننن� � 0 rxf  نننننننؤ ث ةلى لية fxr ker�   وكننننننناعfrx ker� 

 . Rم ا  في  fkerوعلى ذع  فقة 

 13.8نظرية 
:1عننر ا   RRf o  هومومننورفمز  وعننر اA  م ننا  فيR  فننقة� �Af  ننوة م ننا  في  

� �Rf . 

 البرهان
� ا ض لية � � �^ `afxAaRxAf  ��� , 

�ما اعوا ح  �Af�0  لأة� �00 f    ةذا� �Af .  مجموع  غر ياعم 
�عر ا  �Afyx �فقة  ,� � � �afxbfy abناصر عطي  ع ,    ةذا  : Aفي  ,

 � � � � � � � �Afyxbafbfafyx ���� � �  
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Abaلأة  �� . 
�ةذا كاة  �Afr �بحم  لية  �Rrفقن   و ،  �1 �rfr  ةذا  : 1 

 � � � � � �rafafrfxr   1  

� �Afxr �� 1                    ) Ara�  )لأة
�و نإس اعطر ق   �Afxr �ةذا   �1 �Af  م ا  في� �Rf . 

 )النظرية الأساسية للهومومورفيزم( 14.8نظرية 
ARض  Rفي الحلق   Aلأث م ا    وقعي نس ةذا كناة  Rصور  هومورفمز  علثلقن   /

f   هنو هومومننورفمز  فنوقز في الحلقننR  1علنىR  1فننقةR لقنن  قانم  علثلقنن  لي زومنورفي ةلى  
R   ض في الحقمقfRR ker/1 # . 

 البرهان
ARRfلأة الهومننورفمز  اعططميننز   /: o  ا يطننى قعشنن ل� � RxAxxf ���  

ARهو راسم فوقز ض فقة  هومومنورفمز   fوقعي س ض عنم ا  Rصور  هومومورفم  علثلق   /
fAنإرض لية  Rفوقما  على الحلق   Rما  ker   عن، ا   وةA  م اعما  فيR . 

:/1عرف  RARf o  قعش ل� � � �rfrf ARArrع ل    /��  . 
ARsrالآة لأث  /, �   وة ع، نا � � 0ker  �� ��� srffAsrsr 

� � � � � � � �sfrfsfrf  � �  

 لي ا ث . fو طين لي كا  لية 
  م،ا  ض كاع  :ميرف تير إا   fهاا  طين لية 

 � � � � � � � � � � � � � �sfrfsfrfsrfsrfsrf � � � � �  

� ولي كا   � � � � � � � � � � � � �sfrfsfrfrsfrsfsrf ..      
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�مونومنننورفمز  ض ويرامننننا  لأة  fهننناا  يطننننز لية  � � � 1RRfRf فننننوقز  fنحصنننل علننننى لية    
:/1لي كا  ض ةذا   RARf o  1هو لي زومورفمز  ولية/ RAR ARRليث لية  # /1 # . 

 15.8نظرية 
 Nالمحرو ننننن   Rفقنننننن   و ننننن، تقنننننا ظ  لي نننننا ث  نننننين م اعمنننننات  Rم اعمنننننا  في  Nعنننننم ا  

NRوا  اعمات في  / . 

 البرهان 
NRةلى  Rهو الهومومورفمز  اعططميز ما  fعم ا   منوث  Rم ا  في  Aوعم ا  /

N : فقة 
 � � � �^ ` ^ ` NAAaNaAaafAf / �� �  

NR في هنننو م نننا  AB( اعرننن  ليث م ننناعمين 13.8)نظر ننن   / بحمننن    نننوة  Nمنننو ة  Rفي  ,
� � � �BfAf NBNAليث لية    // بحمننننننن  لية  �Bb و ننننننن،  �Aaفانننننننوف   نننننننوة لأث   

NbNa � هاا  ؤ ث � � � BbbaaBNba ��� ���� 
ABو نننإس اعطر قنن  يم ننا لية نطننين لية  �BAتطيننا  عنناع    ننوة  BAفنثصننل علننى  �   

�ليث لية اعراسننم  �AfAo  منناF  مجموعنن  كننل ا  اعمننات فيR  المحرو نن  علننىN   ةلى ااموعنن
F  مجموع  كل ا  اعمات فيNR  لي ا ث . /

NRوعطمننناة لينننن  فنننوقز عننن  نظإنننر لية ليث م نننا  في  �هنننو منننا اعشننن ل  / �Af   نننا  FA�  ض
NRهننو ليث م ننا  في  Xعننم ا  �عننرف  / �^ `XxfRxA فننقة  �Nn منن  ليننن  لأث   ��

� � Xnf ANليث لية  �Anفقننننا نحصننل علننى  0 � هننو مننا  Xوا ننح لية ليث عنصننر في  �
�اعشنننننن ل  �af   و مننننننAa�  فننننننقذا  من ننننننا ليةA  هننننننو م ننننننا  فيR  فاننننننوف نحصننننننل علننننننى

� �AfX �وهنننناا  يطننننز لية  �FAمننننل    �AfA�  هننننو تقا ننننل لي ننننا ث  ننننينFF عننننم ا  ,
AbaRr �� �فم وة  ,, � � � � � XbfafNRrf ��  وما ثم : /,,
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 � � � � � � � � � � � � XrfafarfXbfafbaf � �� � ,  
�و  � � � � � Xafrfraf NRم ا  في  Xلأة   �  :فمنرج ما ذع  لية  /

 AraAarAba ���� ,,  

 وهاا   ها اعنظر   . �FAعاع    وة  Rم ا  في  Aو 
عكنط  علنى نإنس ايطنو  اعنظر   اعراعمن  هنز تيمنمم رناهرث علنظر ن  اعانا ق  واع هناة  انر ق

gNولييا  f ن  gفق  علمنا اسرط،اف  ker  . 

 16.8نظرية 
 نل لي نا ث  نين فقنن   و ن، تقا 1Rةلى  لقن   Rهومومورفمز  ما  لق   gةذا كانت  

ميطنننننى قعشننننن ل  1Rوعا لننننن  كنننننل ا  اعمنننننات في  gkerالمحرو ننننن  علنننننى  Rعا لننننن  ا  اعمنننننات في 
� �AgA� . 

 )نظرية الإيزومورفيزم الثانية( 17.8نظرية 
ABةذا كاة   �فقة  Rماة في  لق  م اع � � � �BABRAR //// # . 

 البرهان
ARBRfعرف اعراسم  //: o   قعيطنار� � RrArBrf ��� �  f ناع    نوة  ,
AsArABsrBsBr ميرفا  تير إا   م،ا  لأة � ������� � 
BAهز   نوا هو لي طممورفمز   fونتك علقرال  ماة لية  / . 

 (الثالثة)نظرية الإيزمورفيزم  18.8نظرية 
ABةذا كاة   فقة  Rم اعماة في الحلق   ,

BA
B

A
BA

�
#

� . 

 الرهان
عرف  

A
BABP �

o:  قعش ل� � bbf  . �Bbع ل   
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Bbbافرض لية   فم وة : ,�21
i. � � � � � �21212121 bfbfbbbbbbf � � � �  
ii. � � � � � �21212121 . bfbfbbbbbbf     

 هو هومومورفمز  . fةذا  
الآة 

A
BAx �

bax ؤ ث ةلى لية  � BbAaعطي  اعيناصر   � ��  ةذا  : ,
 AbAabAbax � �� ��  

�ليث لية �Aaلأة  �bfbx  فوقز . fليث لية    
BAfيراما   � ker : لأة 

 BAbAbbfb ����� �� 0ker      ) Ab�  )لأة  
ما نظر   الهومومورفمز  الأساسم  ل، 

BA
B

A
BA

�
#

ليث لية  �
A
BA

BA
B �

#
�

 . 
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 مسائل
 

RRfعنن،  ليو  ض عننرف  Pو  �Rxع ننل  PX 0 لقنن  ة ،اعمنن  فمإننا  Rعننر ا  .1 o: 
�قعصور   � Pxxf  هومومورفز  . f ين لية   

Nfمنننل  Rcعلنننى الحلقننن   Rهومومنننورفمز  منننا الحلقننن   fةذا كنناة  .2  ker  نننرها كنننظ  منننا 
 : اعنرا ج الآتم 

i.  ةذا كنناةA  م ننا  يممنن  ليو  اننارث فيR  فننقة� �Af   ( اننارث)هننو م ننا  يممنن 
 . Rcفي 

ii.  ةذا كنننناةB   في  ( اننننارث)م ننننا  يممننننRc  فننننقة� � � �^ `BrfRrBf �� 
هننننو  1

 . Nموث  Rفي  ( اارث)م ا  يمم  
iii.  ةذا كننننننناةAB ANBNبحمننننننن  كننننننناة  Rم اعمننننننناة في  , �� BAفنننننننقة  , ةذا  �

�وفق  ةذا  � � �BfAf � . 
ةلى  لقنن   Sهومومننورفمز  منا  gو  Sةلى  لقن   Rهومومنورفمز  مننا  لقن   fةذا كناة  .3

T  ين لية gf ز  ما هو هومومورفمR  ةلىT . 
 . 17.8ليكمل  رهاة نظر    .4
ABعننر ا  .5 AaBbبحمنن  لية ع ننل  R لقرنناة  ز مرنناة مننا الحلقنن   , �� abbaكنناة   , , 

  رها ما  لز : A نرمماة ةلى 
i .BA�  لق   ز م  في R . 

ii .ABA BABهما م اعماة في  �,  على اعتتمف . ,�
iii .

BA
B

A
BA

�
#

� . 
 ؟ كمن ت وة هاه اعنرمم  تيممما  عنظر   الهومومورفمز  اع انم 
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 ليع  م اا  تطين فم  لية مجموع  لقرين  ز مرين يم ا ليا   وة  لق   ز م  .

 إرشاد
يننننا  

°¿

°
¾
½

°̄
°
®


�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

°¿

°
¾
½

°̄
°
®


�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 Za

a
SZb

b
T

00
0

,
0
STفننننقة  00  لقرنننناة  ز مرنننناة مننننا  ,

Z   22 لقننن  كنننل ا صنننإوفات منننا اعانننيu  علنننىZ  وع ننناTS عنننمس  لقننن   ز مننن  علنننى  �
2Z. 
 قننننناف عننننن  هومومنننننورفمز  صنننننإرث ةذا كننننناة  Sةلى  لقننننن   Rمنننننا الحلقننننن   fالهومومنننننورفمز   .6

� � 0 Rf  منننا  قنننل ةلى ليث  لقننن  ةمنننا لية   نننوة مونومنننورفمز  ليو  ليثطنننت لية هومومنننورفمز
 هومومورفمز  صإرث .

:1ةذا كاة  .7 RRf o  هو هومومورفمز  فنوقز وR  فأثطنت لية  1 لقن  ذات محا ن،  اناوث
� �1f   هو محا ، الحلق� �Rf . 

SRfافرض لية  .8 o:  هو ة طممنورفمز  فنقذا كناةAB RUVم اعمناة في  ,  Sم اعمناة في  ,,
 فأثطت لية :

i. � � � � � �BfAfBAf � �  
ii. � � � � � �BfAfABf   
iii. � � � � � �VfUfVUf 111 ���  �  
iv. � � � � � �VfUfUVf 111 ��� �  

�ليع  م اا  تطين فم  لين   و   عا    وة  � � � � �VfUfUVP 111 ��� z . 

 إرشاد 
Ryxxyرمننر  بننل ة ،اعمنن  بهننا ليك ننر مننا عنصننر ض عننرف  Rعننر ا   فر ننوة  0,, ��

R  لقننن  ض ينننا ^ `0 S  وعنننرفSRf o:  قعشننن ل� � Rxxf ^ينننا  0, �� `0  VU 
�فم وة  � ^ `0,1   � UVRUVf  منما � � � � ^ `011   �� RRVfUf . 
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:2 ننين لية  .9 RCf o  ميطننا  قعشنن ل� � ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�

 �
ab
ba

baf i   هننز هومومننورفمز   منن

 . Rعلى  22uفات ما اعاي  هز  لق  كل ا صإو  2Rلية 
�عنننر ا  .10 � ^ `0, z� PZnPnP  نننين لية � �PZ هنننو عننن،   P قنننل ةذا وفقننن  ةذا كننناة  /

 ليو  .
 إرشاد

 ليث سا   تام  غر صإر   ومنرإم  هز  قل . 
  نوة  Pغر قا ل علقانم  علنى  �Zaع، ا  ليوعما  ض  رها لين  ع ل  P)فرمات( عم ا  .11

� �PaP mod11  � . 
 إرشاد 

 � �PZ واعيناصننر غننر اعصننإر   في الحقننل تشنن ل رمننر   0zaهننو  قننل ومننا ثم فننقة  /
 تحت عملم  اعكرب .

�عننن، ا  ليوعمنننا  فنننر    فطنننين لينننن  في  Pةذا كننناة  .12 �PZ بحمننن  لية  x و ننن، قعكنننط  عنصنننراة  /
1

2
 x  منننننننا هننننننناا نانننننننرنرج نظر ننننننن  و لانننننننوة اعقا لننننننن  )ةذا كننننننناةP وعمنننننننا  فنننننننقة عننننننن، ا  لي

� � � �PP mod1!1 �{� . 
13. A   م ننا  في  لقنن  ة ،اعمننR  ض عننر اA  ،ماننأع   4ميرفنن  كمننا في اعإصننل اعاننا ل اعطننن

AR ين لية  6  عمس فمإا عناصر غر صإر   ع،يم  اعقو  .  /
^ نهنننا مجموعننن   Sعنننرف  R  في  لقننن .14 `Rbabaab ��  Rفي  A نننين لينننن  لأث م نننا   ,

ARفقة  لق   ASت وة ة ،اعم  ةذا وفق  ةذا  / � . 
   ال ،اعم   امى م ا  ا ر،ا ز ةذا كاة : Rفي الحلق   Qا  ا   .15

i .RQ z . 
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ii . ع ننلRbaQab �� Qbn اننر،عى لية  �Qaولية  ,, عننطي  الأعنن،ا  اعصننثمث   �
QRةذا وفقننن، ةذا كنننل قاسنننم صنننإرث في  Rم نننا  ا رننن،ا ز في  Qض  نننين لية  nا و طننن   / 

 ع،ن اعقو  .
كنننننننننننننننننناة    اننننننننننننننننننمى م اعمننننننننننننننننننا   ننننننننننننننننننط  ليو  ةذا Rفي الحلقنننننننننننننننننن  ال ،اعمنننننننننننننننننن   Aا  ننننننننننننننننننا   .16

AaAaRa ����� AR وفقننننن  ةذا ةذا Rهنننننو م نننننا   نننننط  ليو  في  Aلية  نننننين  ,2 / 
 عمس بها عناصر غر صإر   ع،يم  اعقو  .

� لق  ا صإوف   رها لية  Rم اعما  في  Iةذا كانت  .17 �nIR nnلي زومورفم  مل  / IR / . 
 إرشاد

�عرف   �nn IRRf /: o  قعش ل� � � � nijijij RaIaaf ���  . 
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 حقل القواسم ونظرية الغمر -3
 ي  لينواع الحلقات ت نوة ليسنإل  راسن  وا نمرإنا ت نوة ميرفن  منا ليننواع ليينر ض فنقذا  
بحمنن    ننوة  نننال الأيننر  ميننروف ليك ننر  Sفي  لقنن  لييننر   Rلي نن، غمننر  لقنن  مننا  اسننرطاع

ض وقننن،  Rنانننرطمل لية نقنننوف اع  نننر  نننوف يصنننا ص  Sمنننا الأولى فقنننن  قسنننرخ،ا  ينننوا  
 ر  اسرخ،اما  قعغ ا ماف في تطو ر نظر   الحلق  .اسرخ،منا اعغمر لحلق  ما في ليي

هننناك اعي، نن، مننا رننرق غمننر  لقنن  في لييننر  ض وهنننا في هنناا اعطننن، سنثصننر لينإانننا  
 على ثظث  ررق فق  :

I. . ، غمر  لق  في  لق  بمثا 
II. . غمر سا   في  قل 

III. .  غمر  لق  في  لق  الأن،ومورفمز  عزمر  ة ،اعم 

Iغمر حلقة في حلقة بمحايد .   
� لقنننن  اعرنننن   Rعننننر ا   �^ `ZnRrnrZR �� u يم ننننا  يلإننننا  لقنننن   ZRuض  ,,

 ميرفين علمإا عملم  بل و رب كالآتي :
�ع ل  � � � RxZmsnr �,,, � � � � � �mnsrmsnr �� � ,,, 

� �� � � �nmmrnsrsmsnr ,,, ��  

�هز  لق  بمثا ،  ااوث  ZRuيم ننا اعرأك، ما لية  �1,0 . 

 19.8نظرية 
 ليث  لق  يم ا غمرها في  لق  بمثا ، . 
 البرهان

  لق  فما ا ظ ض سا قا  لية   وة : Rعر ا  
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 � �^ `ZnRrnrZRR �� u ,,1  

:1هز  لق  . نيرف  RRf o  قعش ل� � � � Rrrrf �� 0, . 
 لي ا ث لأة : fهو هومومورفمز  كما لية  fوا ح لية 

 � � � � � � � � srsrsfrf  � � 0,0,  

�ةذا   � 1RRfR �وث واعتي لها محا ،  اا 1Rقا ل علغمر في  Rوعلى ذع  فقة  #� �1,0 . 

 ملاحظة
�اعغمر اعاث نوقش في اعنظر   اعاا ق  بمل  ،ا  ةذ  نطنوث علنى لية   �Rf  م اعمنا  في

1R . 
�علرأك، ما هاا ا ض لين  لأث  � � � � �RfrRns �� 0,,,  فقة : 1

 � �� � � � � � � �Rfnrsronnrsrsnsr �� �� 0,,0,0,  

�وكنننناع   �� � � � � �Rfnrsrorns �مننننل  r رشننننخمص  Rوه نننناا فننننقة  ,,,0 �� �0,r  تصننننطح
 . 1Rم اعما  في 

II غمر ساحة في حقل . 
كنننل  لقننن   ز مننن  منننا  قنننل هنننز سنننا   تامننن  ض ومنننا اعططمينننز لية  انننأف لي ننن، ةذا  

 يم ننا ةيجا   قل موث هاه اعاا   اعرام  كثلق   ز م  من  ؟ليعطمنا سا   تام  فإل 
 ليو   ظ  آير يم ا غمر سا   تام  في  قل ؟ 

baxaواعاننؤاف في غا نن  الأهممنن   ننا  طثنن  عننا  ننل علميا  نن  ايطمنن    z في سننا   تامنن   0,
D  ما اعططميز لية الحل ةذا كاة مو و ا  فيD   فقن  يجف لية   وة و م،ا  ) اذا ؟( علنى لينن

Zxفي فمنن ظ   Dمننا ا م ننا  ا مننا  ليا   ننوة هننناك في  ,53 وع ننا في  Zعننمس لهننا  ننل في   
Fabax قل  ,0, z   ا ما  لها  ل هو ba في  قنل  Dوعلى ذعن  فنقذا غمنرنا اعانا    �1

F   0فننقة ا يا عنن, z abax  بميننامظت منناD  سننم وة لهننا علننى الأقننل  ننل فيF  ض والآة
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ا   تامننن  مات ننن، ا  طر قننن   ننننال الأعننن،ا  اعنانننطم  منننا نانننيى عطننننال الحقنننل اعننناث  غمنننر سننن
 الأع،ا  اعصثمث  .

^سا   تام  تحوث على الأقل عنصر ا وعم ا  Dعر ا  `00 � DD :  اعر 
 � �^ `0,,,0 z� u bDbabaDD  

 الآتي :ك  0DDuعلى  Nعرف اعيظق  
�ع ل  � � � 0,,, DDdcba u�  فقة� � � �dcba bcadةذا وفق  ةذا  ,,,   . 

 20.8قضية 
 . 0DDuهز عظق  ت افؤ على  '~'اعيظق   

 البرهان 
�عر ا   � � � � � 0,,,,, DDfedcba u� . 

i.     لأة الانعكاااااااااااااbaab bdacا يننننننننننننل    نننننننننننننر  لية  '~'في تير ننننننننننننن  ,  
� � � �baba ,~,   

ii.    التناظر� � � � � � � �badcdacbbcaddcba ,~,,~, o � � . 
iii.    التعدي� � � � � � � �fedcdcba ,~,,,~, 

decfbcad   � ,  
bcfadf  �  
bdeadf  �  

decf)لأة   ) beaf  � 
� وقانوة الحاف  رثقق( 0zd)لأة  � � �feba ,~,� 
 . 0DDuهز عظق  ت افؤ على  ~ةذا  

 ملاحظة
منننا تير نننن عظقننن  اعر نننافؤ يم نننننا لية ننننر  علنننى اعإنننور لينننن  لأث ليعننن،ا  غنننر صنننإر   

abc �   وة Dفي  ,, � � � � � � � � � � �babcacbbaaba ,~,,,~,,,0~,0 
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baعننننننر ا  �هننننننو فصننننننل ت ننننننافؤ علينصننننننر  / �ba مننننننا يننننننوا  فصننننننوف اعر ننننننافؤ  ركننننننح لية  ,
dcba // bcadةذا وفق  ةذا      . 

ba افؤ هو عا ل  صإوف اعر Fةذا كاة والآة  فانوف نطنين لينن  تحنت عملمنتي  0DDuفي  /
 صطح  قنل وعلنى اعإنور فنقة عملمنتي ا منل واعكنرب علأعن،ا   Fبل و رب مناسطرين فقة 

Fdcbaاعناننطم  تإننز قعغننرض ض عنناا نيننرف ع ننل  �لية   /,/� �bdbcaddcba � � ولية  //
� �� � bdacdcba /// 00,0هنننننز سنننننا   تامننننن  عننننناا فنننننقة  D. ا نننننض لية    z�zz bddb 

�وقعرا   � Fbdbccd �� Fbdacو  / وع نز ت نوة تير إاتننا ذات ميننى فممنف علمننا لية  /�
فصننوف اعر ننافؤ اع،ايلنن  في اعيملمننات ليو  يطننار  لييننر  نطننين لينهننا ماننرقل  عننا ايرمننارنا  ننا يم ننل 

babadcdcيجننننننننننننننننننننننننننننننننننف لية نطننننننننننننننننننننننننننننننننننين ليننننننننننننننننننننننننننننننننننن  ةذا كنننننننننننننننننننننننننننننننننناة  cc cc //,//  فننننننننننننننننننننننننننننننننننقة
� � � � dbcbdabdbcaddbcabdac cccc�cc �cccc //,// . 

 21.8قضية 
 عملمتي ا مل واعكرب في اعرير ن اعاا ق ميرفراة تير إا   م،ا  . 
 البرهان 
babadcdcعم ا   cc cc //,// : فقة 

 babadcdc c cc c ,     (1) 

� الآة � dcbbdcbbdbdaddba cc cccc cc� ,1 
dcbbdbdadcbbddba cc�cc cc�cc�  

� � � �bdcbdadbbcad cc�cc cc��  

db
cbda

bd
bcad

cc
cc�cc

 
�

�  

� لييرا   فقذا  ا مل ميرف تير إا   م،ا  . � dcbadcba cc cc�1 
� �� � � �� �cabddbac cc cc�  

db
ca

bd
ac

cc
cc

 �  

 ا   م،ا  لي كا  واعقكم  محقق  .ليث لية اعكرب ميرف تير إ
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 22.8نظرية 
 !�� .,,F  هو  قل وD  يم ا لية تغمر فيF . 
 البرهان

Daل، لين  لأث  20.8اع هاة ما ا ظ ظ  اعراعم  علقكم    �z  فقة : 0
 ,,

0
,

0 F
a
a

aa
a

a
�z  

baفم  عنصراة على الأقنل وكمنا نظ نض لينن  لأث عنصنراة غنر صنإر ة  Fعاا فقة   Dفي  ,
فقة 

ba
00

فقة  0zcولي كا  ةذا كاة   
b
a

bc
ac

  . 

 العملية تنسيقية .1
Fلأث 

f
e

d
c

b
a

�,,   
f
e

bd
bcad

f
e

d
c

b
a

�
�

 �¸
¹
·

¨
©
§ � 

� � � �
� � fbd

ebdfbcad ��
  

� � � �
� �dfb

bdecfdfa ��
  

df
decf

b
a �
�  

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�� 

f
e

d
c

b
a  

 العملية إبدالية  .2
Fلأث 

d
c

b
a

�, 
bd
bcad

d
c

b
a �

 � 

db
adbc �

  

b
a

d
c
�  
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 وجود عنصر صفري .3
Fفقة  Dفي  0zUالآة لأث  

u
�

 م  لية  0
b
a

bu
au

ub
a

  �
0 . 

uفقذا  
 . 0عنرمز ع  قعرمز  Fهو اعينصر اعصإرث في  0

 وجود المعكو  الجمعي .4
 لأة

22

0
bb

baab
b
a

b
a

 
�

 ¸
¹
·

¨
©
§ �� 

0 و
00
2

 ¸
¹
·

¨
©
§ ��� 
b
a

b
a

bu
 

F ةذا  
b
a

b
a

�
�

 ¸
¹
·

¨
©
§� 

 التنسيق الضربي .5
Fلأث 

f
e

d
c

b
a

�,,   � �
� � fbd

eac
f
e

bd
ac

f
e

d
c

b
a

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§ ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§ . 

 � �
� � ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
  

f
e

d
c

b
a

dfb
cea  

 التبديل الضربي .6
Fلأث 

d
c

b
a

�,   
b
a

d
c

db
ca

bd
ac

d
c

b
a

..     

 وجود المحايد الضربي  .7
DUالآة ةذا كاة   �z Fفقة  0

u
u
بحم  لية  �

b
a

bu
au

u
u

b
a

  . . 
هاا  يطز لية 

u
u  1هو المحا ، اعكر  واعاث سنرمز ع  قعرمز . 

 وجود معكو  ضربي للعناصر غير الصفرية  .8
F ةالآ

a
bba

b
a

��zz�z 0,00 

 1.    
u
u

ab
ab

a
b

b
a  
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aةذا  
b

b
a

 ¸
¹
·

¨
©
§

�1

 . 

 التوزيع  .9
Fع ل 

f
e

d
c

b
a

�,, � �
� �dfb

decfa
df
decf

b
a

f
e

d
c

b
a �

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§ �
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� 

� ولي كا   � � �
� �� �

� � � �> @
� �bbdf

bdaefac
bfbd

bdaebfac
bf
ae

bd
ac

f
e

b
a

d
c

b
a �

 
�

 � � . 

       � �
bdf

decfa �
  

��!ليث لية اعكرب  رور ل على ا مل و نرج لية  .,,F  قلهو  . 
FDfفي اعنإا   نيرف  o:   كالآتي 

�يا  � Da �z � ل  �Dxوع ل  0 �
a
xaxf Dyxعم ا     فقة : ,�

 � � � �
a
ya

a
xayfxf  �  

yxyaxa  � � 22  

 راسم لي ا ث ولي كا  : fةذا  
 � � � � � � � � � �yfxf

a
ya

a
xa

a
ayx

a
ayx

yxf � � 
�

 
�

 �
2

2

 

� كما لية � � �� � � � � �yfxf
a
ya

a
xa

a
yaxa

a
xya

xyf     .
2

 

 . Fمغمور  في  Dةذا   Fةلى  Dهز مونومورفز  ما  fوهاا  طين لية 

 23.8عريف ت
هنننو اع ننننا ز  Dسنننا   تامننن  تحنننوث ليك نننر منننا عنصنننر ض فنننقة  قنننل قواسنننم  Dعنننر ا  
� �V,F   منننن F  هننننو  قننننل وV  هننننز مونومننننورفز  منننناD  ةلىF عنصننننر بحمنننن  لية كننننل 

FZ �يم ا اعريطر عنإا قعش ل  � � � �yx VV Dyxعطي  اعيناصر  /  . 0zy م   ,�
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 ملاحظة
 Dو ،ها  شار لهنا  نهنا  قنل قواسنم  Fفقة  Vعن،ما ا  و ،  قل ا ونومورفز   

. 
�والآة لأة  � FDD �#V  فانوف نرينو  علنى تشنخمصD  منل صنور ا� �DV  لية ونظ نض

D  هز نإاإا  لق   ز م  ماF . 
� رث،   صنورت   �Daفي تل  الحاع  فقة كل  �aV  وعن، نا فنقة كنل عنصنرFZ سنم وة  �

yxDxyyقعصمغ   /,,0 �z . 

 24.8نظرية 
 قنل قواسنم ةذا كنناة سنا   تامنن  تكنم علنى الأقننل عنصنر ا ض فنقة لهننا  Dةذا كاننت  

� � � �2211 ,,, VV FF   قلنننين قواسنننم فقنننن   و ننن، ة زومنننورفمز K  1مننناF  2علنننىF  بحمننن  لية
21 VVK   . 

 البرهان
FDfكناة   بحم  Fلينشأنا الحقل  (8-22)في اعنظر    o:  منل كنوة� � axaxf /  

Dxaع ل عنصر   . Dم طت في عنصر غر صإرث  ,�
FZكنناة مونومننورفز  ض الآة كننل عنصننر   fوكنناع  رلي نننا لية  yxهننو علننى  نن ل  �  منن   /

0,, z� yDyx   ةذا� �� � � � � �yfxfyaaaxaZ /// �وعننناع      �fF هنننو  قنننل قواسنننم  ,
D  ض عر ا� � � �1122 ,,, VV cfF  قلز قواسم D  21:1نيرف FF o   كما  لز: 

1FZيا  �فما اعرير ن   وة  � �
� �y
x

1

1

V
V

Dyxyعطي     �z ,,0 . 

� و ل  � � �
� �y
x

Z
2

2

V
V

K  ت وة ميرف  تير إا   م،ا  لأن  ةذا كاة : Kفقة   
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� �
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y
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Dvuyxvyعطي  قمم  �zz �لي ا   (  1V)لأة  0,0,,,, � � � uyxvuyxv  � 11 VV 
� � � � � � � � � �yuvxuyxv 222222 ,, VVVVVV  � �  
� �
� �

� �
� �v
u

y
x

2

2

2

2

V
V

V
V

 �  

 ميرف  تير إا   م،ا  . Kةذا  
�والآة ةذا كاة  �

� �
� �
� � F
v
u

t
y
x

Z �  
1

1

1

1 ,
V
V

V
V  فقة: 
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 هو هومومورفمز  . Kوهاا   ها لية 
Fzفنننننننننننننوقز ض عنننننننننننننم ا  Kوالآة سننننننننننننننطين لية  �c  فمنننننننننننننا اعرير نننننننننننننن� �

� �y
x

z
c
c

 c
2

2

V
V   عنننننننننننننطي

Dyxy �cczc � منننا اعوا نننح لية 0,, �
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x
c
c

1

1

V
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�عاا فقة  �0ker  K  وK  راسم لي ا ث ض فم وةK  لي زومورفز  فيF  2علىF . 
�فننننقة  �Dxع ننننل  Kومننننا تير ننننن  �> @ � �xx 21 VVK 21نحصننننل علننننى    VVK وهنننناا  نننننرمم   

 اع هاة .

 25.8نظرية 
منننوث  قنننل قواسنننم  Kفنننقة  Dمنننوث سنننا   تامننن  غنننر صنننإر    Kةذا كننناة الحقنننل  
 . Dعلثلق  

 البرهان
¼«عننم ا  

º
«¬
ª z� 0,,: bDba
b
aF  ا ننض ليننننا نينن  لية(

b
a  1هننو�ab ولأة )D  غننر

�صننننننننننننننننإر   ض فقننننننننننننننننن   و نننننننننننننننن،  � Da �z Fةذا   0
a
a
والآة لأث  1 �

b
ax

d
cy   ننننننننننننننننوة  ,  

F
bd
bcadyxF

bd
acxy �

�
 .1وتحوث  Kهز  لق   ز م  ما  Fوه اا ت وة  , �� 

,0فننننننقة  0zxةذا كنننننناة والآة  z� c aF
a
bx   بحمنننننن� �0  c

a
b

b
axx  ليث ليةFxx �c �1 

 هز  قل . Fلية  وهاا   طت
�نأينننننا  � Dz �z azazنانننننرطمل كرا ننننن   0 �)كمنننننا في ا ظ ظننننن  اعانننننا ق ( ض   / � Faza �/ 

FDوه ننناا عننن، نا  وهننناا  Kرنننوث هنننو قواسنننم علثلقننن  مح Fومنننا اعرير نننن  ركنننح عننننا لية  �
   ها اعنظر   .

IIIغمر حلقة في حلقة إندومورفزم لزمرة إبدالية . 
�رمنر  بنل ة ،اعمن  سنشنر قعرمنز Vعنر ا   �VVHom اموعن  كننل  EndVليو قعرمنز  ,
 . Vفمزمات على ر الأن،ومو 
� ،ا ننن  سنننوف نطنننين لية   �VVHom هنننز  لقننن  تحنننت عملمنننتي بنننل و نننرب مينننرفرين  ,

�تير إننننننننننننا  مناسننننننننننننطا  ض نيننننننننننننرف ا مننننننننننننل واعكننننننننننننرب علننننننننننننى  �VVHom كمننننننننننننا  لننننننننننننز ع ننننننننننننل   ,
� �VVHomgfgf ,,,  وا يطى قعش ل : vةلى  Vهز اعراسم ما  ��
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 � �� � � � � � Vvvgvfvgf �� � ,   

�ض ليث لية  vةلى  Vهز اعراسم ا ركف ما  fgولية  � � �> @vgfvfg  . �Vvع ل   

 26.8نظرية 
 � �VVHom  . لق  بمثا ،  ,
 البرهان 
�نيرمننن، عملمنننتي ا منننل واعكنننرب كمنننا سنننطق ثم نطنننين لينننن  ع نننل   �VVHomfg فنننقة  �,

gffg �كظهما  نرمز ةلى   ,� �VVHom Vvuع ل  ,    وة : ,�
 � �� � � � � �vugvufvugf ��� ��  
         � � � �> @ � � � �> @vgugvfuf ���  
         � � � �> @ � � � �> @vgvfuguf ���  

� رمر  ة ،اعم ( V)لأة  �� � � �� �vgfugf ���  
�عاع  فقة  �vVHomgf � وكاع  فقة ��, �� � � �> @vugfvugf � �. 

       � � � �> @vgugf �  
       � �> @ � �> @vgfugf �  
       � �� � � �� �vfgufg �  

�  وعاع �vvHomfg ,� 

 العملية تنسيقية (1)
�ع ل   �vVHomhgf ,,,  : �Vvوع ل  �

 � �> @� � � �� � � �vhvgfvhgf �� ��  
          � � � �> @ � �vhvgvf ��  
          � � � � � �> @vhvgvf ��  
          � � � �� �vhgvf ��  
          � �> @� �vhgf ��  

� وهاا  ؤ ث ةلى � � �hgfhgf �� �� 
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 العملية + إبدالية (2)
�ع ل  �vVHomgf � فقة �Vvوع ل  ,, �� � � � � �vgvfvgf � � 

    � � � �vfvg �  
    � �� �vfg �  

fggf � ��  

 وجود عنصر صفري (3)
�ا يننننننرف قعيطننننننار   Vvo:0اعراسننننننم وا ننننننح لية   � 00  v   كننننننلVv�  هننننننو اعينصننننننر

�اعصإرث في  �VvHom �لأة ع ل  , �VvHomf ,� . 
 � �� � � � � � � �vfvvfvf  � � 00   

ffوهاا  يطز   � 0 . 

   وجود النظير الجمعي (4)
�لأث  �VHomf Vvfتينننرف  ��, o� �قعشننن ل  : �� � � �vfvf   �Vvع نننل  � �

Vvuكما لية  �, � �� � � �vufvuf �� �� 
      � � � �> @vfuf ��  
      � � � �> @vfuf ���  
      � �� � � �� � � �vvHomfvfuf ,, �����  

�ولي كا  ع ل  �> @� � � � � �> @ Vvvfvfvff ��� �� , 
     0  
     � �v0  

 . fهو اعنظر ا ميز علراسم  �fوعاع  فقة اعراسم 

 عملية الضرب تنسيقية (5)
�ع ل   �VVHomhgf ,,,   �Vvوع ل  �

� �> @� � � � � �> @ � �> @^ `vhgfvhfgvhfg   �  
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� و نإس اعطر ق  ل، لية �> @� � � �> @^ `vhgfvghf   
� ةذا   � � �ghfhfg   

 توزيع الضرب على الجمع (6)
�ع ل  �vvHomhgf ,,, � �Vvوع ل  � �> @� � � �� �> @vhgfvhgf � � 

        � � � �> @vhvgf �  
        � �> @ � �> @vhfvgf �  
        � � � �vfhvfg �  
        fhfg�  

� � fhfghgf � ��  

�و صور  مشابه    وة  � hfgffhg � � . 

 وجود المحايد الضربي  (7)
VVIاعراسنم اعنااتي   o: مننا اعوا نح ليننن  هومومنورفمز  رمننر  عننV  عنناا� �vvHomI ,�  

�كاع  لأث  �VVHomf    وة : �,
 � � � �> @ � � VvvfvIfvfI ��   

ffIومنإننا نحصننل علننى لية  fIfو صننور  مشنننابه  يم ننا لية نطننين    هننو المحا ننن،  Iليث لية   
�ق  اعكر  علثل �VVHom � نرج عا ذع  لية  , �VVHom   لق  بمثا ،  ر  .,

 27.8نظرية 
 كنننننل  لقننننن   ينصنننننر محا ننننن،  نننننر  يم نننننا غمرهنننننا في  لقننننن  ةنننننن،وموفمز  عزمنننننر  بنننننل  
 . ة ،اعم 

 البرهان
 . Rفي  �Rمر  بل هو ر  V لق  بمثا ، وعم ا  Rعر ا  
�نيرف  �VVHomRf ,: o   واسط � �> @� � rvvrf  ولية : �Vvوا ح لية  �Vvع ل   

 � �> @� � � � � �> @� � � �> @� �vrfurfrvruvurvurf � � � �  
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�ع ل  �vvHomvu ,, �عاع   � � � �vvHomrf  وه اا  صطح تير إنا محقق . �,
Rsrالآة لأث  �   وة �Vvوع ل  ,� �> @� � � �Vsrvsrf � � 

       � �> @� � � �> @� �vsfvrfsvrv � �  
      � � � �> @� �vsfrf �  

� � � � � �sfrfsrf � ��  

 ولي كا  
 � �> @� � � � � �svrvrsvrsf            )  Rvsr �,,   )لأة 
    � �> @� � � � � �> @� �^ ` � � � �> @� �vsfrfvsfrfsrrf     

� � � � � �sfrfrsf  �  

 هو هومومورفمز  . fةذا  
� نها   � � � � �> @� � � �> @� �vsfvrfsfrf  �  

Vvsvrv �� �  
11 sr  �   ) � � RV1  )لأة

� وه اا   وة � � � srsfrf  �  
� راسم لي ا ث و  وة fنارنرج لية  � � �VVHomRfR ,�# 

�مغمور  في  R يطار  ليير   �VVHom , . 

 28.8نتيجة 
 كل  لق  يم ا غمرها في  لق  لين،ومورفمز  عزمر  بل ة ،اعم  . 

 البرهان
:1رفز  بمثا نننن، ومونومننننو  1R لقنننن  عن، ننننا تو نننن،  لقنننن   Rعننننر ا   RRf o   نظر نننن(

�ومونومننننورفمز   V( كمننننا تو نننن، رمننننر  بننننل ة ،اعمنننن  19.8 �VVHomRg ,: 1 o   ( 27.8)نظر نننن
�وه نناا   ننوة  �VVHomRgf ,: o  هومومننورفمز  ض وبمننا لية كننظ  مننا هننوfg لي ننا ث فننقة  ,

gf    كننناع  لي نننا ث ض هننناا  يطمننننا لي كنننا� � � �VVHomRgfR قا نننل  Rو ننناع    نننوة  #�,
�علغمر في  �VVHom , . 
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 ملاحظة 
ض وه ناا ن نوة  Rعزمر  ا مل علثلق   �Rمز ما الآة فصاع،ا  سوف نارخ،  اعر  

�بمثا ، قا ل  علغمر في  Rق،  رهنا لية الحلق   ��� RRHom , . 
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9 
 حلقات كثيرة الحدود
Polynomial Rings 

 
 . كثيرات الحدود1

في المرحلـــلم المدة ـــرلم طالـــرر ضااـــل اارهوـــرات  لـــد وجمعـــ   كثـــيرات الحـــدود و لعـــا  
ووـراا وكـ ا يلرلعــا وا   اوـم   كهــا ن ـش طدــ نح وإـدودال لــ  ولاـاد حلــ   لملـاد ت كثــيرات 

 الحدود .
ي فإنح ااطاال طالرض ادةا لم دوا  كثيرات الحدود ونهاهتهـا بلد ذاك وفي بداطلم اااللرم الجاول

 واتصالها .
ولن هنا  ناقش كثيرات الحدود وادننا ن ا ال اـن  الـرض  م وـن المجمـاهرم المـ ك ةة  ـلجمال بـم 

  نلالج كثيرات الحدود كأ ضاء في حلقلم و دةس الخصائص الجبرطلم االك الحلقلم .
Suالجزئرـــلم ونعـــا واـــردن  Rوالحلقـــلم  Sا اـــبر الحلقـــلم   urruبحرـــن ننح  � ادـــم   

Rr�  دع> @uR  طروز لمجه  ـلم كـم االنا ـر فيS  ذات ااإـدمn
nuauauaa ���� ...2

210 
ni حرــــن auau ــــدد  ــــ رب و خــــل فيا ــــا دا  الحقرقرــــلم  nو   2,1,0,..., kk ادــــم   

Ra� وكم  دد  ـ رب و خـل k  يمدـن ا ـانااأ ننح> @uR  مجه  ـلم يرـير لاارـلم وهـي و لقـلم
<ااطرح وااضرب بما طلني ننح يت  هلرتي  @uR  هي حلقلم خزئرلم ونS . 

2...0فــــإذا كــــانح 
210  ���� n

nuauauaa  حرــــن� �niRai وبحرــــن   � 2,1,0,...,
نوـا وذا كـانح ادـم  Rبرم  لـد خ uارس  جمرال فإ نا  ق   ننح  aiكانح واحدال  لد ا قم ون 

anaaaالاراة ون  ,...,,  ( .R) نا ر ون  210
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0...2
210 z��� n

nuauauaa  0حرن طد نح نحدها  لـد ا قـمzia � �0!i  فـإنح
u  لد  تسهد واساورال R  فهثلال وذا نل نا الحلقاينRQ وبا ـا دا  الحقرقـلم  R�2فإنح  ,

� � Q� 22
<يمدــــــــــن ولاحنــــــــــلم ننح كــــــــــم  نصــــــــــر في المجه  ــــــــــلم  2 @2Q  يألــــــــــ  ااإــــــــــدم

Qbaba �� �و نح  2,, � 0212
2
 . Q ددال خبرهل  لد  2فرد نح ادطنا  � 

اـــرس  ـــددال خـــبرهل نم ن ـــش اـــرس خـــ ةال  م كثـــيرة حـــدود ذات  S للـــم ننح  Sا اـــبر 
 . Qواساورال  لد  Sالملاولات اانسيرلم فإنح 

<وذا نل نا نم  نصر  @SSSS Qaaaa n
n ����� ...2

فإ نا لصـم  لـد وااابلـلم  210
�  نهائرـــلم  �,...0,0,,...,...,,, 210 naaaa  نا ـــرها وـــن Q  رـــع حـــدودها بلـــد الم قـــع n  تدـــ نح

�ااابلــلم   نهائرــلم ن ــجماةال وباالدــس وذا نلــ نا نم و �,...,...0,0,,...,...,, 10 nbbb  نا ــرها وــن Q 
بحرن فقط  دد وناش ون حدودها يرير ااصجمرطلم فس ر لصم  لد  ـدد  ـ رب يرـير  ـاال 

m  0بحرـــــــــــــــــــن طدـــــــــــــــــــ نح ib  1ادـــــــــــــــــــم�tmi رال هـــــــــــــــــــ   المااابلـــــــــــــــــــلم يـــــــــــــــــــدد  نصــــــــــــــــــــ
> @SSSS Qbbbb m

m ����� ...2
 كها  لاحظ ننح نم  نصرطن :  210

 ...2
210 ��� SS ccc  

2... و
210 ��� SS ddd 

Qdc ii iiطدــ نانح واســاوهنح وذا وفقــط وذا  ,� dc د طدــ نح خــبرهل  لــ Sوو  فــإنح  iادــم   
Q  اــ اك فــإنح كـــم  نصــرn

naaaa SSS ���� ...2
طا ـــدد بطرطقــلم وحرـــدة باااليــير  نـــش  210

�لمااابلــــلم   نهائرــــلم  �...,...,0,0,,...,...,,, 210 naaaa  نا ــــرها وــــن Q  وــــرة نلــــرلى  لــــ د وا  
RSالحااــلم االاوــلم ادــم وــن    فــإنح كــم  Rهــ  طاســاود  لــد  �Suوذا كــانح في هــ   الحااــلم  ,

Rauauaa نصــــــــــــــر  i
n

n ���� طا ــــــــــــــدد بطرطقــــــــــــــلم وحرــــــــــــــدة بالمااابلــــــــــــــلم االانهائرــــــــــــــلم  10...,
� �...,0,0,,...,...,,, 210 naaaa  نا رها ون R . 

حلقـلم وننهـا ذات ياطـد  Rد نـا  جمـرض ننح د نا  ننـر المسـأالم وـن ياوطـلم نلـرلى اـدا ي ااارسـير 
� �01 z  والمسأالم هي   هم ت خد حلقلمS  ي مR  
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S  طد نح فرعا  نصرالx  طد نح وبداارال وع كم  نا رR  وطد نح واساورال  لدR ؟ 
 ه   هي المسأالم ااتي  نأل ها نو ل   في ه ا اايند انقد  وخابلم وافرلم .

نألــ  وجمااحــال اــ اك وــن الملاحنــلم ااســابقلم وهــي ن ــش وذا كــانح طا ــدد بصــ ةة وحرــدة  
�ب ا طلم المااابللم االانهائرـلم  �...,0,0,,...,,, 210 kaaaa  نا ـرها وـن R   هـ ا طقـ دنا وا تلرطـ

 كالآتي :  Rكثيرة الحدود  لد 

 1.9تعريف 
�نم وااابللم   نهائرلم   �...,1,,,...,, 210 �nn aaaaa  ون الحلقـلمR  تسـهد كثـيرة حـدود

رـع  نا ـرها با ـاثناء  ـدد وناـش تسـاوم ن ـجماةال و بليـاةة نلـرلى المااابلـلم وذا كا ت   R لد 
�االانهائرــلم  �...,...,,...,,, 210 naaaa  وــن  نا ــرR  تســهد كثــيرة حــدود وــنR  وذا وخــد  ــدد

10بحرن كانح  n  رب يرير  اال  �t� na ii . 
�في كثـــــيرة الحـــــدود  jaكـــــم  نصـــــر  �...,...,,, 210 aaa  طســـــهد الملاوـــــم ذو اا ترـــــلj  بالحـــــد

طســهد  naفــإنح  0znaهــ  االــدد ااصــ رب ا كــبر يرــير ااســاال بحرــن  nااثابــت ووذا كــانح 
 الملاوم ااقائد في كثيرة الحدود .

 )مجموع وحاصل ضرب كثيرتي الحدود( 2.9تعريف 
�اادن   � � �...,...,,,,...,...,,, 210210 aaafbbbg  Rنم كثيرتي حدود  لـد الحلقـلم    

gfفإنح مجه  عها   :طلرفانح كالآتي  fgوحا م وراها  �
 � �...,...,,,, 221100 bababagf ��� �  
 � �...,...,,, 210 cccfg   

000011012211202 حرن ,, bacbabacbababac  � ��  
0110 وبص ةة  اولم ......... bababaG kkkK ����� � 

      ¦
 �

 
kji

jiba  

 (  0tK)ادم 
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ي كثــيرة حــدود هــ Rطيقــد ننح  يــين هــم ننح حا ــم  ــع وحا ــم وــرب كثــيرتي حــدود  لــد 
 وه ا وا تقرة  ااننرطلم الآترلم : R لد 

 3.9نظرية 
المرحلـــلم يـــت  هلرـــتي الجهـــع  Rوـــن كـــم كثـــيرات الحـــدود  لـــد الحلقـــلم  Tالمجه  ـــلم  

 وااضرب الملرفاين كالآتي :
�ادم  نصر في  �...,...,,, 210 aaaf �و    �...,...,,, 210 bbbg    Tفي   

� �...,...,,, 221100 bababagf �و    � ��� �...,...,,, 210 cccfg ¦حرـــن   
 �

 
kji

jik bac 

 . 0tkادم 

 البرهان
nnاــادن   ab fgولــاولات  , 10حســل اا ترــل بحرــن ننح  , �t� niai 

10و  �t� mjb j . 
^وذا كــــانح  `nms ,max   ــــإنح tt  0ف ba  ادــــمst � 0وذال  ! tt ba  ادــــمst ووــــن    !

Tgf nmkوــــرة نلــــرلى  جمــــرض ننح  �� ــــش وذا كــــانح  !� kjiفإ  miفإوــــا  �  njنو  ! ! 
ijادـم  jiba 0فردـ نح  kjiيقــ   , nmk نـدوا  �  لجهرــع  kc 0هــ ا طلطـي ننح  !�
1��tقرم  nmk  ا ا فإنحTfg� . 

��!هــي حلقـــلم فإ ــش وـــن ااســعم ااا قـــ  وــن ننح  Rالآنح بمــا ننح  ,T  هـــي حلقــلم وبداارـــلم وننح
� �هــــــــــــــــــ  ا اطـــــــــــــــــــد الجهلـــــــــــــــــــي وادـــــــــــــــــــم  0,0,0,...,...� � Taaaf � ...,...,,, طدـــــــــــــــــــ نح  210

� �......,,,, 210 aaaf ــــيرة الحــــدود   ��� Tfووــــن اا اوــــب ننح  fهــــ  ااننــــير الجهلــــي ادث � 
�!ويهدة  لــد ذاــك  .,T  هــي هــيش يوــرة  نح!� .,R د هــي هــيش يوــرة   نلــيرال يمدــن اااأكــ

��!بسع الم ون قا  نح ااا يطع طساةال و يمرنرال الهلرلم ااضرب  لد الجهع و لرش فـإنح  .,,T  هـي
 حلقلم .
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 4.9نظرية 
�لى فـــإنح Rحلقـــلم كثـــيرة الحـــدود  لـــد الحلقـــلم  Tوذا كا ـــت   �^ `RaaR � c ...,0,0, 

�يـت اااطيرـ   Rنطزوو ةفرـلم وـع  Tهي حلقلم خزئرـلم وـن  � aa o...,...,0,0,   و لـد ذاـك وذا
�فإنح  1ياطد طساوم ذات  Rكانح   . Tه  ياطد ال لقلم  0,0,1,...,...�

 البرهان 
TRfافرض ننح   o:  ولرفلم بااإدم� � � � Raaaf Rbaادم  ,0,0...,, �� �,  

 � � � � � � � �...,...,0,0,...,...,0,0,...,...,0,0, bababaf � � �  
  � � � �bfaf �  

� و � � �...,...,0,0,ababf   
          � �� � � � � �bfafba   ...,...,0,0,...,...,0,0,  

� نحادطلم  نح fكها ننح  � � � � � � � bababfaf  � � ...,0,0,...,...,0,0, 
� وذال  � RRfR c # . ه ا ثيت الجزء ا و  ون ااننرطلم 

ــــــــــــت  ــــــــــــد طســــــــــــاوم  Rنلــــــــــــيرال وذا كا  �فــــــــــــإنح  1ذات ياط � � � Tf  وادــــــــــــم  0,0,11,...,... �
� � Taaa �...,,...,,  طد نح : 321

 � �� � � � � �� �...,,..,,...,...,0,0,1...,...,,,...,...,0,0,1,...,...,, 321321321 aaaaaaaaa    

�نم ننح   . Tهي ا اطد في  0,0,1,...,...�

 ملاحظة
�ةوزال ادثـيرة الحـدود  aاردن  �Raادم   �,...,...,0,0,a  واـادنR  بم اطـد طسـاوم

� �01 z . 
� لرر  �...,...,0,0,1,0 x : فإنح 

� �� � � � � �� � axaaaxa     ...,...,0,0,...,0,0,1,0...,...,0,0,,0...,...,0,0,1,0...,,...0,0,  
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بااروـز  aوذا ةوـزهل اصـ ةة  Rنم وـع كـم  نصـر وـن  Rcوبدالي وع  رع  نا ر  x لرش فإنح 
a  نجــــــــد ننح باطيرــــــــ   ــــــــر لم ااضــــــــرب ادثــــــــيرات الحــــــــدود فإ نــــــــا� �...,...,0,0,1,0,02  x  و

� �...,...,0,0,1,0,0,03  x  وبصـــ ةة  اوـــلم� �...,...,0,1,0,...,,...0,0,04  x  في  1حرـــن ننح
� �Raونطضال ادم  1�nالم قع  �...,...,0,,...,...,0,0,0 axa n   
�دن اــــا 1�nفي الم قــــع  aحرــــن  �...,,...,, 210 aaaf حرــــن ط خــــد  Rكثــــيرة حــــدود  لــــد    

10ننح بحرن  n دد   رب يرير  اال  �t� niai : رلى ننح  
 � � � � � ��� ...,...,0,0,,0...,...,0,0,......,,0,0,,...,,...,, 10210 aaaaaa n  
 � � � �...,...,0,,0,...,0,0............,...,0,,0,0 2 naa ����  
 n

n xaxaxaa ���� ...2
210  

ادــــــــــــــــــــــــــم فــــــــــــــــــــــــــإنح  ia 0وذا وفقــــــــــــــــــــــــــط وذا كــــــــــــــــــــــــــانح  f 0يد  لــــــــــــــــــــــــــد ذاــــــــــــــــــــــــــك ننح 
0...2

210  ���� n
n xaxaxaa  0وذا وفقــط وذا كــم ia  وحرــن ننحRR c#  يــت اارا ــم

aao  وــنR  واRc   ــا  ــزاوأ فإ ندئــ لصــم  aبدثــيرة حــدود  �Raوكــم  Rcوــع  R ن
 . Tحلقلم خزئرلم ون  R لد ننح 
xaaxحرن  �Txالآنح    لد ااإدم : Tكم  نصر في   �Raادم   

 n
n xaxaxaaf ����� ......2

210  

 xوننح  Rواساٍ   لد  xوبناء  لرش فإنح  iادم  ia 0وذا وفقط وذا كانح  f 0و 
 . Rواساوي  لد 

 وحردة في وضاة وطزوو ةفرز  ا ا   كر ااننرطلم الآترلم : Tو يين ننح الحلقلم 

 5.9نظرية 
SSنم حلقــــلم و  Rاــــادن  و  �Su جمــــرض وخــــ د  Rال لقــــلم  حلقاــــين يرــــاورتين ,

Su c�c  بحرـــــن ننحuu ,c  وبـــــداارانح وـــــع كـــــم  نصـــــر فيR  فـــــإنح> @ > @uRuR c#  يـــــت اارا ـــــم
> @ > @uRuRf co: الملرر كالآتي � � � � ...... 2

210
2

210 �c�c� ��� uauaauauaaf 
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uuحرن  ,c  واساورانح  لدR . 

 البرهان
 :ولرفلم تلرطجمال خردال اردن  fنو ل   وب ننح  

 ...... 2
210

2
210 ��� ��� ububbuauaa  

� فإنح � � � � � 0...2
221100  ����� ubaubaba 

...,,, 221100 bababa    �  

   ه   بدوة  طؤدم وا ننح : Rواساوي  لد  u نح 
 � � � � ...... 2

210
2

210 �c�c� �c�c� ububbuauaa  

� فرد نح � � �...... 2
210

2
210 ��� ��� ububbfuauaaf 

 ولرر تلرطجمال خردال . fطناج ننح 
< الآنح اادن @uRububbuauaa �������� ...,... 2

210
2

210 
� فإنح � � �> @...... 2

210
2

210 ������� ububbuauaaf 
 � � � � � �> @...2

221100 ������ ubaubabaf  
 � � � � � �� �� � ...2

22221100 �c���c��� ubabaubaba  
 � � � �...... 2

210
2

210 ������� ububbfuauaaf  

� كها ننح � � �> @...... 2
210

2
210 ������ ububbuauaaf 

 � � � �> @...2
021120011000 ������ ubababaubababaf  

 � � � �� � ...2
021120011000 �c���c�� ubababaubababa  

 � �> @ � �> @...... 2
210

2
210 �c�c��c�c� ububbuauaa  

 � � � �...... 2
210

2
210 ������ ububbfuauaaf  

 ه و و ةفرز  . fا ا فإنح 
� ورة نلرلى � � �...... 2

210
2

210 ��� ��� ububbfuauaaf 
� � � � ...... 2

210
2

210 �c�c� �c�c�� ububbuauaa  



 
 
 

 ااجمصم اااا ـــع

 

436 

� � � � � �� � 0...2
221100  �c��c���� ubaubaba  

,...,, 221100 bababa    �   

...... (Rواساوي  لد  n) نح  2
210

2
210 ��� ���� ububbuauaa 

 نحادم . fه ا طلي ننح 
<نليرال كم  نصر في  @uR c  ون اان ع  ه� � ...2

210 �c�c� uauaa  حرنRaaa �,...,, 210 
�وون اا اوب ننح ذاك اا كرل تساوم  �...2

210 ��� uauaaf  نم ننحf . ف قي 
<وذا  ساناج ننح  @ > @uRuR c# . 
RTد نــا  ل ــد وا  � ــااجمي ااــ كر و ــي  , �...,0,...,0,1,0 x  يرــير يــدد  لــدR  ووذا كا ــت

R  يـ م ياطــدال فــإنح  R  يمدـن ويرهاةهــا دالــم حلقـلمS  بم اطــد� �01 z  فردــ نح> @xST � 
�حرن  � > @xSx  . �Txوادن  0,0,1,0,... �

 طنم ون ااإدم : T لد نطلم حا  كم  ض  
 42

210 ... xaxaxaa n����         Rai �  

<بااروز Tو  ر  يقد  لد الإهاةة وا  @xR لد ننح  و ندئ  لال اااأكرد > @xRx� . 
 6.9نظرية 
i.  وذا كا تR  حلقلم وبداارلم فإنح> @xR . تد نح وبداارلم نطضال 

ii.  وذا كا تR  ارس لها ق ا م  جمرطلم فللرش> @xR .ارس لها ق ا م  جمرطلم فللرلم 
 البرهان

i. : اادن 
 � � � � > @xRbbbgaaaf � ,...,,,,...,, 210210  

� فإنح �,...,...,, 210 cccfg   
022110 حرن ... babababac kkkkk ���� ��  
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�كــــــ اك   0tkادــــــم  �,...,...,, 210 dddgf �حرــــــن    �0110 ... abababd kkkk ادــــــم  � ���
0tk  نح R  وبداارــــلم فــــإنحkkabba ttxtk ,...,1,0,  � � kkاــــ ا  �� dc نم  0tkادــــم   
gffgننح  <و ساناج ننح    @xR . تيدطلرلم 

ii.  0,0اــادن zz fg  فإ ــش ط خــد  ــددانح  ــ ر انح يرــير  ــاايينmn بحرــن ننح  ,
10,0 �t� z niaa in  10,0و �t� z mJbb jm  اـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــادن

� �,...,...,, 210 cccfg  فإنح :  
 01111110 ......... babababababac nmmnmnmnnmnmnm ��������� ��������  
         mnba          

1�tادم  ia 0) نح  nn  0و jb  1ادم�tmj )         0z 
,0,0ان  zz nm abR  0ارس لها ق ا م  جمرطلم فللرلم   ونـش  سـاناج ننحzfg  وهـ ا برهـانح ننح
> @xR . سارس لها ق ا م  جمرطلم فللرلم 

 7.9نتيجة 
< احلم تاولم فإنح  Rوذا كا ت   @xR . هي  احلم تاولم نطضال 

 8.9تعريف 
�اـادن   �...,,...,, 210 aaaf فـإنح دةخــلم  Rنم كثـيرة حـدود يرـير  ـجمرطلم  لـد الحلقـلم   

f  طروـز لهـا بااروـزfdeg  هــ  نكـبر  ـدد  ـ رب يرــير  ـاالn نح الملاوـم اانــ   بحرـن نna 
كثـيرة الحــدود اا ـير  ــجمرطلم فإنهـا يــ م  لـد ا قــم  ــاولال   fفرعـا   طســاوم ااصـجمر   وذال فــإنح 

لهـا  ـدد وناـش وـن اال اوـم يرـير ااصـجمرطلم فإ ـش يمدـن ولاـاد  ـدد  fيرير واحدال يرير  جمرم و نح 
10و  0znaطد نح اش  nرب يرير  اال    �t� niai . 
� فإذال  �...,0,0,,...,,, 210 naaaaf   

    n
n xaxaxaa ���� ...2

210  

nfوون     deg . 
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ؤاجمين طلـرر دةخـلم  ون الملاحظ ن نا لم  لرر دةخلم كثيرة الحدود ااصجمرطلم وبااطيع فإنح بلض المـ
 . �fكثيرة الحدود ااصجمرطلم بأنها تساوم 

 9.9نظرية 
ــــــيرتي حــــــدود يرــــــير  ــــــجمرطاين   � م كث �...,,...,, 210 aaaf �و    �...,...,,, 210 bbbg   

 طا ق  وا طلي : R لد الحلقلم 
i.  0وذا كا تz� gf  فإنح� � ^ `gfgf deg,degmaxdeg d� . 

ii.  0وذا كا تzfg  فإنح� � gffg degdegdeg �d . 
iii.  وذا كا ــــــــــــــــتR  هــــــــــــــــي حلقــــــــــــــــلم بــــــــــــــــدونح ق ا ــــــــــــــــم  ــــــــــــــــجمرطلم فللرــــــــــــــــلم فــــــــــــــــإنح

� � gffg degdegdeg �  . 

 البرهان
ــــــــادن   nfmgا   deg,deg  ــــــــإنح 0,0ف zz mban  ادــــــــمni ادــــــــم  jb 0و  !

mj ! . 
i.  وــــن تلرطــــ  الجهــــع فــــإنح� �...,...,,, 210 cccgf ,0حرــــن  �  t�� ibac iii 

^الآنح  م  `mni ,max!  ادطناmini !! 0,0فإذال  ,   ii ab  0باااـالي ic 
�وون ااالرط  طد نح  � ^ `mngf ,maxdeg d� . 

ii.  اـــــــــــادن� � 0...,...,,, 210 z dddfg  حرـــــــــــن¦
 �

t� 
kji

kjik bad وذا كـــــــــــانح  0

nmk ijفـــإنح  م  ـــددطن  ــــ ر ين يرـــير  ــــاايين  !� ,   kjini  ��� 
mjنو   jiba 0وفي كـم حااـلم طدــ نح  ia 0نو  jb 0طـؤدم وا ننح  هـ ا !
nmkdkوذال  �وطد نح  0, �!� � gfnmfg degdegdeg � �d . 
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iii.  0 للــم ننحz � mnmn bad  وحرــنR لم   هــي حلقــلم بــدونح ق ا ــم  ــجمرطلم فللرــ
� ســـــاناج ننح  � nmfg �tdeg   ـــــا في � (ii)كهـــــا ةنطن � nmfg �ddeg  ســـــاناج ننح 

� � gffg degdegdeg �  . 
 في ااننرطلم ااسابقلم . (ii)و  (i) لطي الآنح وثااين انيين ننح المساواة يرير وا ق  في الجزنطن 

 1مثال 
�ا اــــــــــــبر الحلقــــــــــــلم   �6/ZR xfلــــــــــــ   5,4,3,2,1,0هــــــــــــي   نا ــــــــــــرها   و   �21

2345 xxg  لــــد اا ترــــل ونــــا  نصــــرانح وــــن  2و  1هــــاتانح كثــــيرتي حــــدود وــــن اادةخــــلم   ��
> @xR  2525الآنح xxfg �في ه   الحاالم فـإنح  2ون اادةخلم   �� � 2deg  fg    تسـاوم وهـي
gf degdeg � . 

 2مثال 
2321لـــ  كثـــيرتي الحـــدود   xxf 2334و   �� xxg <في   �� @xZ  2فـــإنحdeg  f 

2degو   g . 
xgfوادــن  � � �ااــلم في هــ   الح 1وهــي كثــيرة حــدود وــن اادةخــلم  5 �gf �deg  تســاوم  

^ `gf deg,degmax . 

nوذا كـــــــــــــــــــــــــــــــانح  Rفي نم حلقـــــــــــــــــــــــــــــــلم ملاحظةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة   
n xaxaxaaf ���� ...2

و  210
n

mxbxbxbbg ���� ...2
210 . 

nmكثيرتي حدود ون اادةخلم  اـرس قا ـال الصـجمر   فـإنح  mbنو  na لد اا ترـل بحرـن كـانح ,
gffg degdegdeg mnxوذاك  نح ولاوم   � nm نح نهل وـن  0zmnbaهـ   fgفي  � bb , 

 ارس قا ال  جمرهل .
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<. التحليل في 2 @xR 
ونح قابلرــلم يلرــم ا  ــداد ااصــ ر لم وا   اوــم نوارــلم ذات هــيش كيــير في  نرطــلم يلرــم   

كثيرات الحدود  لد حقم ه ا اااناظر   ر طدةس في ااجمصـم ااقـاد  في وضـاة ن ـم   وادننـا 
< نعي ه ا ااجمصم بننرطلم ل اةيورلم ااقسهلم في  @xR  حرنR . هي حلقلم وبداارلم بم اطد 

< ــ ر  ــرلى ننح هــ   ااننرطــلم تللــل دوةال قرــادهل في تطــ طر  نرطــلم ااا لرــم في  @xF  حرــنF 
 ه  حقم ونطضال في ااننرطلم االاولم ال ق   .

<)خوارزمية القسمة في  10.9نظرية  @xR) 
<كثــيرة حــدود يرــير  ــجمرطلم في   gحلقــلم وبداارــلم بم اطــد و  Rاــادن   @xR  وــن اادةخــلم

n  وولاولعــا ااقائــد هــ  وحــد  نم اــش  نــير وــر  فيR  ندئــ  ادــم > @xRf  ت خــد كثــيرتي �
hrحــدود وحرــدتانح  <في  , @xR  بحرــن ننحrhgf grنو  r 0حرــن ننح ووــا  � degdeg � 

. 

 البرهان 
hrنو ل  ا قـــ  وـــن وخـــ د  0,0لـــ  فإ ـــش يمدـــن ن f 0وذا كـــانح  ,   hr  وتا قـــ  اانار ـــلم

 بيساضلم .
وســــا دوين حقرقــــلم ننح  fdegيرــــير  ــــجمرطلم فإ نــــا  طيــــ  ا  ــــانااأ  لــــد  fالآنح وذا كا ــــت 

ات الحــدود كهــا ةنطنــا ن ــلا  . اــادن اانار ــلم وا ققــلم ادــم كثــير   f 0اانار ــلم يققــت  نــدوا 
mfواادن  fادةخلم نقم ون دةخلم   deg  في حاالم ك نحnm ,0بألـ   �   hfr  لصـم

rhgf لد  nm جمرض ننح   � t : ندئ  يمدن ننح  دال  
 0,...2

210 z���� m
m

m bxbxbxbbf            (1) 

 n
n xaxaxaag ���� ...2

210  , ( R na وحدة في     (                (2)    
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�1حرن ننح 
na  و خ د وnm t  تلطي : (2)فإنح 

 m
m

m
nm

nm
nm

nm
nm

nm
nm xbxabxaabxaabgxab ���� ��������� 111

1
1

0
11 ...         (3) 

ولههـا  جمـس  mوبا ا دا  حقرقلم ننح كثيرتي الحدود نا ون  جمس اادةخـلم  (1)ون  (3)وبطرح 
gxabfلصم  لد ننح  mbالحد ااقائد  nm

nm
��� كثـيرة حـدود  ـجمرطلم نو ذات دةخـلم نوـا وـن   1

m  0,1فــإذا كا ــت كثــيرة الحــدود  ــجمرطلم كــانح   �� rxabh nm
nm  وهــ ا ققــ  ااإــروا الملطــاة

<فإ ــش ط خــد  أنوــا وذا كا ــت كثــيرة الحــدود يرــير  ــجمرطلم فهــن فــروض ا  ــاناا  @xRrh بحرــن  ,�
 : ننح

rghgxabf nm
nm � � ��

1
1                (4) 

grنو  r 0بحرن ننح  degdeg �نح و لد ااجم ة فإ � �ru  تلطيrhgf    : حرن  �
 1

1 hxabh nm
nm � ��                 (5) 

 وه ا قق  الجزء ا و  ون ااننرطلم .
hrالآنح  يين وحدا رلم كم ون  , . 

11اادن  rghrhgf <حرن   � � @xRrrhh �11  إروا الملطاة فإنح :ويق  اا ,,,
 � � rrghh � � 11                 (6) 

01 نحوذا كا z� hh فإنح � �> @ � � gghhghh degdegdegdeg 11 t�� � 
01كهــــا ننح  z� rr   ( وادــــن  ندئــــ  (2))ب ا ــــطلم ولاحنــــلم وثــــا� � grr degdeg 1 وااــــتي  ��

1hhفرد نح  (6)تناقض الملادالم  1rrوطنـاج ننح      ـش في نم حقـم كـم  نصـر يرـير  ـجمرم   
 ه  وحد  فإنح ااننرطلم ااسابقلم تلطي الآتي :

 11.9نتيجة 
<حقــــلال فإ ـــش  م كثــــيرتي حــــدود  Fوذا كـــانح   @xFgfg �z فإ ـــش ط خــــد كثــــيرتي  0,,

<حدود وحردتانح  @xFrh rhgfبحرن طد نح  ,� grنو  r 0ون ش ووا   � degdeg � . 
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 ملاحظة
hrكثـــيرات الحـــدود   في ااننرطـــلم ااســـابقلم طســـهرانح لـــاةأ ااقســـهلم واايـــاقي حســـل  ,

fgاا ترــل   برنهــا   قــ   ننح  r 0م والمقســ   حســل اا ترــل   في حااــلم طســهرانح ااقا ــ ,
g  قسم f  نو ننحg  اوم ون   اوم f  نوf  طقيم ااقسهلم  لدg ير اـ اك بااروـز و إ
fg | . 



 
 
 

 حلقات كثيرة الحـــدود

 

443 

 تمارين
 

 . 3.9نكهم برهانح ااننرطلم  .1
الخطـــ ات ااصـــليلم في اابرهـــانح هـــي فقـــط الا قـــ  وـــن لا ـــرلم ااا هرـــع )ااانســـر ( إرشةةةاد   

 باانسيلم الضرب وت يطع ااضرب  لد الجهع .
�اادن  �...,...,...,,, 210 aaaf     � �...,...,...,,, 210 bbbg     � � Tccch � ...,...,...,,, 210 . 

�لإثيات ننح  � � �ghfhfg   ايع وا طلي :  
¦ه   fgفي  xاادن المركيلم 

 �

 
kji

jik bad  المركيلمr  في� �hfg   ه¦
 � rkL

Lk cd 

 � �¦ ¦¦
 �  �� �

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
 

rkL rLji
LjiL

kji
ji cbacba  

rLjiبحرن ننح المجه ع ا لير لاـرم  لـد كـم ااثلاثرـات ااصـ ر لم اا اقلـلم في  dd وااـتي  0,,
rLjiيق  الملادالم  �في  rبالمثم وننح المركيلم  ��  �ghf : تساوم 

 � �¦ ¦¦
 �  �� �

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§

rki rLji
Lji

kLj
Lii cbacba  

�ه ا طلطي  � � �ghfhfh   
�الآنح لإثيــات ننح  � fhfghgf �في  r لاحــظ ننح المركيــلم  � � �hgf �هــ   � �¦

 �

�
rji

Lji cba 

¦ه   �fhfgفي  rوننح المركيلم  ¦
 �  �

�
rji rji

jiji caba  وذال� � fhfghgf � � . 

� !حلقــــــلم بم اطــــــد و  Rاــــــادن  .2 2xA  هــــــ  وثــــــالي في> @xR  2وا اــــــدة بـــــــx  بــــــين ننح  
> @ ^ `Raaxaa
A
xR

<حلقـــلم وناعرــــلم وـــا ا ــــاناج ننح  Rون ـــش وذا كا ــــت  1010 ��� @
A
xR  هــــي

 حلقلم وناعرلم ك اك .
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<المد  لم ون كم كثيرات الحدود في  Sهي حلقلم يق  ون المجه  لم  Rاادن  .3 @xR  وااـتي فرعـا
<الحد ااثابت طساوم  جمرال تإدم حلقلم خزئرلم ون  @xR . 

<. بــرهن ننح مجه  ــلم كــم كثــيرات الحــدود في  Rفي الحلقــلم  Aادــم وثــالي  .4 @xR  وااــتي حــدودها
<هي حلقلم خزئرلم ون  Aااثابالم الاراةطلم برنها بقرلم الملاولات تناهي وا  @xR . 

<بين ننح  Rفي الحلقلم  Aادم وثالي  .5 @xA  ه  وثالي في> @xR  وبرهن ننح> @
> @ > @x

A
R

xA
xR
# . 

STوذا كا ـــــــت  .6 TSTبحرـــــــن ننح  Rحلقاـــــــين خـــــــزئراين وـــــــن  , TTSو  � اثيـــــــت ننح  �
<مجه  لم   كثـيرات الحـدود هـ   في  @xR  وااـتي حـدودها ااثاباـلم وـنS  وبقرـلم الملـاولات وـن

T  هي حلقلم خزئرلم ون> @xR . 
<حلقــلم وبداارــلم بم اطــد بــين ننح كــم كثــيرة حــدود  Rاــادن  .7 @xRf هــي وحــدة وذا وفقــط  �

 ه  وحد  وبقرلم الملاولات هي  نا ر  ديملم ااق ة . fوذا كانح الحد ااثابت في 
< دقلم وبداارلم بم اطد ادم كثيرة حدو حل Rاادن  .8 @xRxaxaxaaf n

n ����� ...2
210 

fA  المثــالي فيR  الما اــد باالنا ــرnaaaa ,...,...,, وبا ــا دا  حقرقــلم fطســهد وضــه نح  210
ـــالي ن نهـــي . اثيـــت ن ـــش Rننح نم وثـــالي فللـــي في  وذا كـــانح  م كثـــيرتي  طدـــ نح ياـــ لى في وث

fgحدود  ,   RARA fg RAfgفإنح  ,     . 
fgاادن  .9  فاثيت وا طلي : Rكثيرتي حدود يرير  جمرطاين  لد   ,
(a)  وذا كانحgf degdeg z  0فإنحz� gf  و� � ^ `gfgf deg,degmaxdeg  � . 
(b)  وذا كانحgf degdeg �0zو    gf  فإنح� � fgf degdeg d� . 

هي نم حلقـلم وبداارـلم بم اطـد واـادن  Rبرهن   لم ااص ةة الملههلم لخ اةيورلم ااقسهلم   اادن  .10
Rgfg �z hr. بـــرهن ن ـــش ط خـــد كثـــيرتي حـــدود  gهـــ  الملاوـــم ااقائـــد في  Dو  0,, في  ,
> @xR  و ــــــــــــدد  ــــــــــــ رب و خــــــــــــلk  بحرــــــــــــن طدــــــــــــ نحrhgfk � D  ــــــــــــن نو  r 0حر
gr degdeg ققـــ  ااإـــرا الملطـــد  kاـــرس قا ـــال  ـــجمرهل بـــرهن ننح ااثابـــت  Dووذا كا ـــت  �
hr  نا وحردانح . كر   ههت ه   اانار لم ل اةيورلم ااقسهلم ؟ ,
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nحلقلم وبداارلم فإذا كا ـت  Rاادن   .11
n xaxaxaaf ���� ...2

<في  210 @xR  هـي قا ـم
� جمرم برهن ن ش ط خد  �0zb  فيR  10...0بحرن طد نح     nbababa . 

mال  كثيرة حـدود إرشاد   
mxcxccg  fg 0بحرـن طدـ نح  mوـن نقـم دةخـلم  10... ���

و    mفــإذا كا ـت يرــير  ــجمرطلم فـإنح دةخاعــا نقــم وــن  ganا اــبر  mnca 0فردـ نح 
�طـــزا   � 0 gaf n  0هـــ ا طيـــين ننح gan  تطيرـــ  ا  ـــانااأ  لـــد  R  لإثيـــات ننح

0 � ga rn  ادمnr dd0 . 
واـــادن  Rويــ م ياطــد  Rحلقــلم خزئرــلم وـــن Sحلقــلم وبداارــلم بم اطـــد واــادن  Rاــادن  .12

> @xRf <وخدت كثـيرة حـدود  وذا � @xsg�  ااـتي ولاولعـا ااقائـد هـ  وحـد  فيS  بحرـن
<ننح  @xSfg�  فاثيت ننح> @xSf � . 

<بين ننح  R م حلقلم  .13 @
R

x
xR

#
!�

 . 

< رر إرشاد    @ RxRf o:  بااإدم� � 0
2

210 ... axaxaxaaf n
n  ���� . 

<اثيت ننح يورة الجهع في  .14 @xZ  وطزوو ةفرلم الزوـرةG  الأ ـداد اانسـيرلم الم خيـلم يـت ااضـرب
. 

 ا ا د  الحقرقلم ننح مجه ع ا  داد ا وارلم قابللم اللد .إرشاد   

� رر  �> @ Cxzf o سل حia
ni

bi

i
i pxaf

0 
 

3 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
¦ . 
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10 

 نظرية التحليل في الساحات التامة
Factorization Theory in Integral Domains 

 
في نظريةةة اداةةقا  صةةق نلةةا ة السظريةةة اداااةةية للحسةةا  نالةة   ةةس  الةة         

يمكةةةل الت عةةةك اسةةةر  حاحةةةل دةةةر  صةةةفة  اةةةقا   نليةةةة  تل ةةةة   ن    ةةة ا  1�nاةةةق  حةةةحي  
  حق التر يب .الت عك نحيق  

في  ةةة ا ال لةةةل  ةةةقة هذ   لةةةية  ةةة ص الستيحةةةة لل ساحةةةر في اةةةاحات  مةةةة  احةةةة  
م يسةةة  لةةتي الةة  ااةةتحقفه   ا ي اةةا مةةل  ةةفاا حليةةة اداةةقا  اللةةحيحة    ةة لتي في  ةة ا 

 ال لل افة  تة  ااااً بالحليات الإبقالية ذات ال سلر المحايق .

 . قابلية القسمة1
 1.10تعريف 
abحلية هبقاليةة نلةيكل  Rلتكل    aييسةة  b. ييةا     ال سلةر  Rاسلةريل في  ,
ab) مزياً  bca( هذا  ا  | زيا ة الة  ذلةتي  aيسل  اامةل لل سلةر  Rc�   bل سلر   

bcهذا  ا   aاامل ف لي لل سلر  bييا        لاهما غك نحقص .  ,
 هفعات السظرية الآ ية بسيطة نل ا تم ح فر .

 2.10ية نظر 
bacحلية هبقالية ب سلر محايق نليكل  Rلتكل    فإ  : R   فلاث اساحر في  ,,

i .aa | 
ii  هذا  ا .bacb cacxaفإ   |,|  . �Rxلكل  |,|
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i.   هذا  اbaca �فإ   |,| �cba r/ . 

  ف اامل للل ر . Rمل الت ريف يستج     ل اسلر في الحلية  ملاحظة :

 3.10تعريف 
 نةةةر مرافةةةص لل سلةةةر  Rفي  a سلةةةر محايةةةق   ييةةةا  لل سلةةةر بحليةةةة هبقاليةةةة  Rلةةةتكل  

Rb�   هذا  اbua  . �Ruلفحقة ما   

ba ملاحظة :  . bمرافق للعنصر  aيرمز إلى أن العنصر  ~

 4.10 نظرية
 حلية هبقالية ب سلر محايق   فإنر يتحيص الآتي : Rهذا  انه  

i.   الاصة الترافص  ي الاصة  كافؤ الR . 
ii.  هذا  انةةةهR  حليةةةة  مةةةة نba baفةةةإ   Rاسلةةةريل غةةةك حةةة ري  في  , هذا  ~

baabنفيط هذا  ا   |,| . 
iii.   هذا  ةةةةاba baabفةةةةإ   Rاسلةةةةريل غةةةةك حةةةة ري  في  , هذا نفيةةةةط هذا   |,|

�! �! ا   ba . 

 البرهان 
i لجليع .Rx�   فإxx 1        xx  الاصة ان كااية . ~       ~

baهذا  ةةةةةا   buaفةةةةةإ   ~ abauaub ةةةةة ا يةةةةةؤ   هذ     �Ruلفحةةةةةقص    ~11 �� �� 
  يضاً نحقص . 1�uد  

 متلافلة  ن متساظرة . ~الير فإ  
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bacbن  ةةكاً هذا  ةةا   buacvbفةةإ   ~,~ Rvuلةةع    ,   vuحيةة   ,� اساحةةر نحةةقص  ,
cvua   ةة ا ي طيسةةا     vuالةة     حةةا  د   ةةلاً مةةل     ةة ا يةةؤ   هذ     Rنحةةقص في  ,

uv  يضةةةةةاً نحةةةةةقص في R   اليةةةةةر فةةةةةإca الاصةةةةةة  ~مت قيةةةةةة   هذاً  ~ن ةةةةة ا يةةةةةؤ   هذ     ~
 . كافؤ
ii.   هذا  ةةةةةاba buaفةةةةةإ   ~ abنالةةةةة   يةةةةةؤ   هذ     �Ruلفحةةةةةقص مةةةةةا    |  

baيؤ   هذ     aub �1  لتي  | . 
baabبال كةةةةةةةةةةة  هذا  ةةةةةةةةةةةا   acbbdaفةةةةةةةةةةةإ   |,| Rdcلةةةةةةةةةةةع    ,   اليةةةةةةةةةةةر فةةةةةةةةةةةإ   ,�

1 � dchdcb   0دzb  نR . حلية  مة 
baنحقة هذاً  dنالير فإ   ~ . 

iii    .acbba    ا يؤ   هذ    : �Rcلع    |� 
 !��!�!��� abab   

��!��!نبالمثل فإ   baab �� !!نبالتالي يكف   | ab   نبال كab | . 
abbrababa( �Rr)لةةع    ن ةة  المةةفا  فةةإ  الةة   �� !�!���! �|

!! �� ab  ي طيba   ف الل ر . 0لاحظ    المرافص الفحيق لل سلر  |

 1مثال 
3,3ال ق ا   Zفي   لفحةق   الفحيةق   في نحةقص   في الحيييةة ا �1مترافيا  د   �

Z  الير  ل اق  ححي  غك ح ر   �1,1هماn  لر مرافيا  هماnn �, . 

 2مثال 
�في   �8|Z  2,6هما  2مرافيي  1,3,5,7الفحقات  ي فيط . 

   3مثال 
<في   @ ^ `1,, � �� iZbabiaiZ . )حلية  اقا  جانس( 

,,1,1الفحقات  ي  �� ii   الير المرافيات لل قi32�  ي iiii 32,32,32,23 �����   
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 5.10تعريف 
  نر  نلي هذا  ا  : R الحلية الإبقالية مححايق في p لل سلرييا   

i  .0zp  نp . لي  نحقص 
ii لكل .ba abpفإ   Rفي  , bpيؤ   هذ     | ap ن  | | . 

 6.10تعريف 
 في الحلية الإبقالية مححايق ييا  لر غك صابل للتحليل هذا  ا  : pال سلر  

i .0zp  نp . لي  نحقص 
ii  حيثلةةا  ةةا .abp abفةةإ  ناحةةقاً مةةل    لةةي   pيجةةب    يكةةف  نحةةقص مح ةة    ةةر  ,

 لر افامل ف لية .

 4مثال 
  ةةةةةةل اةةةةةةةق   نلي  ةةةةةةةف اسلةةةةةةر  نلي ن ةةةةةةةل اةةةةةةةق   نلي  ةةةةةةف اسلةةةةةةةر غةةةةةةةك صابةةةةةةةل   Zفي  
 . للتحليل

 5مثال 
<في   @ ^ `ZbabaZ ��� � اسلةةةةةةةةةةةةةةر  نلي دنةةةةةةةةةةةةةةر هذا  ةةةةةةةةةةةةةةا   ةةةةةةةةةةةةةةف  �5   55,

� �� �555 ����� dcba  لع   ال ساحرZdcba  فإ  : ,,,�
 � �� � � �� �5555 ��� ���� yxdcba  

Zyxلع   ال ساحر  � الير فإ  ,� �� � � �� �5555 ���� ���� yxdcba 
� ل ا فإ  �� � � � � �� �2222222222 5555555 acbayxacba ���� �� 
222222نلكل  2555|5 dbdacb 5|22  بالتةالي فةإ �� ca   اةق   نلي لة ا فإنةر  مةا  5الآ

2/5 a  2/5 ن c  2/5في حالة a   فإa/5  نفي الحالة الثانيةc|5 . 
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�ند   a|5 ع  �� �555 �ن كةةة ا فةةةإ   �a5فةةةإ    ��� �ba 55 نبالمثةةةل في  ���
�نحلل ال      c5حالة  �dc 55 <اسلر  نلي في  �5هذاً  ��� @5�Z . 

 6مثال 
<بال ةةةف ة ةنيةةةة هذ   @5�Z  يمكةةةل التحيةةةص مةةةل    الفحةةةقات في> @5�Z  همةةةا فيةةةط

<غك صابلة للتحليل في  3. نقاي     �1,1 @5�Z  هذا لم يكل  ة لتي فإنةر يمكةل الت عةك اسةر
�باللةةةةةةف ة  �� �553 ���� dcba    لةةةةةةعZdcba ن  5��ba ةةةةةةلاً مةةةةةةل حيةةةةةة    ,,,�

5�� dc :  لي  نحقص اسقئ  يكف 
 � �� � � �� �2222 559553 dcbadcba �� �����  

15اليةةر همةةا  22  � ba  15ن 22  � dc  35 ن 22  � ba  35ن 22  � dc  95 ن 22  � ba 
15ن  22  � dc     51  محةةةا�15فةةةإ  الحلةةةف  ال ق يةةةة اللةةةحيحة للل ا لةةةة   22  � ba  ةةةي 
1,0 r  ab   35 ةةةةةةةةةة لتي 22  � ba   لةةةةةةةةةةي  دةةةةةةةةةةا حلةةةةةةةةةةف  اق يةةةةةةةةةةة حةةةةةةةةةةحيحة . في حالةةةةةةةةةةة
95 22  � ba  15 22  � dc  1,0 نحلةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةل الةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة r  cd   اليةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةر فةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةإ

� �� �553 ���� dcba  15يةةةةؤ   همةةةةا هذ r ��ba  15 ن r �� dc  1,1نلكةةةةل� 
<همةا نحةقة في  @5�Z   صابةل للتحليةل في  3)لمةاذا (( اليةر فةإ> @5�Z   لةةي   3  . لاحةظ

�اسلةةةةةةراً  نليةةةةةةاً د   � � �52529|3 �لا ييسةةةةةةة  ياً مةةةةةةل  3نلكةةةةةةل   ���� �52 ��  
�ن   �52 �ب ك  ذلتي فإ   �� �5352 �� �r yx    لعZyx  ة ا يةؤ   هذ     ,�

23  x  23نلكل  x  لي  دا حل فيZ . 

 7مثال 
<في   @iZ  (   3جةةةانس اللةةةحيحة )انظةةةر مثةةةا    اةةةقا حليةةةةi�1  اسلةةةر غةةةك صابةةةل

�للتحليل . افرض     �� � Zdcbadcbai ii ��� �  فإ  : 1,,,,
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 � �� � � �� �222221 dcbadcbai ii �� ��� �  

222اليةر همةا   �ba  122 ن  �ba  122في حالةة  �ba   نحلةل الةة� �� � 1 �� ibaiba 
biaيةةةةةةةةةةةةةةةؤ   هذ     22نحةةةةةةةةةةةةةةةقص . في حالةةةةةةةةةةةةةةةة  �  � ba   122يكةةةةةةةةةةةةةةةف  � dc       

� �� � 1 �� dicdic     يؤ   هذdic <غك صابلة للتحليل في  n�1نحقص هذاً  � @iZ . 

 7.10قضية 
  ل اسلر  نلي يكف  غك صابل للتحليل .  Dفي ااحة  مة مححايق  
 البرهان

لةي  نحةقص . افةرض  pن  0zpفلةل الت ريةف  Dاسلراً  نليةاً في الحليةة  pليكل  
   abp Dbaلةةةع   ال ساحةةةر    apاسلةةةر  نلي فإمةةةا  pنلكةةةل  abpفيكةةةف   ,�  ن  |
bp | . 

apافرض  pkaفيكف   | Dkلع      � . 
pkbp ةةة ا ي طةةةي  bpنحةةةقص بالمثةةةل هذا  ةةةا   bن  kb 1ن كةةة ا فةةةإ     نحةةةقص  aفةةةإ   |

 غك صابلة للتحليل .  pبالتالي 

 8مثال 
�في   �6|Z 2 :    اسلر  نلي نلكسر لي  غك صابل للتحليل محا 

 � � kababba 622|6|2  ����  

نبةةةةةةقن ص يةةةةةةؤ   هذ     b|2 ن  a|2يةةةةةةؤ   هذ     ab|2 ةةةةةة ا يةةةةةةؤ    �Zkلةةةةةةع   
a|2  ن b|2     4.22اسلر  نلي نلكةل  2نال   يؤ   هذ  2,4حية     همةا مةل   

 بفحقص .لي  
�اسلر صابل للتحليل . لاحظ     2  ا يثعه     �6|Z . لي  حلية  مة 
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لةتكل  8.10صضةية  6غةك حةحي  . انظةر مثةا   7.10بلةف ة اامةة اكة  اليضةية  ملاحظة :
R  حليةةةةةةةةةةة هبقاليةةةةةةةةةةة مححايةةةةةةةةةةق نRa� الرئيسةةةةةةةةةةي فةةةةةةةةةةإ  المثةةةةةةةةةةالي !� a  يسةةةةةةةةةةان  ا لفاةةةةةةةةةةة

^ `ZnRrnaar ��� ,| . 

 البرهان
^لةةةةةتكل   `ZnRrnaarX  ةةةةةف المثةةةةةالي المفلةةةةةق  Xاةةةةةفة نعةةةةة      |, ���
Xaaaمةةةةةةل الفادةةةةةة   aبال سلةةةةةر  مجلفاةةةةةةة غةةةةةةك  اليةةةةةةة لةةةةةةيكل  Xاليةةةةةةر فةةةةةإ   10 ��

Xmaasnaar ��� RsrZnmحي   , ��  فإ  : ,,,
 � � � � � � � � Xamnsramaasnaar ���� ���  

�فةةةإ   �Rsهدةةةافة هذ ذلةةةتي هذا  ةةةا   � � � � � � � Xansrsansarsasnaar ��� � �  ةةة ا  0
مثةةةالي في  xمثةةةالي يسةةا    يضةةةاً   هذاً Xهبقاليةةة فةةةإ   Rد   Rمثةةةالي يميةةة  في  Xيعةة     

R      بحيةةة^ ` Xa ^يحةةةف   R   مثةةةالي   ةةةريل  yلةةةيكل  � `a     محةةةاya�  نy  مثةةةالي
yarynaفةةةإ   Rللحليةةةة  �� Rrلكةةةل  , ynaar ةةة ا يةةةؤ   هذ     �Znن  � لكةةةل  ��

Rr�  ن لZn�  ًهذاyX � !بالتالي يكف   � aX   . 

 9.10نتيجة 
aRRaaالإبقالية مححايق  Rفي الحلية    ! � . 

�فإنر يمكسسا  تابة  Rالبر ا  : افرض     ف المحايق للحلية  � asnranaar  � � 1 
Rnيؤ   هذ     R�1د   �Rsلع    ^نبالتالي فةإ   �1 `Rsasa �! � |       

RaaRa  ! � . 

 10.10تعريف 
� سةةل  حليةةة مثاليةةات  ئيسةةة  Rالحليةةة الإبقاليةةة مححايةةق   �PIR  هذا  ةةا   ةةل مثةةالي

 سةةةل  اةةةاحة مثاليةةةات  Rاةةةاحة  مةةةة فةةةإ   Rفياةةةا  ئيسةةةي . هدةةةافة هذ ذلةةةتي هذا  انةةةه 
� ئيسية  �PID . 
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 9مثال 
�همةةةةةا  Fالآ  المثاليةةةةةا  الفحيةةةةةقا  لحيةةةةةل مةةةةةا  PID ةةةةةل حيةةةةةل  ةةةةةف     Fنالحيةةةةةل  0�

1xxفةةإ   �Fx. محةةا    لكةةل  ن سةةر �يةةؤ   هذ       �1�x   فةةإ� �1 F  هذاً  ةةل مثةةالي في
F   ف مثالي  ئيسي ب عا ة   رة فإ F  ةف PID   الة   يةة حةا  فةإ  السظريةة التاليةة  ةق .

 ال  ليسه حيلًا . PIDبأمثلة ال  

  11.10نظرية 
(a) Z  اعا ة الPID . 
(b)   د  حيلF   حلية  ثكات الحقن� �xF  ي PID . 

 البرهان
ل مثةةةالي غةةةك حةةة ر   ةةةف مثةةةةالي لاحةةةظ  نةةةر في  ةةةل جةةةزة يك ةةةي البر سةةةة الةةةة      ةةة 
 . ئيسي
(a)  ليكلA  مثالي غك ح ر  للحليةةZ  ع � � Aa �z بةقن     ن يةق ال لفميةة  0

اةةةةق   �aن  ��Aaمفجةةةةب )دنةةةةر غةةةةك ذلةةةةتي يكةةةةف   aيمكةةةةل    ن ةةةةرض    
اةةةةةفة نعةةةةة      . A حةةةةةدر اةةةةةق  حةةةةةحي  مفجةةةةةب في  nمفجةةةةةب( . لةةةةةيكل 

! � aA      مةةةةةةةل الفادةةةةةةة .Aa  A   اةةةةةةةق  حةةةةةةةحي  في  qلةةةةةةةيكل  ��!
hrق ا  حةةحيحا  يفجةةق اةة Zحسةةب  فا زميةةة اليسةةلة في  hnqبحيةة   ,   

nr ن  r 0حيةةةةة  همةةةةةا  nrهذا  ةةةةةا   0�� Ahnqrفةةةةةإ   0�� ��  
Anqد    ف  حدر اق  ححي  مفجب يستلةي  nن  ا يساص  حييية     ,�
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r       )(nqhnq 0. اليةةر فةةإ   Aهذ  � ةة ا يعةة       �� �nA� 
� !ل ا فإ   nA . نالمطلف  ادن  للسظرية صق تحيص 

(b)  لةةيكلA غةةك حةة ر  للحليةةة  مثةةالي> @xF  نلةةتكلg   ثةةكة حةةقن  غةةك حةة رية 
Agفيكةةةف   Aن ةةةي ادصةةةل   جةةةة بةةة   ثةةةكات الحةةةقن  في  الآ  هذا  ةةةا   ��!

At�  يفجةةةق  ثةةةكتي حةةةقن   11.9فإنةةةر في نتيحةةةةhr rhgtبحيةةة      , �  
gr ن  r 0حيةة  يكةةةف  همةةةا  degdeg Ahgtrنلكةةةل  � Agtد    �� �, 

�مثةةالي في  Aن  �xF   0اليةةةر هذا  ةةةاzr   فةةإrdeg  لا يمكةةةل    يكةةةف   صةةةل
 . gحسب ا تيا   لكثكة الحقن   gdegمل 

� !هذاً  gA  يتحيةص  7.10  ا يكلل بر ا  السظرية . نالآ  اةفة نعة     اكة  اليضةية
�التامة  ي اسقما  كف  الساحة  �PID . ااحة مثاليات  ئيسية 

 12.10نظرية 
  ف اسلر  نلي . PID ل اسلر غك صابل للتحليل في  
 البرهان

 Pن  0zPمةل الت ريةف  Rاسلر غك صابل للتحليةل في اةاحة مثاليةات  Pليكل 
abpلةةةةي  نحةةةةقص   لةةةةيكل  bp  اةةةةفة نعةةةة      apFن  / �!��� !!. الآ   / dbp 

Rdل سلةةةر  ���!! ةةة ا يةةةؤ   هذ     PID ةةةي  Rد   � db  نالةةة   بةةةقن ص يةةةؤ   هذ
   dxp نحةقص  ن  dاسلر غةك صابةل للتحليةل فإمةا    يكةف   Pنلكل  �Rxل سلر ما   
x   ا  ال سلر نحقص . هذا a  ف الفحقة فإنر يفجق Rsr  بحي  : ,�

apabsaprabspr |1 �� ��  

abpد   aprpن  |  pxd �1نحةقص اليةر  x  ا  لاة فرديتسا ذلتي يشق  ال      |
      !! �� pd   اسقئةة  يكةةف!! ���!� pbp     مةةؤ ياً هذ!!��� pb       
bp  ن ك ا فإ  اليضية محيية . /



 
 
 

 ال لل ال اشةةةر

 

456 

 ملاحظة
<اليضةةةةةية السةةةةةابية  عةةةةة  حةةةةةالاً      @5�Z   لةةةةةيPID   د> @53 � Z  غةةةةةك صابلةةةةةة

 لي  اسلراً  نلياً . 3للتحليل نلكل 

  13.10نظرية 
 ةةف مثةةةالي  Rفي  Aنلةةي  حيةةلاً فةةإ     مثةةالي حيلةةي  PIDاعةةا ة في  Rهذا  ةةا   

 . Rلقاً ب سلر غك صابل للتحليل في  اظلي هذا نفيط هذا  ا  مف 

 البرهان
�لةةي  حيةةلاً   يفجةةق اسلةةر  Rمحةةا      � Ra �z لةةي  نحةةقص فيكةةف   aبحيةة      0

� � Ra �ناليةةةر فةةةإ   0���!   فكلةةةا  Rمثاليةةةاً  اظليةةةاً في  Aيةةةاً  اظليةةةاً لةةةيكل لةةةي  مثال 0�
� !. الآ   0zA  يسةةا اةةابياً  pA  ل سلةةر مةةا� � Rp �z لةة  . زيا ة ا PID ةةي  Rد   0

RAذلةةةتي  z     يةةةؤ   هذP      لةةةي  نحةةةقة . نعةةةة  الآp  . اسلةةةر غةةةك صعةةةل للتحليةةةةل
abpلس ةةرض     Rbaapلةةع   ال ساحةةر    �!�� ��! ةة ا يةةؤ   هذ     ,, aA     محةةا

A   مثةةةةةالي  اظلةةةةةي همةةةةةا    يكةةةةةف! � aA  ن Ra Raفي حالةةةةةة  � !  ac 1فةةةةةإ   � !
Raنحةقة . في حالةة  aنالة   ي ة      �Rcل سلر ما  ��!فةإ   � ! pa     يةؤ   هذ

pqa pqbpفسحلةةةةةةل الةةةةةة      �Rqلةةةةةةع      نحةةةةةةقة  qb       b 1نبةةةةةةقن ص ي طةةةةةةي   
 بل للتحليل .غك صا pنبالتالي فإ  

� !بال ك  افرض  pA   حيp . اسلر غك صابل للتحليل 
RAلةةي  نحةةقة فةةإ   pمحةا     z  ب ةةرضJA�  مثةةالي للحليةةةR     فعلةةاR  ةةي PID   فةةإ

! � xJ  ل سلةةةةةةر مةةةةةةاRx�  نAx�   نهلا فةةةةةةإ(AJ pxxp( الآ    |!�!��� 
      xyp  اسلر غك صابل للتحليل . pند   �Ryلع     
Apyxنحةةقة فةةإ   yنحةةقة . فةةإذا  ةةا   yنحةةقة  ن  xفإمةةا     ن ةة ا  سةةاص  .  ةة ا  �1 �
<نحقة          xيقاة     @ RxJ  . Rمثالي  اظلي في  Aهذاً    
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 10مثال 
�!المثالي  Zفي   p   اظلي هذا نفيط هذا  ا p  اق اً  نلياً    ة ا يتعةع حيييةة  نةر

  ل اسلر غك صابل للتحليل  ف اق   نلي نبال ك  .  Zفي 

 11مثال 
<في   @xQ  المثةةةةالي� �2�x     مثةةةةالي  اظلةةةةي لاحةةةةظ> @xQ  اعةةةةا ة اةةةةلPID  نظريةةةةة(

<ل في اسلةةةةةةةر غةةةةةةةك صابةةةةةةةل للتحليةةةةةةة 2�x( ن   11.10 @xQ   دنةةةةةةةر هذا  ةةةةةةةاfgx  � فةةةةةةةإ   2
1degdeg  � gf      0ممةةةةةةةةةةا ي ةةةةةةةةةةdeg  f  0 نdeg  g     0فس ةةةةةةةةةةرضdeg  g   فةةةةةةةةةةإ
1deg  f  0نبفدعaf Qaحي     �z ybbgنندةع  00 00 Qbbbحية    � �z 101 ,0 

�فةةإ   �xbbax 1002 2,1نالةة   يةةؤ   هذ     � � 0010   baba   0فيكةةفa        نحةةقة
f    0نحةةةقة . بالمثةةةل هذا   ةةةdeg  g   فةةةإg   2يكةةةف  نحةةةقة   لةةة ا فةةةإ�x  اسلةةةر غةةةك

��!صابل للتحليل نمل السظرية السابية يكف   2x . مثالي  اظلي 

 ( HCF) 14.10تعريف 
ba  حليةةةة هبقاليةةةة هذا  ةةةا Rلةةةتكل   فإنةةةر ييةةةا  لل سلةةةر غةةةك  Rك حةةة ري  في غةةة ,
� نر اامل مشترك   بر  Rفي  cالل ر   �HCF  لل سلريلab  هذا  ا  : Rفي  ,

i .acbc  . Rفي  |,|
ii  د .Rd �z abbdهذا  ا   0 cdفإ   Rفي  |,|  . Rفي  |

 (LCM) 15.10تعريف 
ييةةةا   نةةةر مضةةةااف مشةةةترك  حةةةدر  Rيةةةة في الحليةةةة الإبقال dال سلةةةر غةةةك اللةةة ر   
� �LCM   لل سلريل غك الل ريba  هذا  ا  : Rفي  ,
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i .dadb |,| . 
ii  د .� �0zx  فيR   هذا  اxaxb xdفإ   Rفي  |,|  . Rفي  |

 .Rالت ري   السابي  يمكل ... بلف ة طعي ية د  اق  مستر مل ال ساحر غك الل رية في 

 12مثال 
2.36لاحةةةةةظ     6 ,9لل ةةةةةق يل   حةةةةةدر ةةةةةف  اامةةةةةل مشةةةةةترك  3ال ةةةةةق   Zفي      

3.39ن  � دةةةةف لةةةة لتي  نةةةةر هذا  ةةةةا   3|9ن  3|6اليةةةةر    �0za   اةةةةق اً حةةةةحيحاً بحيةةةة
6|a  9ن|a   69فةةةإ| �a       3|a   يحيةةةص الشةةةرط   3لةةة ا فةةةإ(ii) , (i)  في

 LCM ةةف  18 ةة لتي   6 , 9ل ةةق يل  HCF ةةف  �3بالمثةةل يمكةةل بيةةا      HCF  ريةةف 
3.618. الآ   6 , 9ل ةةق يل  2.918ن    ز  الةة  ذلةةتي  9|18ن  6|18يةةؤ   هذ      

�افةةةةرض     �0zx   اةةةةق  حةةةةحي  بحيةةةةxx ن    x|2يةةةةؤ   هذ    2|6الآ   9|,6|
xxx  �� � kxيةةةةةؤ   هذ     x|2نمةةةةةرة   ةةةةةرة فةةةةةإ   2.4912.49 ل ةةةةةق  حةةةةةحي    2
kx 18.418"   ةة ا يعةة      "ل ةةق  حةةحي   x 9"يةةؤ   هذ     9|, �k   نمةةل ي يكةةف
k|18       18  ف LCM  6 , 9لل ق يل . 

 . 6 , 9لل ق يل  LCM ف  �18نبس   الطريية يمكل البر سة ال     

 13مثال 
�الحليةةةةةةةة   �12/Z ةةةةةةةف اامةةةةةةةل  2   11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0ر ا  ةةةةةةةي اساحةةةةةةة 

2.36لاحةةظ     6,8مشةةترك   ةةبر لل سلةةريل   0zxهدةةافة هذ ذلةةتي هذا  ةةا    2.48ن   
�في  �12/Z   8,|6ن ةةا| xx   فةةإ� �68| �x   2فيكةةف|x  ًةةف  2هذا HCF  لل سلةةريل

3.106لاحةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةظ     6,8 2.108ن     ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا   ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة لتي هذا    10|10,8|6اليةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةر   
� � 12/0 Zy �z   6ن ةةةةةةا|y  8ن|y   فةةةةةةإ� �68.2| �y       10|y  ًةةةةةةف  10هذا 
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�في  LCMلةي  دةا  6,8نةقاي     6,8لةة  HCF يضاً  �12/Z     لةف فردةساx  ةف LCM 
xxفإ   6,8لل سلريل  nxنيكةف   8|,6| �ل سلةر مةا   6 �12/Zn  0يسةان   x هذاً  �

986    ا يؤ   هذ   6 ن  �لل سلةر    �12/9 Z�   دLCM  لا يسةان  حة راً  بةقاً نلكةل
8,4,08 {m  لكةةل� �12/Zm�  لةةي  دةةا  6,8ن ةة ا  سةةاص  بالتةةاليLCM  في� �12/Z  ةة ا 

 . LCMنلي  بيسالا  HCFاسلريل ما   صق يكف  دلا  6,8يع     

 14مثال 
<في   @xZ   حليةةةةة  ثةةةةكات الحةةةةقن  الةةةةZ    2 ثةةةةكة الحةةةةقن�x  ةةةةي HCF  لكثةةةةكتي
xxxالحةةةةةةةةةةةةةةةقن   2,42 2 xxفي حةةةةةةةةةةةةةةة   �� 42 2 دلةةةةةةةةةةةةةةةا   مةةةةةةةةةةةةةةةل الفادةةةةةةةةةةةةةةة   LCM ةةةةةةةةةةةةةةةي  �

� � � � � � � �xxxxx 2|2,42|2 2 ���� . 
�هذا ةةةةةةةةا   � > @xZf �z �ن ةةةةةةةةا   0 �xxf 2| 2 �ن  � �42| �xf   فةةةةةةةةإfgx  � لةةةةةةةةع    42

> @xZg�     محةةةاZ  اةةةةاحة  مةةةةة� � 142degdegdeg  � � xgf     0اليةةةةر فإمةةةةاdeg  f 
0deg ن   g  0في حالةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةdeg  f   0فةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةإaf 00حيةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة     za   ناسقئةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة

� � � � � �022| 2
2

2100
22 z�� �o� bxbxbbaxxxxf   د� � 22deg 2  � xx  ةةةةةةةة ا 

120ي طةةةي      ba     0نيةةةؤ   هذa  نحةةةقة فيZ     0يةةةؤ    ةةة لتي هذa   ن  1يسةةةان 
�الير فإ   �1 ن  1يسان   fهذاً  �1 �2| �xf . 

1degفي حالة   f  0دع, 110 z� axaaf :  الآ 
 � � � � 040,4242/ 0000010 z� �z� ��� acaccxaaxxf  

� نمرة   رة � � �� � 0,22/ 11010
22 z�� ��� dxddxaaxxxxf 

�د   � 22deg 2  � xx     000يةةةؤ   هذ  da  00ن za  00نبةةةقن ص يةةةؤ   هذ  d  هدةةةافة
111لةةةة لتي   da      1ي ةةةةa   11نحةةةةقة اليةةةةر فةةةةإ r a   11لةةةة ا فةةةةإ r d  ن تامةةةةاً اسةةةةةقما
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210  da   20يكةةةةةةةةةةةةةةةةةف  a  11اسةةةةةةةةةةةةةةةةةقما  d  20ن � a  11اسةةةةةةةةةةةةةةةةةقما � d  ً2هذا� xf  
�في  لا الحالت  يكف   xf ��2 ن  �2| �xf . 

xxلكثةةةك مةةةل الحةةةقن   HCF ةةةف  2�xاليةةةر فةةةإ   42ن  �2 �x  التحيةةةص مةةةل  لليةةةا  نةةةترك
xyx   ثكة الحقن  هفعات ال عا ة   xx ثكة الحقن    LCM ي  �22 22 42ن  � �x . 

abال ساحةر غةك اللة رية  مةةلنلاحةظ في ادمثلةة السةابية    زن   في حليةةة مةا صةق يكةف  دةةا  ,
 . LCMدلا لا يضلل نجف   HCFن   نجف   HCF  ثر مل 

 ةةةة لتي لةةةل ن يةةةةق   HCFننجةةةةف  بلةةةف ة متيابلةةةةة مةةةع  LCMن سةةةاك ملاحظةةةة مشةةةةا ة حةةةف  
فإ ةةا  كةةةف   LCMناحةةق  ن  HCFملاحظةةة  نةةر هذا نجةةق في اةةاحة  مةةة مححايةةق   ثةةر مةةل 

 مرافية .
 ننتحيص مل ذلتي بالسظرية الآ ية .

 16.10نظرية 
abااحة  مة مححايق هذا  ا   Dليكل   نيفجةق دلةا  Dاسلريل غك ح ري  في  ,

HCF  فإ     افس  فيHCF  لل سلريلab abيكف   همةا مترافية  بالمثةل هذا  ةا   , دلةا  ,
LCM  فإ     افس  ملLCM .  يكف   مترافي 

 البرهان
 ننترك بر ا  الحالة الثانية لليرا  . HCFة اسيقم البر ا  في حال 
cdلةةةةةيكل  FH   افسةةةةة  مةةةةةل  , abلل سلةةةةةريل  , acفعلةةةةةا     , bcن  /  HCF ةةةةةف  dن  /

abلل سلريل  dcفإ   , cdبالمثل  | cdل ا فإ   |  (( .ii) 4.10مرافيا  )نظرية  ,

ab  ةةةبر لل سلةةةةريل  HCFال امةةةةل المشةةةةترك : اصططط لا   �ز لةةةر بالرمةةةةز يرمةةةة , �ba  لةةةةا يرمةةةةز   ,
<لللضااف مشترك  حدر بالرمز  @ba , . 
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  كاً ن طي مثالًا لسع   نر صق لا يفجق اامل مشترك   ةبر ل سلةريل غةك حة ري  في 
 ااحة  مة مححايق .

 15مثال 
<ااتةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةبر الحليةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة   @ },5{5 ZbabaZR اسقئةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة    � ���
> @5533,9,93,5333 �������� Z . 

52,52,52,5,2,3,3 ي  9 نلا نع     ال فامل ال  لية لل ق   ����������� 
�افةةةةةةرض     �� �559 ���� dcba   5,5حيةةةةةة ���� badc  ليسةةةةةةه نحةةةةةةقة    ةةةةةة ا

�ي طةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةي     �� �> @5581 ���� dcbaN   حيةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة� � 22 55 yxyxN � ��       
� �� �222 5581 dcbya 81,27,9,3,15لةةةةة ا فةةةةةإ    �� 22  � ba  15في حالةةةةةة 22  � ba   فةةةةةإ 

1,0 r  ab  ً5هذا��ba  .  نحقة ن  ا  ساص 
35 22  � ba . )! لي  دا حل ححي  )بر ل ذلتي 
95 22  � ba  2دةةةةةةةاr a   1r b  3 نr a   0 b   حلةةةةةةةف  حةةةةةةةةحيحة   مةةةةةةةرة ةنيةةةةةةةةة 
95 22  � dc  2,1ي طةةةةةةةةةةةةي r r cd  3,0 ن r  cd      نحلةةةةةةةةةةةةةل مةةةةةةةةةةةةةل ذلةةةةةةةةةةةةةتي الةةةةةةةةةةةةة
52,3 �zrr 

 9ال فامل ف لية السه لل ق  
275مرة   رة   22  � ba . لي  دا حل 
815  ةةةةةكاً  22  � ba     15يةةةةةؤ   هذ 22  � dc     5نبةةةةةقن ص يةةةةةؤ   هذ�� dc  نحةةةةةقة

 ن  ا غك م يف  هذا تحيص جزئياً .
52,52,52,الآ     مةةةةةةةةةل ال فامةةةةةةةةةل  �������   52 ف  لا يمكةةةةةةةةةل    يكةةةةةةةةة ���

HCF  533ن  9لةةة 3|22د  غةةك ذلةةتي ي ةة      ��� � ن  �� �52|3 ن ةة ا  ��
 . 6مستحيل  لا   يسا في مثا  
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533 لس سةةةةةةةةةر نلل ةةةةةةةةةق  HCF ةةةةةةةةةف  9هدةةةةةةةةةافة هذ ذلةةةةةةةةةتي لا يمكةةةةةةةةةل    يكةةةةةةةةةف   د   ���
533/9 �يةةةةةةةةةةؤ   هذ     ��� �59533 �� ��� vu    لةةةةةةةةةةعZvu يةةةةةةةةةةؤ   هذ     ,�
39 � u . دا حل في اداقا  اللحيحة   ن  ا مجاةٍ لل يل 

533ن  9لةةةة ا هذا  ةةةةا    ةةةةف ال ةةةةق  )لاحةةةةظ مرافةةةةص  3فيحةةةةب    يكةةةةف   HCFدلةةةةا  ���
HCF  ًف  يضا HCF   52فردر   لتي الآ  ن  لتي : 9 ف اامل لل ق   ��

   � � � �� � � �� �533525152533 ���������� ���  

�اليةةةةةةر فةةةةةةإ   � 3|52 533ن 3لل سلةةةةةةريل  HCF ةةةةةةف  3د   �� حسةةةةةةب فردةةةةةةسا  ���
�نلكل في   ص الحالة يكف   �� �598523  ن :  ����

 � �� � � � 155959523 2223  ��� ����� qpqpqp  
� �5250,1 ��r � r � qp  

533ن  9ن ف غك م يف  هذاً   . HCFلي  دا  ���

 17.10نظرية 
abاحةر غةك اللة رية سفةإ   ةل زنجة  مةل ال  PID ةي  Rهذا  انه    Rللحليةة  ,
�زيا ة الةةةةةةةةة  ذلةةةةةةةةةتي هذا  ةةةةةةةةةا   LCMن  HCFدلةةةةةةةةةا  �bad byaxdفةةةةةةةةةإ    ,  لةةةةةةةةةع    �

Ryx �,. 

 البرهان
�!��!ااتبر  ba     محاR  ي PID   !! ���!� cba    لعRc�  نمةل

���!!ي فإ   ca  ن!!��� cb     ن ف ما يؤ   هذac bcن  | | . 
�افرض  � Rd �z adبحي  يكف   0 bdن  / ���!!فإ   / da : ًن يضا 

 cddcdbadb /!�!��!��!����!!��!���  

abلل سلريل  HCF ف اامل مشترك   بر  cهذاً  , . 
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Ryxالآ  )لع    �, )byaxcbac �!��!نمرة ةنية ن تةبر  ��!���! � ba  فيلةا
   R  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةي PID   فةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةإ!! ���!� "ba    لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةعR�"   الآ .!!��� a"  
���!!ن  b"     يةةةةةؤ   هذ"|a  ن"|a  لةةةةةيكل� � Rm �z maبحيةةةةة   0 mbن  | | 

    :يؤ   هذ 
 !!���!!��� ambm ,  

manam |"" !�! ��!!����  

abلل سلريل  LCM ف  "هذاً  , . 

 18.10نتيجة 
Raaaال ساحةةةر غةةةك اللةةة رية  مةةةل nفةةةإ      PID ةةةي  Rلةةةتكل   n �,...,, دةةةةا  21

HCF  نLCM . 

 البرهان
 . nنطعص الااتستا  ال   

 19.10تعريف 
ييةا  ل سلةريل غةك حة ري  في حليةة هبقاليةةة مححايةق   لةا  نليةا  نسةعياً ) لاهمةا مةةع  

  ف نحقة . دا HCF( هذا  ا  الآ ر

 ) طابص بيزنت( 20.10نتيحة 
abال سلةرا  غةك اللة ري   PID الاعا ة  Rلتكل   يكةف    نلية  نسةعياً  Rفي  ,

Ryxق مع ب ضالا هذا نفيط هذا نج  . �byax 1بحي   ا   ,�

 البرهان
abهذا  ةةةا     ةةةف  1فةةةإ   Rمرافةةةص د  اسلةةةر نحةةةقة في  1 نليةةةا  نسةةةعياً فعلةةةا     ,

HCF  لل سلةةةريلab Ryxاليةةةر يفجةةةق  , ( نبال كةةة  17.10)نظريةةةة  �byax 1بحيةةة   ,�
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Ryxيكةةةةل  abلل سلةةةةريل  HCF ةةةةةف  dفةةةةإذا  ةةةةا   �byax 1بحيةةةة   ةةةةةا   ,� اسقئةةةةة   ,
cd bdن  | �يةةةةةةؤ   هذ  | � 1|| dbyaxd  �Rcل سلةةةةةةر مةةةةةةا  dc 1لةةةةةة ا فةةةةةةإ   ��

abنحقة نيكف   dب عا ة   رة فإ     نليا  نسعياً . ,

 21.10نتيجة 
naaaمةةل ال ساحةةر غةةك اللةة رية  nفةةإ   PIDاعةةا ة اةةل  Rهذا  ةةا    ,...,,  Rفي  21

Rxxxدةا  ةف نحةقص( هذا نفيةط هذا نجةق  HCF كف   نلية نسعياً )       n �,...,, بحية   21
2211...1 ا    ��� nn xaxaxa . 

 البرهان
 . 20.10يشعر بر ا  نتيحة 
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 مسائل
 

�بةةةة        مرافةةةةص ل امةةةةل مشةةةةترك   ةةةةبر  .1 �HCF   ل سلةةةةريل غةةةةك حةةةة ريab في حليةةةةة  ,
هبقاليةةةةة مححايةةةةق  ةةةةف  يضةةةةاً اامةةةةل مشةةةةترك   ةةةةبر دلةةةةا   افعةةةةه حةةةةحة ذلةةةةتي لللضةةةةااف  

�المشترك ادحدر  �LCM . 

naaaهذا  ةةةةا   .2 ,...,, هذا  ةةةةا    نةةةةر  بةةةةر ل  Rاساحةةةةر غةةةةك حةةةة رية لسةةةةاحة  مةةةةة  rن  21
nrararaلل ساحةةةةةر  ,...,, naaaفةةةةةإ  ال ساحةةةةةر  HCFاامةةةةةل مشةةةةةترك   ةةةةةبر  21 ,...,, دةةةةةا  21

�ن    HCFاامل مشترك   ةبر  � � �nn aaarrarara ,...,,,...,, 2121 . افعةه  ة لتي   
naaa نةةةةةةر هذا  ةةةةةةا  لل ساحةةةةةةر  ,...,, فةةةةةةإ  ال ساحةةةةةةر  LCMمضةةةةةةااف مشةةةةةةترك  حةةةةةةدر  21

nrarara ,...,, 21 
<ن    LCMمضااف مشترك  حدر   @ > @nn aaarrarara ...,,,,...,, 2121   . 

 إرشاد
�افةةرض   �21, rarac |1الآ     rar  2ن| rar  يةةؤ   هذcr dcنيةةؤ   هذ  |   
Rdلةةةةع    |1الآ  ندةةةة      � ad  2ن| ad   1د| rac  2ن| rac  هدةةةةافة هذ ذلةةةةتي

|1هذا  ةةةةةا   ax  2ن| ax   1فةةةةةإ| rarx  2ن| rarx     يةةةةةؤ   هذcrx ن كةةةةة ا فةةةةةإ   |
dx <. مةةةةةرة ةنيةةةةةة هذا  ةةةةةا   | @21,aa "   فلةةةةةل الفادةةةةة"rra rra"ن  1| فةةةةةإذا  ةةةةةا   2|
xra xraن  1| rsxxrفةةةإ   2| sa ةةة ا ي طةةةي  �Rsل سلةةةر  |�  saن  1| |2 

xrبالتالي  "|sهذاً  |" . 
هذا نفيةةط هذا   HCFافعةةه  نةةر في اةةاحة  مةةة مححايةةق    ةةل اسلةةريل غةةك حةة ري  دلةةا  .3

 . LCM ا   ل اسلريل غك ح ري  دلا 
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baن ةةةةةةا   PID ةةةةةةي  Rهذا  انةةةةةةه افعةةةةةةه  نةةةةةةر   .4 فةةةةةةإ   Rاسلةةةةةةريل غةةةةةةك حةةةةةة ري  في  ,
> @> @ abubaba  . �Ruلفحقة  ,, 

<يةةل هذا نفيةةط هذا  ةةا   ةةي ح Rافعةةه    السةةاحة التامةةة ب سلةةر محايةةق  .5 @xR  ةةي PID 
<ااتستج     @xZ   ليPID . 

Reaحلية هبقالية مححايق   ليكل  Rلتكل  .6 eeبحي   ,�  افعه    : 2 
i. ا  ا  هذ!! �� ea   فإae  .مترافيا   ,

ii.   هذا  ةةةةةةةاmae فةةةةةةةإ  لجليةةةةةةةع اداةةةةةةةقا   mمترافيةةةةةةةا  ل ةةةةةةةق  حةةةةةةةحي  مفجةةةةةةةب  ,
nmاللحيحة  d   يكفnae  مترافي   يضاً . ,

 فيلا يلي هذا  ا  مفجف يل : LCMن  HCF نجق  .7
i .9  في  18ن� �20/Z . 

ii .xx 32 93ن  � �x  في> @xZ . 
iii .652 �� xx  1272ن �� xx  في> @xZ . 
iv .7  في  6ن� �14/Z . 
v  .2683 245 ���� xxxx  2623ن 2789 ����� xxxxx  في> @xZ . 

 إجابة
i .9 HCF  18ن LCM . 

ii .393 2 � � xHCFixxCML 
iii. 32269 23 � ��� yHCFixxxLCM 
iv. IHCFi  . LCM لا يفجق  
v .� �� �� � 1322313 22232 �� ����� xxHCFixxxxxLCM 

 . LCM ف  LCMن   مرافص لة  HCF ف  HCFااتحضر       مرافص هذ 
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ABCليكل  .8  فافعه    : PID ي  Rفإذا  انه  Rللحلية  ت غك ح رياتمثاليا ,,
a .� � ACABCBA � � . 
b .! � aA  ن! � bB     يؤ   هذ! � abAB . 

BAABفةةةةإ   PID  ةةةةي Rافعةةةةه  نةةةةر هذا  انةةةةه  .9 مترافيةةةةا   ,BAهذا نفيةةةةط هذا  ةةةةا    �
AB اظلياً ال  فرض      . Rمثاليا  غك ح ريا  في  ,

naaapافعةةه  نةةر هذا  ةةا  Rفي حليةةة هبقاليةةة مححايةةق  اسلةةراً  نليةةاً  Pلةةيكل  .10 ...| فإنةةر  21
niناحقة iيجب    يكف   ساك ال  ادصل  dd1   بحي  يكفiap | . 

bcaنليكل  PIDاسلراً غك ح ر  في  aليكل  .11 |   � � 1,  ba     افعهca | . 
cbaلاث اساحةةةةةةةر غةةةةةةةك حةةةةةةة رية فةةةةةةة PIDهذا  ةةةةةةةا  في  .12 caبحيةةةةةةة   ,, cbن  |  ةةةةةةة لتي   |

� � 1,  ba     فافعهcab | . 
�!��!افعه     .13 2x  لي  مثالياً  ئيسياً في> @xZ . 

  ل مثالي  ف مثالي  ئيسي .  Eافعه  نر في حلية اداقا  الزنجية  .14
cbaن  PID ي  Rلتكل  .15  افعه الآتي : Rفلاث اساحر غك ح رية في  ,,

i .� � � � 1,,1,   baca  هذ يؤ  � � 1,  bca . 
ii .� �� � � �� �cbacba ,,,,   . 

iii .� � 11,  a . 
افعةةه  نةةر في حليةةة هبقاليةةة مححايةةق مرافةةص ال سلةةر ادن  )غةةك اليابةةل للتحليةةل(  ةةف اسلةةر  .16

 للتحليل( . صابل نلي )غك 
فافعةه     qب سلر محايق ييسة اسلراً  نلياً   ةر اسلر  نلياً في ااحة  مة  pهذا  ا   .17

pq  مترافيا  . ,
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 إقليدس. ساحات 2
abن لة  نر هذا  ا    �اق يل ححيح   , �0zb   فإنر يفجق اةق ا  حةحيحاc  ن

d   بحيةةةةةdbca 0|| ن  d 0حيةةةةةة    � bd في  ةةةةةة ا العسةةةةةق نحةةةةةةان    لةةةةةةية  ةةةةةة ا  ��
 . الم افم

 22.10تعريف 
 �R}0{ مةةل G  ةةا اةةاحة  صليقيةةة هذا  فجةةق  الةةة  Rييةةا  لسةةاحة  مةةة غةةك حةة رية  

 بحي  يكف  : Zهذ 
1. � � 0taG  0{لكل{��Ra . 
,}0{لكل  .2 ��Rba   فإ� � � �aab GG t . 
Rrqيفجةةق  ��Rb}0{ن  �Raلكةةل  .3 rqbaبحيةة  يكةةف   ,�  r 0حيةة  همةةا   �

� ن  � || br GG � . 

 ملاحظة 
لاحةةةظ   R سةةةل   الةةةة الييلةةةة الةةة   Gيسةةةل   فا زميةةةة  صليةةةقس نالقالةةةة  3الشةةةر   
� نر يمكل  تابة  (2)الشر   مل  لتي  � � �bab GG t . 

 16مثال 
�حيةة  ذ ةة   ةةي اةةاحة  صليةةقس  Zحليةةة اداةةقا  اللةةحيحة   � || aa  G  لكةةل

^ `0��Za   مل الفادG  (1) , (2) , (3)يحيص . 

 17مثال 
�اةاحة  صليةقس ذ ة   ةف  F ةل حيةل   � 1 aG  0{لكةل{��Fa  لجليةع ال ساحةةر

Fbaغةةك اللةة رية  �اليةةر  0zabفةةإ   ,� � � �aab GG     bن  �Fa ةة لتي هذا  ةةا    1  
�يمكسسا  تابة  Fفي اسلر غك ح ر   � 01 � � baba  ًيضاً ححيحة . (3)هذا  
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 18مثال 
�الحليةةةةة   � ^ `1,,| � �� iZbabiaiZ  داةةةةقا  جةةةةانس اللةةةةحيحة  ةةةةي

<  ن رض  ااحة  مة @ ZiZ o:G   الآتي � � 22 babia � �G  لجليعbia لفادة  مةل ا �
<ح ري  غك كل اسلريل لن  متحيية (1)    @iZdcba ii ��� ,   

 � �� �> @ � � � �> @ibcadbdacdcba ii ��� �� GG  

    � � � �22 bcadbdac ���  
   � �� � 222222 badcba �t��  

122د   t� dc   الير فإ� �� �> @ � �iii badcba �t�� GG   تابع  الآتي : (2)ن ك ا فإ  
<ليكل  @iZbia �ن  �� �0z� dic  في> @iZ       (cd  ليستا ح ريل في نصه ناحق( . ,
ااتةةةةةةةةبر 

dic
bia

�
iqp ةةةةةةةة ا اسلةةةةةةةةر في حيةةةةةةةةل اداةةةةةةةةقا  المر عةةةةةةةةة   نالآ   �

dic
bia

� 
�
حيةةةةةةةة   �

22 dc
bdacp

�

�
ن   

22 dc
adbcq

�

�
 هما اق ا  نسعيا  .  

mnيفجةةةةةةةةق اةةةةةةةةق ا  حةةةةةةةةحيحا    بحيةةةةةةةة     ,
2
1

d� mp ن 
2
1

d� nq     لاحةةةةةةةةظ(
> @ T� pp   حي> @p   ف الجزة اللحي  لل ق p  نT . ف الجزة الكسر  لر  
هذا  ا  

2
1

0 ddT    ذ> @pm 1نهذا  ا    
2
1

��T    ذ> @ 1� pm. ) 

فإ   E �nqن  D �mpليكل 
2
1

dD  ن
2
1

dE :  الآ . 
 � �� �dicqipbia �� �  
         � �� � � �@ >� � @inimdicindmdic EDE ���� ����  
         � �� � � �� �idicdicnim ED �����  
         � �� � � � rdicqvdicnim ��c ���  

<حيةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة   @iZnimq �� c  ن� �� �idicr ED <الآ    �� @iZnimdicbia ���� د   ,,
Znmdcba �لير ا ,,,,,� � � � > @iZdicnimbiar ����� " . 

� فإ  0zr  لتي هذا  ا   � � �� � � � ¸
¹
·

¨
©
§ ��d�� 

4
1

4
1222222 dcdcr EDD 
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� � � � � � � � � �dicdrdcdcr ������d� GG 2222

2
1  

� ةةةةةةة ا ي طةةةةةةةي     � � � rdicqbia ��c �   0حيةةةةةةة r  ن � � � �dicr �� GG  ًهذا> @iZ  اةةةةةةةاحة
 هصليقس .

 19  لمثا

<حيةةلاً   فةةإ  حليةةة  ثةةكات الحةةقن   Fهذا  ةةا    @xF   الةةF  ةةي اةةاحة هصليةةقس 
> @xF   ااحة  مة دF . ااحة  مة 

حي  غةةةةك اةةةةالب اليةةةةر ن ةةةةرة ن لةةةةة      جةةةةة  ةةةةل  ثةةةةكة حةةةةقن  غةةةةك حةةةة رية  ةةةةف اةةةةق  حةةةة
> @ ZxF o� }0{:G  حسةةب� � ff deg G  لكةةل> @ }0{�� xFf     محةةاF   اةةاحة  مةةة فةةإ

<لكةةةةةل  @ }0{, �� xFgf   يكةةةةةف� � � �ffgffgfg GG  t�  degdegdegdeg   اليةةةةةر فةةةةةإ
<اً حسةةب  فا زميةةة اليسةةلة في للسةةاحة الإصليقيةةة صةةق تحيةةص   ن  ةةك  (2)الشةةر   @xF   هذا  ةةا

> @xFf �   � � > @xFg �z <فإنر يفجق  ثةكتي حةقن   0 @xFhr rhgfبحية   �� حية    �
gr ن  r 0همةةةا  degdeg � ن  r 0    نةةةر همةةةا  � � � �gr GG  يضةةةاً  (3)لةةة ا فةةةإ  الشةةةر   �

<تحيص في  @xF  ًهذا> @xF . ااحة هصليقية 

 23.10نظرية 
 . PID ل ااحة هصليقية  ي  

 البرهان
�هذا  ةةةةا   اةةةةاحة هصليقيةةةةة Rلةةةةتكل   �0zA  مثةةةةالي فيR  اسقئةةةة  يفجةةةةق اسلةةةةر غةةةةك
�دةةةةةةةع  �Aaحةةةةةةة ر   � � �^ `AxxM �z 0G   مةةةةةةةل الفادةةةةةةة� � Ma �G   نمةةةةةةةل ي فةةةةةةةإM 

ب  احةةية التر يةةب الحسةةل ل اةةقا  مجلفاةةة غةةك  اليةةة مةةل  اةةقا  حةةحيحة غةةك اةةالعة نحسةة
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�فياةةةةا  حةةةةدر اسلةةةر . لةةةةيكل  Mاللةةةحيحة غةةةةك السةةةةالعة فةةةإ   � Ab �z �بحيةةةة   0 �bG  ةةةةف 
� !نةةةةةةقاي     Mال سلةةةةةةر ادحةةةةةةدر في  bA      فلةةةةةةل الفادةةةةةةAb نالآ  هذا  ةةةةةةا   ��!

Ay�  فإنر طالماR   ااحة هصليقية فإنر يفجق اسلراRrq rqbyبحية   ,� نفياةا همةا   �
0 r  ن � � � �br GG Aqbyrنالآ   � AyAbد    �� �� فةةإذا  ةةا   Rمثةةالي في  Aن  ,
0zr   فإ� � � �br GG t   بساة ال  ا تياb   0ل ا فإ   (1)ن  ا يتسافى مع الشر r . 

��!نيكةةةةف   bqb  ناليةةةةر!�� bA  نبالتةةةةالي! � bA  ن كةةةة ا فةةةةإ   ةةةةل مثةةةةالي فيR  ةةةةف 
bRAمثالي  ئيسي نارداً نكف  صق  فعتسا       . 

بحيةة   �Rcفإنةةر يفجةق اسلةةر  Rن سةةاا مثةالي في  R دةا محايةةق   محةا    Rن  ةكاً نعةة     
   cRR cecفةإ   �Rc. الآ  محا       Rx�   cyxاسقئة  د   �Reل سلةر مةا      

xcyceycyexeيةةةؤ   ذلةةةتي هذ     �Ryلةةةع     R ةةةف المحايةةةق في  eهذاً ال سلةةةر      
 . PID ي  Rبالتالي 

 (1ملاحظة )
 حظ  نسا  فعتسا     ل ااحة هصليقية دا اسلر محايق .لا 
 (2ملاحظة )

غةةةةك حةةةةحي  هذ الحليةةةةة  23.10اكةةةة  نظريةةةةة 
°¿

°
¾
½

°̄

°
®


�¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ ��
� ZbabaR ,

2
 PID ةةةةي  191

 ( .1نلكساا ليسه ااحة هصليقية )انظر ملحص 
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 مسائل
 

 افعه    الحليات الآ ية  ي ااحات هصليقية : .1
(i)  > @ ^ `ZbabaZ �� ,22 . 
(i)  > @ ^ `ZbabaZ ��� � ,22 . 

(iii) > @ ^ `ZbabaZ �� ,33 . 
<افعه     .2 @ ^ `ZbabaZ ��� �  ليسه ااحة هصليقية . 55,

 . PIDااتخقم حييية     ل ااحة هصليقية  ي  إرشاد :
abافعةه     ةل اسلةريل غةك حة ري   17.10بقن  ااتخقام نظرية  .3 في اةاحة هصليقيةة  ,

 . HCFيكف  دلا 
^^ااتبر ا لفاة  إرشاد : `DbaM �� POPO  نب    ا مثالي  ئيسي . ,

  يكةةةف  نحةةةقة هذا نفيةةةط هذا  ةةةا Dفي اةةةاحة هصليقيةةةة  aافعةةةه    اسلةةةراً غةةةك حةةة ر   .4
� � � �1GG  a . 

 ااحة هصليقية . افعه : Dكل لت .5
i .� � � �aa � c GG  لكل� � Da �z 0 . 

ii  هذا  ا .a  اسلر غك ح ر  فيD   بحي� � 0 aG   فإa . نحقة 
6. (a)   هذا  اba  اسلرا  غك ح ريا  في ااحة هصليقية   بر ل ما يأتي : ,

abهذا  ا   (1) �مترافيا  فإ   , � � �ba GG   . 
baهذا  ا   (2) �ن  | � � �ba GG abفإ      مترافيا  . ,
(3) � � � �bab GG  غك نحقة . aهذا نفيط هذا  ا   !
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      (b)  اط مثالًا ل سلريل ba �بحي   , � � �ba GG abنلكل     غك مترافي  . ,
 : D فعه ما يلي في ااحة هصليقية  .7

i.   هذا  ا� � Da �z npppaنحقة   فإ   0  .حاحل در  اساحر  نلية  21...
ii.   هذا  ةةةةاmn qqqpppa ...... 2121  ضةةةةةر  اساحةةةةةر   aهمةةةةةا  ثيلةةةةة  لل سلةةةةر    

mn نليةةةة    فعةةةه     ^لللحلفاةةةة  Vن نةةةر يفجةةةق  عةةةقيل    `n,...,2,1   بحيةةة
� �ii qp V~  لييةni ,...,2,1  . 

�ااتخقم الااتستا  ال   إرشاد : �aG . 
01يحيةص  nااحة هصليقية    فعه    لكل اق  حةحي   Dهذا  ا   .8 t�nG  فةإ  القالةة

Zdfn o� �الم رفةةةةة باللةةةةف ة  :}0{ � � �~aafi G    ةةةةي  ييةةةةية اةةةةاحة هصليقيةةةةة الةةةة 
D. 

�اةةق اً حةةحيحاً مفجعةةاً نارفسةةا  nهذا  ةةا   .9 � naa  G  لجليةةع� �0za  فيZ     فافعةةه
G   ف  ييية هصليق  ال Z . 

<في الحليةةةةةة  A فعةةةةه  نةةةةةر د  مثةةةةةالي ف لةةةةي  .10 @iZ  فةةةةةإ  حليةةةةة اليسةةةةةلة> @ AiZ حليةةةةةة  |
 مستاية.

ba ااحة هصليقيةة ن Rلتكل  .11 rqن لةة  نةر يفجةق  Rاسلةرا  غةك حة ري  في  ,  Rفي  ,
rbqaبحي      � ن  r 0نفياةا همةا   � � � �bdr �G  فعةه    لجليةع  زنا  ال ساحةر 

baغةةةك اللةةة رية  qrيكةةةف   Rفي  , نحيةةةقا  هذا نفيةةةط هذا  ةةةا  لجليةةةع ال ساحةةةر غةةةك  ,
 :الل رية 

Ryx �,  
0z� yx  

^ يؤ   هذ    )̀(),(max)( yxyx GGG d� 



 
 
 

 ال لل ال اشةةةر

 

474 

^]ه شةةةا  : هذا  ةةةا   )̀(),(max),( yxyx GGG yyxx  يمكةةةل  تابةةةة  ! �� )(1 
xyxxن  �� )($. ] 

�نلةةتكل  R ييةةية هصليةةق  لةةة  Gاةةاحة هصليقيةةة ن  Rلةةتكل  .12 � � �^ }̀0{1 � � GG aRaF 
 . Rحيل جزئي في  Fمدلية تحه اللية الجلع .  فعه     Fهذا  انه 
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 ساحات التحليل الوحيد  -3
يمكةل الت عةك اسةةر  1 عة      ةل اةق  حةحي    ةبر مةل  اداااةية للحسةا السظريةة  

  ت عك نحيق بدة  السظةر اةل التر يةبقا  ادنلية ن     ا ال حاحل در  اق  مستر في ادا
يسطةةةةف  ال لةةةةل في  ةةةة ا العسةةةةق الةةةة    ااةةةةة  لةةةةتي الحليةةةةات الةةةة  دةةةةا  احةةةةية ميابلةةةةة للسظريةةةةة 

 اداااية للحسا  .

 24.10تعريف 
 ن اةةاحة جاناةةية  UFD)(ييةةا  لسةةاحة  مةةة ب سلةةر محايةةق   ةةا اةةاحة تحليةةل نحيةةق  

  ا  :هذا  
مةل يمكةل  تابتةر  حاحةل دةر  اةق  مستةر  Rفي  a ل اسلةر غةك حة ر  غةك نحةقة  .1

 . Rال ساحر غك اليابلة للتحليل في 
rpppaهذا  ةةةا   .2 sqqqaن   21...  حاحةةةل دةةةر    a   عةةةكيل )تحليلةةة ( لل سلةةةر  21...

srاساحةةةةر غةةةةك صابلةةةةة للتحليةةةةل   فةةةةإ   ^لللحلفاةةةةة  Gنيفجةةةةق  عةةةةقيل    `r,...,3,2,1 
�مرافيةةاً لةةة  ipبحيةة  يكةةف   �iq riلكةةل  ~    هنةةر يفجةةق  سةةاظر  حةةا   بةة  )  2,1,...,

 بحي  يكف  ال سلرا  المتيابلا  مترافي ( . jqنمجلفاة اساحر  ipال ساحر 
 ةةةل اسلةةةر غةةةك حةةة ر  نغةةةك   UFD)(يعيسةةةا   نةةةر في  (2)ن  (1)اليةةةر فةةةإ  الشةةةرط   

دةةر  اساحةةر غةةك صابلةةة للتحليةةل ن ةة ا الت عةةك نحيةةق غةةك  نحةةقص يمكةةل  الت عةةك اسةةر  حاحةةل
التر يةةةب نالترافةةةص   يمكةةةل    نؤ ةةةق         عةةةكيل ل سلةةةر غةةةك حةةة ر  نغةةةك بفحةةةقص  حاحةةةل 

 در  اساحر غك صابلة للتحليل يكف   متكافئ  ااحة تحليل نحيق .

 20مثال 
� ةةةةةي اةةةةةاحة تحليةةةةةل نحيةةةةةق  Zالحليةةةةةة   �UFD  د   ةةةةةل اةةةةةق  حةةةةةحي   تلةةةةةف اةةةةةل

1,0,1 يمكةةل الت عةةك اسةةر  حاحةةل دةةر  اةةق  مستةةر مةةل اداةةقا  ادنليةةة ن ةة ا الت عةةك نحيةةق  �
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مةةا  ةةي هلا اساحةةر غةةك صابلةةة  Zب يةةقاً اةةل التر يةةب نالإشةةا ة )لاحةةظ    اداةةقا  ادنليةةة في 
3,3العاا  يضاً  اقا  غك صابلة للتحليل       للتحليل ناف    لاهما غك صابل للتحليل .  �

 21مثال 
� ةةل حيةةل  ةةف اةةاحة ذات تحليةةل نحيةةق   �UFD  دنةةر  ةةلاة ذلةةتي رةةق اسلةةراً غةةك

اساحةةر غةةك صابلةةة للتحليةةل   لا يمكةةل الت عةةك اسةةر  حاحةةل دةةر  Fحةة ر  نغةةك بفحةةقة في 
 ةةف اةةاحة تحليةةل نحيةةق  Fنلكةةل في الحيةةل لا يفجةةق اسلةةر غةةك حةة ر  لةةي  بفحةةقة . هذاً 

UFD . 

 23.10قضية 
�في ااحة التحليل الفحيق   �UFD  . ًل اسلر غك صابل للتحليل يكف   نليا  

 البرهان
�ااحة تحليل نحيق  Rيكل ل  �UFD  نp  اسلر غك صابةل للتحليةل فيR  افةرض .

   abp baلةةةةع   ال ساحةةةةر  | cpabفيكةةةةف   Rفي  , ن  0zp  محةةةةا     �Rcل سلةةةةر   
p   لةةي  بفحةةقة فةةإ  ناحةةقة الةة  ادصةةل مةةل بةةab نحةةقة فيكةةف   aلةةي  بفحةةقة . لةةيكل  ,
1�a  1مفجةةةةةف اً ن� cpab  ن ةةةةة ا ي طةةةةةيbp apنحةةةةةقة فةةةةةإ   b. نبالمثةةةةةل هذا  ةةةةةا   | | 

abنب رض  لًا مل   لي  نحقة فإنر يمكل  تابة : ,
 mn qqqbpppa ...,... 2121    

 pمرافيةةاً لل سلةةةر  abنحةةقة  ةةا   c ةةا     حاحةةل دةةر  اساحةةر غةةك صابلةةة للتحليةةةل فةةإذا
نحةقة   ن ة ا  bنحةقة  ن  aنبالتالي فاف غك صابل للتحليل .   ا بقن ص يؤ   ال   نر همةا 

srrrcلةةةي  بفحةةةقة   اليةةةر يمكةةةل  تابةةةة  c سةةةاص  . هذاً   حاحةةةل دةةةر  اساحةةةر غةةةك    21...
prrrqqqppp لتحليل ننتيحة ل لتي نحلل ال    صابلة ل smn ......... 212121   
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apناليةةةةةر فةةةةةإ   iq ن دحةةةةةق  ipمرافةةةةةص دحةةةةةق  pن ةةةةة ص الم ا لةةةةةة  عةةةةة   نةةةةةر همةةةةةا      ن  |
bp apهذاً في مل الحالت  فإما  .| bp ن  |  اسلر  نلي . pهذ   |

 ملاحظة 
<اسلةةةةر غةةةةك صابةةةةل للتحليةةةةل في  3    6  يسةةةةا في مثةةةةا    @5�Z  ًنلكسةةةةر لةةةةي  اسلةةةةرا

<  نالةة  دةةفة الستيحةةة السةةابية الةة  بعر سةةه نحلةةل الةة      نليةةاً  @5�Z  لةةي  اةةاحة تحليةةل
�نحيق  �UFD . 

 26.10قضية 
المثاليةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةات  مةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةلاتحةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا     السةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةلة  لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةااقية  Rفي    حليةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة  

......32 ����� nAAAA  ف مثالي في R . 

 البرهان
�دةةةةةع  

i
iAA AAiمحةةةةةا       مجلفاةةةةةة غةةةةةك  اليةةةةةة   لةةةةةيكل  Aفةةةةةإ   iلكةةةةةل  �

AbaRr �� ijفةةةإ   ,, AaAb �� jiلةةةع    , ji. الآ  همةةةا  , d  ن ij d  نتحقيةةةقاً ن ةةةرض
   ji d     321.... محا ��� AAA   فإji AA jAba بالتالي يكف  �  ة ا يةؤ   هذ  ,�
   jAba ��   jAar�   jAra�   دjA  مثةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةالي فيR  ًهذا .Aba ��   Aar�   
Ara�   دAAj  . Rثالياً في م Aنيكف   �

 27.10قضية 
�في اةةةةةةةةةةاحة مثاليةةةةةةةةةةات  ئيسةةةةةةةةةةة   �PID  المثاليةةةةةةةةةةات  مةةةةةةةةةةللكةةةةةةةةةةل السةةةةةةةةةةلة  لةةةةةةةةةةااقية

......321 ����� nAAAA   يفجق اق  ححيt  يحيصtm AA mtلكل    d . 
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 البرهان
iيكل لةة 

i
AUA  PID ةةي  Rند   Rمثاليةةا  في  Aيكةةف   26.10  فلةةل صضةةية  

� !فةةةةإ   aA    لةةةةعAa�   ادtAa�    لةةةةعt   بالتةةةةالي يكةةةةف  tAaA   لةةةة ا  � �!
tmفةةةةإ  لكةةةةل اةةةةق  حةةةةحي   t   يكةةةةفAAAA mt tmيةةةةؤ   هذ     ��� AA بالتةةةةالي   

 اليضية محيية .

 28.10قضية 
يفجةةق  PIDفي اةةاحة مثاليةةات  ئيسةةة  Rبفحةةقة غةةك حةة ر  نلةةي   aلكةةل اسلةةر  

apبحي   pاسلر غك صابل للتحليل  / . 

 البرهان
�نالةةة   ةةةي  Rحةةة ر  نلةةةي  بفحةةةقة في الحليةةةة اسلةةةراً غةةةك  aلةةةيكل  �PID  ااتةةةبر

� !المثةةالي  aI1   1هذا  ةةاI   اظلةةي فةةإ a  ( نلا يفجةةق 13.10غةةك صابةةل للتحليةةل )نظريةةة
بحيةةةة   Rللحليةةةةة  2Iمثةةةةالي غةةةةك  اظلةةةةي   فإنةةةةر يفجةةةةق مثةةةةالي  iIشةةةةية لتفعةةةةات هذا  ةةةةا  

RII ��  ة ا  1pمثالي  اظلي فإنر يتفلق ب سلر غك صابةل للتحليةل نلةيكل  2Iهذا  ا   21
appIaI ي طي |1121 � �!� � 
RIIIبحية   Rللحليةة  3Iكل هيجةا  مثةالي يص بالمطلف    ... ذلتي يمتحن  ا  ��� 321 
 :  ا يؤ   هذ     pيفلق ب سلر غك صابل للتحليل نليكل  nIبالتالي 

 appIaI n |1 !� �!� �  
 ن  ا  تحيص اليضية .

 29.10رية نظ
� ل ااحة مثاليات  ئيسة   �PID  ي ااحة تحليل نحيق � �UFD . 
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 البرهان
يفجةةةةق  PIDنالةةةة   ةةةةي  Rاسلةةةةراً غةةةةك حةةةة ر  نلةةةةي  بفحةةةةقة في الحليةةةةة  aلةةةةيكل  

ap( بحية  12.10ن ف  يضاً  نلي ل سلر ما )حسةب نظريةة  1pحليل اسلر غك صابل للت /1 
      11 paa Raل سلةةر مةةا    ���!!اليةةر يكةةف   �1 1aa   هذا  ةةا!! �� aa1   فةةإ

ara 111نبالتالي  �Rrل سلر ما  1   � rparpa     1  ا يؤ   هذp  نحقة   نذلةتي
 اسلر غك صابل للتحليل . 1pلا يجفز د  

���!!فةةإ  نمةةل ي  1aa   1الآ  هذا  ةةاa  فةةإ  نحةةقةa  مرافةةص ل سلةةر غةةك صابةةل للتحليةةل
 بالتالي فإنر غك صابل للتحليل نلا يفجق شية للبر ا  .

22بحيةة      2pلةةي  بفحةةقة   فإنةةر يفجةةق اسلةةر غةةك صابةةل للتحليةةل  1a مةةا هذا  ةةا   | ap 
      221 paa Raل سلر ما    212  ا ي طي     �2 ppaa �!�!!ن    2aa . 
332نحةقة يمكةل صعةل السةابص  تابةة  2aنحقة فإنسا نتفصف   نهذا لم يكل  2aهذا  ا   paa   

فيكةةةف  لللةةةرة الثانيةةةة  Rغةةةك نحةةةقة في  3aاسلةةةر   ةةةر  3p سلةةةر مةةةا غةةةك صابةةةل للتحليةةةل ل
!��!� 32 aa ةةةةةةةة ص الطرييةةةةةةةةة نحلةةةةةةةةل الةةةةةةةة  السةةةةةةةةلة  لةةةةةةةةااقية ف ليةةةةةةةةة مةةةةةةةةل المثاليةةةةةةةةات  
...321 �!��!��!��!� aaaa حة مثاليةةةات  ئيسةةةة ن ةةةي السةةةلة في اةةةا� �PID  يجةةةب

 ( .27.10    كف  مستاية )صضية 
11يجةةةةةب    يكةةةةةف  نحةةةةةقة د   1�naفةةةةةإ   nهذ  ل ةةةةةق  ا  �� nnn qaa  ل سلةةةةةر غةةةةةك صابةةةةةل

 ن سر غك صابل للتحليل هذاً : naفيحب    يكف   Rفي  1�nqللتحليل 
 1122111 ...,, ��     nnnnn ppapapaapaa  

nn �1حي   pa :    ا ي طي   
 121 ... � npppa     (1) 

ن ةةف حاحةةل دةةر  اةةق  مستةةر مةةل ال ساحةةر غةةك اليابلةةة للتحليةةل   هذاً  ةةل اسلةةر غةةك حةة ر  
 ل الت عك اسر  حاحل در  اق  مستر مل ال ساحر غك اليابلة للتحليل .نغك نحقة يمك
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 افرض    :
 mqqqa ...21     (2) 

 حاحل در  اق  مستر مل ال ساحر غك اليابلةة للتحليةل   نحةان    a ف   عك   ر لل سلر 
 . 1�nعص الااتستا  ال  متكافئا    ل ا نط (2)ن  (1)   نع     الشرط  

لجليةع ال ساحةر  ةحييةتبعساطة   ن رض    الستيحة م ةحييتالستيحة م n 0لاحظ هنر اسقما 
اساةا  حاحةل دةر  اساحةر غةك صابلةة غك الل رية نالة   ةي ليسةه نحةقة   نيمكةل الت عةك 

12111فإ   (2). الآ  في  1�nللتحليل اق  ا  صل مل  ...|| �� npppaaa . 
�محا     ل اسلر غك صابل للتحليل  �PID      ف  نلي فإنسةا نحلةل الة ipq   iلةع    1|

iiغةةةك صابةةةل للتحليةةةل فيكةةةف  لةةةقيسا  ipمحةةةا     puq بإاةةةا ة  ر يةةةب الةةةقليل  iلفحةةةقة مةةةا  1 
 يستج    : (2)ن  (1)اسقئ  مل  i 1يمكل فرض  ipلل ساحر 

 mnmn qqqpppqqpupppp ccc � �� ............ 321322111321  

212حي   quq  c  نii qq  c  3لكلti . 
132هذا ند سا  ... � npppb :    فإنسا نرة 

 132 ... � npppb     (3) 
 mqqqb ccc ...32     (4) 

حةةقن  اةةق  ا دةةا  (3) حاحةةل دةةر  اساحةةر غةةك صابلةةة للتحليةةل   نه    b  عةةكات لل سلةةر 
n       1محةةةا�� nn     1فةةةإ  فةةةرنض الااةةةتستا    طةةةي� mn       mn نيفجةةةق  �1 

�ip ساظر  حةا   بة  ال ساحةر  �1,...,2 � ni  نال ساحةر� � jqnj c� 1,...,3,2   بحية   كةف
111ة   حية   نةر  لةةا   يسةا مةل صعةل    ال ساحةر المتسةاظرة مترافية puq فةةإ   نحةقة  1uحية    

1q  1 ف  يضاً مرافصp . 
يسةةةةتج    اةةةةق  ال فامةةةةل فيالةةةةا متسةةةةان  نيفجةةةةق  سةةةةاظر  حةةةةا   بةةةة  ال ساحةةةةر  (2)ن  (1)في 
ij pq  بحي   كف  ال ساحر المتيابلة مترافية     ا يثعه السظرية . ,
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�محةةةةا     ةةةةل اةةةةاحة هصليقيةةةةة  ةةةةي اةةةةاحة مثاليةةةةات  ئيسةةةةة  �PID  فإنسةةةةا نحلةةةةل الةةةة  الستيحةةةةة 
 : التالية

 30.10نتيجة 
� ل ااحة هصليقية  ي ااحة تحليل نحيق   �UFD . 

� كةةةف  حليةةةة  ثةةكات الحةةةقن   Fمحةةا  نةةةر لكةةةل حيةةل  �xF  نحليةةةة اداةةقا  الجاناةةةية  لتاهمةةةا
PID  فلل السظرية السابية نحلل ال      لاا ااحة تحليل نحيق� �UFD . 

 31.10قضية 
�في   �UFD   ساحةةةر غةةةك اللةةة رية دلةةةا اامةةةل مشةةةترك   ةةةبر  ةةةل زن  مةةةل ال� �HCF  ن
� �LCM . مضااف مشترك  حدر 

 البرهان
Rbaن  UFD ةةف  Rلةةيكل   اسلةةرا  غةةك حةة ري    ااتةةبر الحالةةة اسةةقما يكةةف   ,�

baناحةقاً مةةل  baabن  1�aمةةثلاً   محةةا  نةر يفجةةق  aنحةةقة نلةيكل  , baفةةإ    �1 بالتةةالي  |
a  ف اامل مشترك   بر � �HCF  نb   ف مضااف مشةترك  حةدرLCM  لل سلةريلab ,. 

abلةةة ا ن ةةةرض     ةةةلاً مةةةل  اسلةةةر غةةةك صابةةةل للتحليةةةل بحيةةة   pلةةةي  بفحةةةقة   ن ةةةرض     ,
aqيكةةف   bqاسلةةر غةةك صابةةل للتحليةةل بحيةة   | wpqفةةإ   pمرافةةص لةةة  qفةةإذا  ةةا   |   

qwp  اسقئةةة  يكةةةف   �Rwل سلةةةر نحةةةقة  bpنيكةةةف    �1  bلا ييسةةةة  pفةةةإذا  ةةةا   |
bpفإنر ال  ادصل  |1  نتأ     ا ب   الااتعا  يمكل  تابة :  0

 k
kppupa DDD ...21

21     (1) 
 k

kppvpb EEE ...2
2

1
1     (2) 

Rvu لاهمةةةةةةةةةةةةةةةةةا نحةةةةةةةةةةةةةةةةةقة ل سلةةةةةةةةةةةةةةةةةريل   Z   01)الةةةةةةةةةةةةةةةةة  اةةةةةةةةةةةةةةةةةعيل المثةةةةةةةةةةةةةةةةةا  في  ,� 3.2.12    
�ن  �� � 10 3.213 adفةةةةإ   d( د  اسلةةةةر � � kهذا نفيةةةةط هذا  ةةةةا   |

kppwpd GDD ...21
21  
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w   iiل سلةةةةةر نحةةةةةقة  DG dd0   ki dd1 بسةةةةةافلة  عةةةةةا  يمكةةةةةلبأ ةةةةة   ةةةةة ا ب ةةةةة  الاات
�التحيةةص مةةل  نةةر هذا  ةةا   �iii EDO ,min   � �iii EDP ,max    فةةإk

kpppc OOOO O...32
311  

� ف اامل مشترك   بر  �HCF  لل سلةريلab kن  ,
kpppd PPP ...21

 ةف مضةااف مشةترك   21
� حدر �LCM  لل سلريلab , . 

 32.10قضية 
naaa   اق  مستةر في ال ساحةر غةك اللة رية   ,...,, �في اةاحة تحليةل نحيةق  21 �UFD 

 . LCMن  HCFدا 

 32.10قضية 
naaa   اةق  مستةةر مةةل ال ساحةةر غةك اللةة رية   ,...,,  UFDفي اةةاحة تحليةةل نحيةةق  21

�دا  �HCF  ن� �LCM . 
�الآ  نةةةق س حليةةةة  ثةةةكات الحةةةقن  الةةة  اةةةاحة ذات تحليةةةل نحيةةةق   �UFD  ننةةةبر ل

 تها دا  همية  عكة .اق اً مل الستائج في حف  صضايا ننظريات ن ي بحق ذا

 33.10تعريف 
�ااحة تحليةل نحيةق Rلتكل   �UFD  نn

n xaxaxaaf ���� ...2
 ثةكة   210

<حةةةةةةقن  غةةةةةةك حةةةةةة رية في  @xR   هذا  ةةةةةةاd  ةةةةةةف اامةةةةةةل مشةةةةةةترك   ةةةةةةبر � �HCF املات للل ةةةةةة
naaaa ,...,,, �نيرمز بة  fيسل  ا ة  dRفإ  المثالي  fفي  ثكة الحقن   210 �fc . 

�لاحةةةةةظ      �fc   نحيةةةةةةق دنةةةةةر هذا  ةةةةةةاd c مشةةةةةترك   ةةةةةةبر     اامةةةةةةلHCF  ةةةةةةر  
naaaaلل ساحةةةر  ,...,,, dفةةةإ   210 c  يكةةةف  مرافيةةةاً لةةةةd   نيكةةةفndd  c   لفجةةةفRu�  ةةة ا 
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dRduRRdي طي    c   دRuR �هذاً    �Rc   نحيق . لاحةظ  ة لتي  نةر هذا  ةاa  ًاسلةرا
daفإ   fييسة  ل م امل في  � ف اامل مشترك   بر  dحي   / �HCF  لم املاتf . 

 ملاحظة 
�ب ةةة  المةةةؤل   ي ةةةرة    اامةةةل مشةةةترك   ةةةبر   �HCF  لم ةةةاملات  ثةةةكة الحةةةقن  بأنةةةر

�اة تاا . محةا    ال امةل المشةترك اد ةبر  �HCF  ًلةي  نحيةقاً   فاة ا الت ريةف لا ي طةي اسلةةرا
 لت ريف السابص ذائع الانتشا  .ناحقاً   في الحييية في ادالا  الحقيثة فإ  ا

 34.10تعريف 
<فإ   ثكة الحقن  غك اللة رية  UFD ف  Rليكل   @xRf ييةا    ةا  ثةكة حةقن   �

 لم املاتها  ف نحقة . HCFبقائية هذا  ا  
Rdالآ  لةةةيكل  RdRفةةةإ   � هذا نفيةةةط هذا  ةةةا  لةةةر نحةةةقة   اليةةةر يمكسسةةةا اليةةةف      ثةةةكة   

�الحقن   �xRf � كف  بقائية هذا نفيط هذا  ا   � � Rfc   . 

 22مثال 
<هذا  ةةةا    @xZxxxf ���� 32 �  فةةةإ   181062 � Efc جميةةةع اداةةةقا   مجلفاةةةة  

ZEالزنجيةةةةةة   محةةةةةا     z   فةةةةةإf     لةةةةةي  بقائيةةةةةة )لاحةةةةةظ� �HCF   18,10,6,2ل اةةةةةةقا 
 . Zن ف لي  نحقة في  2يسان  

 23مثال 
<في   @xZ   43   ثةةةةةةةةةةةكة الحةةةةةةةةةةةقن 15453 xxxg �بقائيةةةةةةةةةةةة د    ��� �HCF   ل اةةةةةةةةةةةقا

 . 1 ف  3,5,4,15

 35.10قضية 
� ةةةف اةةةاحة غةةةك نحيةةةقة  Rهذا  ةةةا    �UFD  فةةةإ   ةةةل  ثةةةكة حةةةقن  غةةةك حةةة رية في

> @xR ر   ثكة حقن  بقائية ال  اعا ة ال حاحل دR  ناسلر فيR . 
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 البرهان
uلةةةتكل  

n xaxaxaaf ...2
210 < ثةةةكة حةةةقن  غةةةك حةةة رية في    ��� @xR   حيةةةR 
� ةةةةةف اةةةةةاحة تحليةةةةةل نحيةةةةةق  �UFD   هذا  ةةةةةاd  ةةةةةف اامةةةةةل مشةةةةةترك   ةةةةةبر � �HCF  لل ساحةةةةةر

naaaa ,,...,, iiفةةةةةةإ   Rفي  210 dba Rbiلةةةةةةع      niلكةةةةةةل  �  ةةةةةةف  dمحةةةةةةا      2,1,...,
�اامةةل مشةةترك   ةةبر  �HCF  لل ساحةةرmaaa ,..., � ةةف  1 10 �HCF  لل ساحةةرnbbb ,...,,  ةة ا  10

�يةةةةةةةةةةبر ل     � dxbxbxbbdf n
n  ���� ...2

nحيةةةةةةةةةةة   210
n xbxbbg ...10  HCFن   ��

nbbbbلل ساحر  ,...,,,  نب ا نتثعه اليضية .  gهذاً  1 ف  210

 )جاوس( 36.10نظرية 
�ال  ااحة تحليل نحيق حاحل در   ثكتي حقن  بقائي   �UFD   ي  ثةكة حةقن 
 بقائية .

 البرهان
� ف ااحة تحليل نحيق  Rليكل   �UFD :    نلس رض 

 n
n xaxaxaaf ���� ...2

210     (1) 
 m

mxbxbxbbg ���� ...2
210     (2) 

 فإ  : Rهما  ثكتي حقن  بقائيتا  ال  
 nm

nm xcxcxccfg �
����� ...2

210    (3) 

¦حي  
 �

 
kji

jik bac  اسقماnmk �dd0 . 

�هذا  ا   �mnccccd � ,...,,,  pيفجةق اسلةر غةك صابةل للتحليةل لي  بفحقة فإنةر  اسلراً  210
dpبحي   kcpمل  الفاد      |  .   kلكل  |
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�محةةةا     �HCF  لل ساحةةةرnaaaa ,...,,, لا يمكةةةل     pيةةةة( فةةةإ  بقائ fلةةةي  نحةةةقة )د   210
    حةةةةدر  ةةةةرصية بحيةةةة   uبالمثةةةةل يكةةةةف   tap حةةةةدر  ةةةةرصية بحيةةةة   tلةةةةيكل  iaييسةةةةة جميةةةةع 

ubp  . 
 ااتبر :

 � �11110 ... ������ ��� utututut bababac  
 � �012211 ... babababa tututut ����� �����    (4) 

120 حسب ا تيا   فإ  |,...,|,|,| �tapapapap P 
11110  ا يؤ   هذ     ...| ���� ��� ututt bababcap بالمثل:   

 02211 ...| bababap ututut ����� ���  

|4نمحةةا  نةةر  يضةةاً  �tcp   (4)  ي طةةيntbap tapفاةة ا يةةؤ   هذ     | ubp ن  | د   |
u  ( ن  ا  ساص    هذاً 25.10اق   نلي )صضيةfg . بقائية 

 37.10نتيجة 
�  فإ UFDال   gن  fلكثكتي حقن  غك ح ريت    � � � � �gcfcfgc   . 

 البرهان
� ةةةةةةف اةةةةةةاحة تحليةةةةةةل نحيةةةةةةق  Rلةةةةةةيكل   �UFD  ن> @xRgf  ثةةةةةةكتي حةةةةةةقن  غةةةةةةك   ,�

ddح ريت  هذا  ا   ل مل  ,c  اامل مشترك   بر� �HCF  لم املاتf  نg  الة  التر يةب
 فإ  :

 1dff         (1) 

dgن  c    11حيةةةةةةةةةةةةة, fg   ن ثةةةةةةةةةةةةةكتي حةةةةةةةةةةةةةقن  بةةةةةةةةةةةةةقائيتا� � � � dRfcRdgc  c ,  نبالتةةةةةةةةةةةةةالي
� � 11gfddfg c    11الآ  ندgf  ( فةةةةإ  36.10بةةةةقائيتا  )نظريةةةةةةdd c  ةةةةةف HCF  لم ةةةةةاملات

fg  بالتالي� � � �� � � � � �gcfcRddRRddfgc  c c    دR . هبقالية 
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 ملاحظة
ghfالستيحة السابية   طي ال  ال ف   نر هذا  ةا    gh مةلناحةقة    لةي  بقائيةة  ,

 ليسه بقائية . fفإ  

 38.10تعريف 
ذات الق جةة المفجعةة   ةا   fااحة  مة ل سلةر محايةق ييةا  لكثةكة الحةقن   Rلتكل  

هذا لم نيةق  الة  الت عةك اساةا  حاحةل دةر   ثةكتي  R ثكة حقن  غك صابلة للتحليل الة  
 لتاهمةةا   جتاةةا مفجعةةة    يةةة  ثةةكة حةةقن    جتاةةا مفجعةةة هذا لم  كةةل   Rحةةقن    ةةر   الةة  

 غك صابلة للتحليل فإنر ييا  اساا صابلة للتحليل .
 كةف  غةك صابلةة للتحليةل  Rال  ااحة  مة  1نبفدفح  ية  ثكة حقن  ذات   جة  سان  

 . Rال  

 24مثال 
 12 �x   22 �x   12 �� xx  جمي اا غك صابلة للتحليل في> @xZ . 

 25مثال 
 32 �x  غك صابلة للتحليل في> @xR . 

 26مثال 
 12 �x  صابلة للتحليل في> @xc   حي� �� �ixixx ciد   �12 �� �� 1 . 

 39.10قضية 
< مححايق الفحقات في Rدية ااحة  مة   @xR  ي بقصة نحقات R . 
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 البرهان
< ةةةةةي نحةةةةةقة في  Rمةةةةةل الفادةةةةة     الفحةةةةةقة في   @xR   د> @xRR�   ندلةةةةةا ن ةةةةة
 المحايق .

<بال كةةة  افةةةرض     @xRf <نحةةةقة في  � @xR  فإنةةةر يفجةةةق> @xRg�      1بحيةةة fg  ةةة ا 
0degdeg0degdegيةةةةةةةؤ   هذ       � � gfgf     يةةةةةةةؤ   هذfg  ثةةةةةةةكتي حةةةةةةةقن    ,

 عه اليضية .ن  ا نث Rنحقة في  fةبتت    الير فإ  

 40.10قضية 
� ف ااحة تحليل نحيق  Rهذا  ا    �UFD   فةإ> @xRf اسلةر غةك صابةل للتحليةل  �

اسلةةةر بةةةقائي غةةةك صابةةةل  f ن  Rاسلةةةر غةةةك صابةةةل للتحليةةةل في  fهذا نفيةةةط هذا  ةةةا  همةةةا 
<للتحليل في  @xR . 

 ملحوظة
<نسلةة  اليةةا      يستحضةةر في ذ سةةر ال ةةرغ بةة  اسلةةر غةةك صابةةل للتحليةةل في   @xR 

<نب   ثكة حقن  غك صابلة للتحليل في  @xR . 

 البرهان
<لةةةةيكل   @xRf Rfاسلةةةةراً غةةةةك صابةةةةل للتحليةةةةل هذا  ةةةةا   �  fمةةةةل العةةةةقياي     �

Rf  نهذا  ةةةةا   Rاسلةةةةر غةةةةك صابةةةةل للتحليةةةةل في  ghfفس ةةةةرض     � لةةةةع   ال ساحةةةةر   
> @xRhg <اسلةةةةر غةةةةك صابةةةةل للتحليةةةةل في  f. محةةةةا     ,� @xR  ففاحةةةةقة مةةةةلgb يجةةةةب     ,

< كةةةف  نحةةةقة في  @xR  لةةة ا فةةةإ  ناحةةةقة مةةةلgh  (.39.10)صضةةةية  Rيجةةةب     ستلةةةي هذ  ,
0degنيكةةةف    g  0 نdeg  h      ةةة ا ي ةةة f   ثةةةكة حةةةقن  غةةةك صابلةةةة للتحليةةةل في > @xR 
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1dffند   Rdحي     0degdeg( ن 35.10صضةية  ثكة حقن  بقائية )  1fن  � 1 ! ff 
 بقائية. f ي الفحقة نبالتالي  كف   dليسه نحقة ن كف   1fفإ  

< ف اسلةر غةك صابةل للتحليةل في  Rبال ك     اسلر غك صابل للتحليل في   @xR 
< ثكة حقن  بقائية غك صابلة للتحليل في   fلتكل  @xR  نلةيكلghf <لةع      @xRhg �, 
0deg ثةةةكة حةةةقن  غةةةك صابلةةةة للتحليةةةل فةةةإ  همةةةا   fمحةةةا      g  0 نdeg  h نللتحقيةةةق دةةةع

0deg  g   اسقئ� � Rg �z 0D  ناليرhf D  . 
�محا     � Rfc <ناليةر في  Rنحةقة في  Dهذاً  D/1فإنسا نحلةل الة       1 @xR ة ا ي طةي  

   f  اسلر غك صابل للتحليل في> @xR . 

 ملاحظة 
الحليةةة السةةائقة في  yااتةةبر       اسلةةر  Rحيةةل اليفااةةة لسةةاحة  مةةة  kلةةيكل  
نلعيةةةةةةا  ذلةةةةةةتي ااتةةةةةةبر  ثةةةةةةكة الحةةةةةةقن  غةةةةةةك اللةةةةةة رية  Rمتسةةةةةةامياً مةةةةةةع  yهذا  ةةةةةةا   kالةةةةةة  

� �0,...10 z��� n
n

n ayayaaf  نادمةةةةةةر لجليةةةةةةعni
d
c

a
i

i
i ,...,2,1,0, لةةةةةةع      

Rdc ii ndddddدع  0zidحي   ,�  فيكف  :   210...
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 ملاحظة
 ةةف نحةةقة   فإنةةر لا  Rحيةةلاً فطالمةةا       اسلةةر غةةك حةة ر  في  Rاسةةقما يكةةف   

يمكةةل    يكةةف  اسلةةراً غةةك صابةةل للتحليةةل   ناليضةةية السةةابية   طةةي    ال ساحةةر غةةك اليابلةةة 
<للتحليل في  @xR  ي بالضعط  ثكات الحقن  غك اليابلة للتحليل في > @xR . 

 41.10قضية 
حيةةل صفاااةةا   فةةإ   ثةةكة الحةةقن  العقائيةةة غةةك اليابلةةة  kن  UFD ةةف  Rهذا  ةةا   

<للتحليل في  @xR  ي  يضاً  ثكة حقن  غك صابلة للتحليل في > @xk . 

 البرهان
<قن  بقائيةةةة غةةةك صابلةةةة للتحليةةةل في  ثةةةكة حةةة  fافةةةرض   @xR   حيةةةR  ةةةي � �UFD 

ghfافةةرض  ةة لتي     ghلةةع   ال ساحةةر    <في  , @xk   0حيةةdeg !g  0نdeg !h  محةةا
   k  ةةةةف حيةةةةل صفااةةةةة R   فإنةةةةر يفجةةةةق اسلةةةةرا  غةةةةك حةةةة رياdd c,  فيR   بحيةةةة  يكةةةةف
dghd ,c   لاهما في > @xR  ( .   ا ي طي    1)انظر ملاحظة� �� �hddgfdd c c . 

1gdgنالآ   D   نhhd E c   11حي, gh   ثكتي حقن  بقائيتا  في > @xR  نR�ED , . 
�اسقئةةةةة   � 11hgfdd DE c   حيةةةةةf  11نhg  بةةةةةقائيتا  في> @xR  ةةةةة ا يةةةةةؤ   هذ   DE cdud 
11hugf لةةةةا يةةةةؤ   هذ      Rفي  uلفحةةةقة   ثةةةةكة حةةةةقن  غةةةةك صابلةةةةة   fالةةةة   يةةةةة حةةةةا    

<للتحليةةةةةةةةةةةةةةةةةل في  @xR     0فإمةةةةةةةةةةةةةةةةةاdeg 1  ug  0 نdeg 1  h  0نلكةةةةةةةةةةةةةةةةةلdegdeg 1 ! gug  
0degdegن  1 ! hh .   ن  ا انتايسا هذ  ساص 

 ملاحظة
المةةة  ف ة صعةةةل اليضةةةية السةةةابية   يمكسسةةةا اليةةةف      ةةةل  ثةةةكة  2الةةة  دةةةفة ملاحظةةةة  

<ك صابلةةة للتحليةةل في حةةقن  بقائيةةة غةة @xR  ةةي اسلةةر غةةك صابةةل للتحليةةل في > @xk   حيةةk 
 ااحة تحليل نحيق . UFD ي ااحة تحليل نحيق  Rن  Rحيل صفااة 
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 42.10قضية 
 حقل قواسمها ، فإن : kو  UFDهو Rإذا كان  

<هو عنصر أولي في  Rكل عنصر غير قابل للتحليل في  .1 @xR . 
<ئيـ  في كثيرة حدود بدا  fإذا كان  .2 @xR  و> @xRh�   بحيـhf <في  / @xK  فـإنhf | 

<في  @xR . 

 البرهان
<و كثـــيرد حــدود غـــير  ـــفر ت  في  fو  Rعنصـــراير غـــير قابــل للتحليـــل في  pخــ   .1 @xR 

fgpبحي   كون  <في  | @xR  فيكونphfg <لكثيرد حدود    @xRh�   . 
�الآن افــــــــــــــــــر  أن  � dRfc    ،� � Rdgc c   و� � Rhc لــــــــــــــــــ ع  العنا ــــــــــــــــــر   "

Rdd �cc 1dff، فيكـــــــون  ,,"    ،1dgg 1hhو    111حيـــــــ    " ,, hgf   ـــــــيرا  حـــــــدود كث
<بدائي  في  @xR عندئ   كون RpRddgpgfddphfg ""  c� c� 111 

�لأن  � ddfgc c   و� � Rpphc upddوه ا بـدوه   ـيدإ إأ أن   " " c  لوحـدةRu�  وهـ ا
ddpبــــدوه   ــــيدإ إأ أن  c|  فيR  عنصــــر غــــير قابــــل للتحليــــل في وحيــــ  أن كــــلR  هــــو

dpعنصــــــــــر أولي فنحصـــــــــــل علــــــــــ  أن  dpأو  | c|  فيR  ونفـــــــــــق ال ــــــــــ    تحقـــــــــــ  في 
> @xR   مــــــأ رهــــــ  أخــــــر .fd gdو  | |c  في> @xR  بالتــــــالي فــــــإنfp gpأو  | في  |
> @xR  وه ا  برهأ أنp  عنصر أولي في> @xR . 
hfبمــا أن  .2 <في  | @xK  فإنــي  ورــد> @xKg�   بحيــfgh هــو حقــل قوا ــ   Kولأن   

R  فإني  ورد� � Rd �z <بحي   كون  0 @xRdg� . 
dfgdhإذاير  1hh، الآن يمكــــأ كتابــــ     D   1وgdg E    حيــــR�ED ,11و  , gh   كثــــيرد

<حـدود بــدائيتان في  @xR  هــ ا  ع ـ  أن ،� �11 1 fggfhd EED ,11وحيــ  أن     hfg   كثــيرد
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<حــدود بــدائيتان في  @xR  ،DE d,  مترافقــان فيR  فــإنudDE كمــا  ع ــ    �Ruلوحــدة   
11بدوه  أن  ufgh |1إذاير    hf  في> @xR  ولكأhh <في  1| @xR  فيكونhf | . 

 43.10نتيجة 
�هــ   ــاح   ليــل وحيــد  Rإذا كــان   �UFD  فــإن كــل عنصــر غــير قابــل للتحليــل في

> @xR  هو عنصر أولي في> @xR . 

 البرهان
<لــيكأ   @xRf عنصــراير غــير قابــل للتحليــل  fعنصــر غــير قابــل للتحليــل فتكــون إمــا  �

<أو هـ  كثـيرة حــدود بدائيـ  في  Rفي  @xR   ( في الحالــ  الأوأ وكـون 40.10)قضـيf  عنصــراير
< أولياير في @xR . 
<كثيرة حدود غير قابل  للتحليـل في   f( في الحال  الثاني  وكون 42.10)قضي   @xK   حيـK 

<عنصر غـير قابـل للتحليـل في  f حقل و k( وحي  أن 41.10)قضي   Rحقل قوا    @xk 
. 

<علــ  أ ــ  حــا   @xk  هــو� �PID   ( ومــأ ف فــإن عنصــر أولي في 11.1)نظر ــ> @xk  .
ghfالآن افــر  أن  <في  | @xR  فيكــونghf <في  | @xk  ولكـــأ  كــونf  عنصـــر أولي في

> @xk  فإمــــا أن  كــــونgf <في  | @xk  أوhf <في  | @xk   نحصــــل  42.10با ــــت داي قضــــي
gfعل  أني  <في  | @xR  أوhf <في  | @xR  إذايرf  عنصر أولي في> @xR . 
ة  ــــاحا  التحليــــل الوحيــــد والآن أعــــددع العــــدة لهقتحــــاي اةــــدي ، النظر ــــ  ال ــــهير  
� �UFD . 
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 44.10نظرية 
<فإن  UFRهو  Rإذا كان   @xR   ه� �UFD . 

 البرهان
<مأ الواضح أن   @xR  لهير أنـي كـل عنصـر في  اح  تام  بعنصر محا د . نـبرهأ أو> @xR 

غـــير  ـــفرإ غـــير وحـــدة يمكـــأ كتابتـــي كحا ــــل ضـــرا عـــدد منتـــي مـــأ العنا ـــر غـــير القابلــــ  
<للتحليل في  @xR . 
<عنصــر غــير  ــفرإ ولــيق وحــدة في  fافــر  أن  @xR  فــإذا كــان ،Rf فقــد انتهينــا لأن  �

R  هــوUFD  والعنا ــر غــير القابلــ  للتحليــل فيR  هــ  عنا ــر غــير قابلــ  للتحليــل في> @xR 
Rfلمناق ــ  الحالــ  الــ  فيهــا  <في  fا لكثــيرا  الحــدود أولهير نث ــي  قيننــ � @xR   ذا  الدهرــ

 .fdegالمور   با ت داي اله تنتاج عل  
1degفــإذا كانــي   f  فــإن كثــيرة حــدود بدائيــ  غــير قابلــ  للتحليــل وعليــي فهــ  عنصــر غــير ،

<قابـــــل للتحليـــــل في  @xR   1نفـــــرdeg ! nf  وأن  قيننـــــا  ـــــحيح  ميـــــ  كثـــــيرا  الحـــــدود
 . n!ال دائي  ذا  الدهر  
قابلــ   fغــير قــابلير للتحليــل نكــون قــد بل نــا اةــدي ، وعليــي نفــر  أن fمــرة ينيــ  إذا كــان 

ghfيـــــــــــل ، عندئـــــــــــ  وكـــــــــــون للتحل <لـــــــــــ ع  العنا ـــــــــــر    @xRgf ngحيـــــــــــ   ,� �deg  
nhو  �deg  وحيــ  أنf   كثــيرة حــدود بدائيــ  فــإنgh هــ  أ ضــاير كثــيرد حــدود بــدائيت   ,

gh، عليــي حســو فــرو  اله ــتنتاج  كــون كــل  nل مــأ دهرــ  كــل منهمــا أقــ قابلــ  للتع ــير  ,
<عنهمــا كحا ــل ضــرا عــدد منتــي مــأ العنا ــر غــير القابلــ  للتحليــل في  @xR   نتيجــ  لــ ل ،

ghf كـــون   مـــأ العنا ـــر غـــير القابلـــ  للتحليـــل  هـــو ع ـــاهة عـــأ حا ـــل ضـــرا عـــدد منتـــي  
<في  @xR . 
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1dffليســي بدائيــ  يمكــأ كتابــ   fأمــا إذا كانــي  <كثــيرة حــدود بدائيــ  في   1fحيــ     @xR 
dfكمـا لـوحم مـأ ق ـل كـل   R ليق وحـدة في dو  يمكـأ التع ـير عنهمـا كحا ـل ضـرا  1,

<عـــدد منتـــي مـــأ العنا ـــر غـــير القابلـــ  للتحليـــل في  @xR  إذاير> @xR   يحقـــ  ال ـــر  الأو  لســـاح
�تام  بمحا د ك   كون  �UFD . اح   ليل وحيد  

mffffالآن افــر  أن  ngggfو   21... كحا ــل ضــرا   fوع ــير أ لكثــيرة الحــدود   21...
 عدد منتي مأ العنا ر غير القابل  للتحليل .

<مــــــــــأ  @xR   ن  ــــــــــ  اله ــــــــــتنتاج الر ضــــــــــ  علــــــــــm  1عنــــــــــدما m  ،ngggff ...211     
11بمـــــــــــا أن  | fg  فـــــــــــإذا كـــــــــــانn�1  2...1فـــــــــــإن  ngtg  لعنصـــــــــــرRt�  هـــــــــــ ا  ـــــــــــيدإ إأ 

11و  n 1ي وحـــــــدة وهـــــــو مـــــــا له  ق لـــــــي عقـــــــل ، عليـــــــ ngأن  gf  وافـــــــر   m!1افـــــــر    
<أن أإ  ليلــــــ   ميــــــ  العنا ــــــر غــــــير الصــــــفر   الــــــ  ليســــــي وحــــــدة في  @xR  والــــــ  يمكــــــأ 

<للتحليـــــــل في العنا ـــــــر غـــــــير القابلـــــــ   mكتابتهـــــــا كحا ـــــــل ضـــــــرا لعـــــــدد أقـــــــل مـــــــأ  @xR  
  كوعن متكافئ  .

mfffgfgالآن  ...|| 2111 <عنصـــر أولي في  1gوحيــ  أن  � @xR   ( فـــإن 43.10)نتيجـــ
11 | fg   ل عi . 

ــــد نا  ifوبمــــا أن  iiأ ضــــاير عنصــــر غــــير قابــــل للتحليــــل فيكــــون ل fug <في  iuلوحــــدة  1  @xR 
 . i 1يمكأ فر  أن  ifوبإعادة ورويو  Rوال إ  نتم  إأ 

nmnm إذاير  نتج أن gggfffgggfuffff ccc � ............ 32323211521 
222حيـــــــــــ   gng  c  وkk gg  c  3لكـــــــــــلtk  إذا وضـــــــــــعناmfffh فإننـــــــــــا  ـــــــــــد أن   32...

mfffh nggghو   32... ccc ...52  وع ــــــيران للعنصــــــرh  قابلــــــ   كحا ــــــل ضــــــرا عنا ــــــر غــــــير
مـــأ العنا ـــر غـــير القابلـــ  للتحليـــل فينـــتج مـــأ فـــرو   1�mللتحليـــل وأن التحليـــل الأو  فيـــي 

11اله تنتاج أن التحليل  متكافئان أإ أن  � � mn  عليي(mn  . ) 
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ifmiو ورــد وقابــل أحــادإ بــ  العنا ــر  jgmj و  2,...,, c ,,...,2  بحيــ  وكــون العنا ــر
 المتقابل  مترافق  .

111مــرة أخـــر  حيــ  أن   fug ، إذاير  ورــد وقابـــل  1fمرافــ  لــــ  1gوحـــدة ،  1uو   
miترقــــي  لل ifأحــــادإ بــــ  العنا ــــر  mjللترقــــي   jgو   2,1,..., بحيــــ  وكــــون   2,1,...,

<العنا ــر المتقابلــ  مترافقــ  ، هــ ا   ــ  أن  @xR   لســاح   ليــل وحيــد  (2)يحقــ  ال ــر� �UFD 
<بالتالي  @xR ليل وحيد ه   اح   � �UFD . 

 27مثال 
<فـــــإن  UFDهـــــ   Zلأن   @xZ  هـــــوUFD   ( نـــــدع  أن 44.10)نظر ـــــ> @xZ  لـــــيق

PID  ـــالي  ، ل يـــان  ـــواا هـــ ا الهدعـــا � !��!اعتـــبر المث 4xI  فـــإذا كـــانI  ـــالي مث
<هئيســــــــــــــ  أمكننــــــــــــــا إ ــــــــــــــاد كثــــــــــــــيرة حــــــــــــــدود  @xZf � !بحيــــــــــــــ   كــــــــــــــون  � fI  أإ أن

!! ���!� fx ���!!هـــــــــــ ا  ع ـــــــــــ   4 f4  4و كـــــــــــون|f  في> @xZ  أإ أن
fg 4  لعنصر ما> @xZg� . 

Zffعل  أ   حا  فإن  �� � 0deg04deg . 
�نفـــر  أن  � Zf �z 0D  فيكـــون!! ���!� D4x  ز دة علـــ  ذلـــ  أن!!��� Dx 

ـــــــــيدإ إأ أن   hx D   لعنصـــــــــر مـــــــــا> @ GE � � �� xhhxZh 1deg  ـــــــــ ع  العنا ـــــــــر ل
Z�GE  عليي  كون : DEDhx � 1الآن  0zEحي   ,

 vxtx 41411 � !���!��!���D  

<ل ع  العنا ر  @xZvt  . Zفي  1  قس  4، ولكأ ه ا بدوه   يدإ إأ أن  ,�
mضـــــ  

mi xxvZ EEEE ��� � ..., vxtو  10 41 وقـــــاهن المعـــــامل  ، وهـــــ ا مســـــتحيل   �
<مثالياير غير هئيس  و كون  Iفيكون  @xZ  ليقPID . 



 
 
 

 نظر   التحليل في الساحا  التام 

 

495 

<كثــيرة حــدود للتحليــل في   اخت ــاهاير لعــدي قابليــ والآن في نها ــ  الفصــل نــ كر ونــبرهأ  @xZ   علــ
Q. 

 )معيار أيزنستين لعدم قابلية التحليل( 45.10نظرية 
nلــيكأ  

n xaxaaf <كثــيرة حــدود في   10... ��� @xZ  إذا ورــد عــدد أوليp   بحيــ
iupكــــان  2,1,0,...,1لكــــل  | � ni  وnap  0و

2 ap  ــــإن ــــل  fف ــــ  للتحلي غــــير قابل
 . Qعل  

 البرهان
0degلهحـــم أن ال ـــرو  المع ـــاة وـــيدإ إأ أن   !f  أولهير أن  ن ـــf   كثـــيرة حـــدود

<غــير قابلــ  للتحليــل في  @xZ  وغــير ذلــ  افــر  أنghf <حيــ     @xZhg بحيــ   كــون  ,�
fg degdeg fhو  � degdeg � . 

...,0 ليكأ 32
010 z���� ss bxbxbxbbg 

 0,...2
210 z���� t

t
t cxcxcxcch  

000الآن  cbaghf |0 ــــــــيدإ علــــــــ  أن   �  cp  0أو| bp  0لأن| up  وحيــــــــ  أن ،
0

2 up  فـــــــإنp  00له  قســـــــ  كـــــــلير مـــــــأ ,bc  0ن محـــــــدد أ افـــــــر  أن ولكـــــــ  نكـــــــو| bp 
tnفللمرة الثاني   كون  0cpو  cbaghf 5 �  . 

هو أو  عامل لكثيرة الحـدود و )في اليسـاه( له  kbل ا فإن  5bp كون  napوحي  أن 
nskو  0�k، مأ الواضح  pالقسم  عل   ق ل  �d . 
kkkkالآن  cbcbcba 0110 ...... 120بحيـــ   كـــون  � ���� |,...,|,|,| �kk bpbpbpap 

ــــالي  /0بالت cbp k  0وحيــــ  أنcp  وp أولي فــــإن  عــــددkbp ، هــــ ا ونــــاق  يحلــــي أن  |
<غــير قابلــ  للتحليــل في  fوكــون  @xZ   1الآن يمكننــا كتابــdff Zdحيــ     كثــيرة   1fو  �
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<حدود بدائي  في  @xZ  1إذايرf  أ ضاير غير قابل  للتحليل تام  في> @xZ  1ه ا  عـلf   غـير قابلـ
<للتحليــل في  @xQ  لأنZ  هــو  ــاح  تامــ   ليــل وحيــد� �UFD  وQ   حقــل قواسمهــا )قضـــي

<( ولكأ 41.10 @xQf
d

f �¸
¹
·

¨
©
§ 

1
<أ ضاير غير قابل  للتحليل في  fكون فت 1 @xQ . 

 28مثال 
ــــــيرا  الحــــــدود   159,24كث 34 ���� xxxx  1810627و 234 ���� xxxx  جميعهــــــا

<في  غـــــير قابلـــــ  للتحليـــــل @xQ  224. في حالـــــ  كثـــــيرة الحـــــدود �� xx  ،2 p  يحقـــــ  معيـــــاه
1593إ زنست  وفي حال   �� xx  ،3 p  1810627وأخيراير لكثـيرة الحـدود 234 ���� xxxx ،

3 p معياه إ زنست  . تحق   

 29مثال 
�كثــيرة الحــدود   اعتــبر  � 11 2 � � xxf  فــإن� � 222 �� xxxf   2بأخــ p  ــد أن 

�معيـــاه إ زنســـت  يمكـــأ و  يقـــي علـــ   �1�xf  بمـــا أن .� � � � � �xhxgxf إذا وفقـــذ إذا كـــان   
� � � � � �axhaxgxf 12فإن  �Zaلكل  �0 �� �x   غير قابل  للتحليل علQ . 

�هـــــو  Rلهحـــــم أن بصـــــوهة عامـــــ  إذا كـــــان  �UFD  و> @xRf ـــــيرة  �Raفـــــ إ  � وكـــــون كث
�الحدود  �xf   غير قابل  للتحليل علR  إذا وفقـذ إذا كـان� �axf كثـيرة حـدود غـير قابلـ    �

� ، بما أن Rللتحليل عل   � � � � � � � � � � �axhaxgaxfxgxhxf �� ��  
�و  � � �axxg � degdeg  ،� � � �axhxh � degdeg   فإنــي أحيــاعير يمكــأ و  يــ  معيــاه إ زنســت

nxبنجــــاا إذا كت نــــا  أإ عــــدد  ــــحيح  nحيــــ   Zفي كثــــيرة حــــدود علــــ   xبــــدلهير مــــأ  �
2,1منا و )عادة نأخ   rr n. ) 

 30مثال 
...1كثــــيرة الحــــدود   pدد أولي لأإ عــــ  221 ����� �� xxxx pp  غــــير قابلــــ  للتحليــــل

 . Qعل  
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�ليكأ  �
1
1

1... 221

�
�

 ���� ��

x
xxxxxxf
p

pp :  عندئ 

 � � � �
� � x

xCxCxCx

x
xxf

p
p

rpp
r

pppp
1

1
11 ......

11
11

1 �
�� ����

 
��
��

 �  

            p
p

rpp
r

ppp CxCxCx 1
2

1
1 ...... �

��� �����  

p،  عـــدد أولي pوحيـــ  أن 
rCp 11لكـــل  | �dd pr   بـــرهأ( كـــ ل(pC p

p فيكـــون  �1 
p
pCp 1

2
� . 

�وا تناداير إأ معياه إ زنست  فإن  �1�xf   كثـيرة حـدود غـير قابلـ  للتحليـل في> @xQ  و نـتج أن
� �xf  غير قابل  للتحليل في> @xQ 
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 مسائل
 

<في  .1 @ ^ `ZbabaZ ��� � 3,521بـ  أن  55,   LCMأوليـان ولكــأ لـيق ةمــا  ��
<كــــ ل  بــــ  أنــــي في  @5�Z  العنصــــران� �52121 �و  �� �� �5215217 لــــيق  ����

 . HCFةما 
<بـــ  أن عموعــــ  كثــــيرا  الحــــدود في  .2 @xZ  ذا  المعـــامل  الزوريــــ  لـــــx   و ــــكل حلقــــ

�ةما عامل م ترك أ ـ ر  2,2x ق  مأ أن  Rرزئي  في  �HCF   ولـيق ةمـا مضـاع
�م ترك أ  ر  �LCM  فيR . 

<ب  أن  .3 @ ^ `ZbabaZ ��� � �ليق  اح   ليل وحيدة  66, �UFD . 
�إرشاد :  �� �62625.210 ����   

<ب  أن  .4 @7�Z يدة  اح   ليل وح ليق� �UFD . 
2.2.2.216إرشاد :   �ك ل     � � �73.6316 ����  . 
�هـو  ـاح   ليـل وحيـدة  Rإذا كان  .5 �UFD  وf    في    كثـيرة حـدود ذا  دهرـ  مور ـ

> @xR 11 ــي أن . اث fdf Rdلعنصــر    <كثــيرة حــدود بدائيــ  في   1fو  �1 @xR  إذا كــان
2211 fdfdf Rddffحيــــ      �2121 12كثــــيرد حــــدود بــــدائيتان . بــــرهأ أن   ,, ,dd 

,21وأن  R مترافقان في ff  مترافقان في> @xR . 
xprعــــدداير أوليــــاير فإنــــي  ميــــ   pاث ــــي أنــــي إذا كــــان   .6 11 �dd  فيكــــونp  قاسمــــاير للعــــدد 

p
rC . 

ـــد  Rكـــان إذا   .7 �هـــو  ـــاح   ليـــل وحي �UFDk حقـــل قواسمهـــا اث ـــي ان كثـــيرد الحـــدود  ,
<و في  fال ــــدائيتان  @xR  ــــ  في <وكــــوعن مترافقت @xR  ــــ  في ــــا مترافقت إذا وفقــــذ إذا كانت

> @xk . 
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cbaلـــتكأ  .8 �هـــ   ـــاح   ليـــل وحيـــد  Rثلثـــ  عنا ـــر غـــير  ـــفر   في حلقـــ   ,, �UFD 
< اث ي الآد @� � � � � �> @cabacba ,,,,,   

 � �> @ > @ > @� �cabacba ,,,,,   

�أإ أن عملي  العامل الم ترك الأكبر  �HCF   ووز عي  عل� �LCM . والعكق بالعكق 
�اث ــي أنــي في  ــاح   ليـــل وحيــد  .9 �UFD   جميــ  المثاليــا  الأوليـــ  الأ ــ ر   هــ  مثاليـــا

 هئيسي  وه  بالض ذ المثاليا  المولدة بعنا ر غير قابل  للتحليل .
�داير أوليــاير فــإن عــد pاث ــي أنــي إذا كــان  .10 � � � 1...21 ���� �� ppppp xxx  غــير قابلــ  للتحليــل

 . Qعل  

كثيرة الحدود المع اة ه  إرشاد : 
1

1
2

�

�
p

p

x
x . 

ABCإذا كان كل مأ  .11  أن :اث ي  Rولتكأ  PIDه  مثاليا  في  ,,
� -أ � CABACBA ��� �� 

� -ا � � � � �CABACBA ��� �� 
12. R  هــو  ــاح   ليــل وحيــد� �UFD  وp  مثــالي أولي فيR  بحيــ  كــانp  مولَّــداير بعنصــر

x  ليق بوحدة . اث ي أني له  ورد مثالي أوليQ  فيR   بحي� � RQ ��0 . 
AxQهــــ ا فــــإن  Qبــــ  أولهير إذا ورــــد مثــــل إرشاااااد :  ومــــأ ف بــــ  أنــــي  Rفي  Aمثــــالي   

xpn عل  pبإمكاننا إ اد عنصر غير قابل للتحليل   . nd1 مي  الأعداد الحقيقي   |
�هو  ـاح   ليـل وحيـد  Rإذا كان  .13 �UFD  وcba . بـرهأ  Rعنا ـر غـير  ـفر   في  ,,

 ما يأد :
i إذا كان  .ca cbو  | �و  | � 1,  ba  فإنcab | . 

ii إذا كان .bca �و  | � 1,  ba إن فca | . 
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 تمارين متنوعة محلولة
 1تمرين 

12اث ــي أن كــلير مــأ   �x  42و �� xx   غــير قابلــ  للتحليــل علــF  حقــل الأعــداد
ـــاه  <. كـــ ل  اث ـــي أن  11الصـــحيح  معي @

!�� 12x
xF  و> @

!��� 42 xx
xF   حقـــلن إ زوموهفيـــان

 عنصراير . 121كلهما يحوإ 

 الحل
 (-)وللت ســـيذ  ـــوي نحـــ ي العلمـــ   10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0هـــ   Fعنا ـــر  

12أإ مـــأ كثـــيرد الحـــدود  �x  42و �� xx  له  تحقـــ  بعنا ـــر فيF  نتيجـــ  لـــ ل  فلـــيق
<لأإ منهما عامل خ ر في  @xF   ه ا   ـ  أن كلتاهمـا غـير قابلـ  للتحليـل علـF  أإ عنصـر

<في  @
!�� 12x

xF  هو مأ النوع> @ !��� 12xxf   حي� � > @xFxf � . 

<ومأ خواهزمي  إقليدس في  @xF  كون � � � �� � � �xrxxgxf �حيـ   12 �� � � � > @xFxvxg �, 
�بحي   � 0 xr  أو� � 2deg �xG . 

�في كلتـــــــــــــــــــــا الحـــــــــــــــــــــالت   كـــــــــــــــــــــون  � ED � xxr   ـــــــــــــــــــــ F�EDحي وهكـــــــــــــــــــــ ا فـــــــــــــــــــــإن  ,
� � !����! ��� 11 22 xxxxf ED . 

اختيــاه للعنصــر  11فــإن هنــاك  Dطر قــ  ولكــل اختيــاه للعــدد  11في  Dكننــا اختيــاه والآن يم
E  لــ ا فــإن عــدد العنا ــر في> @

!�� 12x
xF  بالمثــل يمكــأ إث ــا  أن  121هــو .> @

42 ��� xx
xF  لـــ

14بمـــــــا أن كـــــــلير مـــــــأ  عنصـــــــراير . 121 22 ���� xxx  غـــــــير قابلـــــــ  للتحليـــــــل فـــــــإن كـــــــلير مـــــــأ
!��!��� 1,4 22 xxx  مثــــــــــــــــالي أعظمــــــــــــــــ  في> @xF  أإ أن كــــــــــــــــلير مــــــــــــــــأ> @

!�� 12x
xF  و

> @
!��� 42 xx

xF . هو حقل 
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<وأخيراير عري  @ > @
!���

o
!�� 41

:
22 xx

xF
x

xF
T . 

< بالصوهة @ � � !������ !���� 451 22 xxxxx DEDEDT 
<هــو هومومــوهفزي حلقــ  . بمــا أن  Tيمكــأ التحقــ  مــأ أن  @

!�� 12x
xF  حقــل فــإنT   . أحــادإ

 فوق  إذاير : Tك ل  لأن كل الحقل  لي نفق العدد في العنا ر فإن 
 > @ > @

!���
#

!�� 41 22 xx
xF

x
xF  

 2تمرين 
�فــإن الحلقــ   1�nاث ــي أنــي لأإ عــدد  ــحيح   �nZ لــيق ةــا عنا ــر غــير  ــفر    /

له  ق ــل القســم  علــ  مربــ  أإ عــدد  ــحيح مورــو أكــبر  nعديمــ  القــوة إذا وفقــذ إذا كــان 
 مأ واحد .

 الحل
�افر  أن  �nZ ليق ةا عنا ر عديمـ  القـوة . حسـو النظر ـ  الأ ا ـي  للحسـاا  /

kفـــــإن 
kpppn OOO ...21

kiهـــــ  أعـــــداد أوليـــــ   تلفـــــ  لكـــــل  ipحيـــــ    21  iO!0و   2,1,...,
kpppأعــداد  ــحيح  . اعتــبر العــدد الصــحيح  ^. لــيكأ  21... `kOOOE ,...,,max فيكــون  21
 � �> @ � � � �nnpppnppp kk  � � EEEE ...... 2121 

EEEلأن 
kpppn ...| �عليي نحصل عل  أن  21 �nppp k �هو عنصر عـد  القـوة في  21...� �nZ / 

�حســــو فرضــــيتنا ، هــــ ا  عــــ  أن  � � � kk pppnnnppp ...|... 2121  1diOبالتــــالي  � �
kpppnأإ أن  iO 1 كون لد نا  Oiلكل  iOd1وبما أن  iلكل  له  ق ـل  nبالتالي   21...

 القسم  عل  مرب  أإ عدد  حيح .
tpppnبالعكق افر   tjpلأعـداد أوليـ   تلفـ    21... j ,...,2,1, �ولـيكأ    �nm�  عنصـراير
nZعد  القوة في  �فيكون  | �> @ � �nnm  � D  لعدد ماDd1 . 
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�ه ا  يدإ إأ أن  �nm �D  أوDmn Dmp يدإ إأ أن  | j  . jلكل  |
� � � �nnmmnmpppVmp ii  ����� ||...,| 521  

�إذاير  �nZ  له يحوإ عنا ر عديم  القوة . /

 3تمرين 
 ــوإ جميــ   nRحلقــ  إبداليــ  بمحا ــد بــ  أن مركــز حلقــ  المصــفوفا   Rإذا كانــي  

 . nRالمصفوفا  القيا ي  في 

 الحل
ijijالملئمـــ   ـــوي نـــدخل مفهـــوي مصـــفوف  الوحـــدا   ل ـــر   EnjiE ,,...,2,1,,   

� رمـــز إأ مصـــفوف  عنا ـــرها في جميـــ  المواقـــ  وســـاوإ  ـــفراير أمـــا العنصـــر في الموقـــ   �ji فإنـــي  ,
kiij 0لهحــم أن  Rا ــد للحلقــ  العنصــر اح 1 ســاوإ  EE  حيثمــاkj z  و"" ikik EEE   

 يمكأ كتابتها بصوهة وحيدة بالصوهة : nRإضاف  إأ ذل  كل مصفوف  في 
 FFE ij

n

j

n

i
njijkj ��¦¦

  

DDD ,,
1 1

 

¦ (nRافر  أن )مركز  ¦
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n
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nnijij RCE
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DD  

kjوذلـــ  لكـــل  z  ،jE"  0له  ظهـــر في ال ـــري الأ ســـر فيكـــون kjD  مثـــلkj z  بمـــا أن
kE" .   انتقيناها اختياه 

¦¦ه ا     أن جمي  المدخل  غير ق ر   في 
  

n

j

n

i
ijij E

1 1

D  وساوإ  فراير ، وعليـي فكـل عنصـر

ijهو مأ النوع  nRفي مركز 

n

i
ij E¦

 1

D   مرة أخر  م  المصفوف¦¦
  

n

k

n

ikE
1 1"
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في ال ـري  "kEفي حـ  أن معامـل  kkDفي ال ري الأيمـأ هـو  "kEفإن معامل  kلأإ دليل 
kkDDكـــون عليـــي   D""الأ ســـر هـــو  بصـــوهة اختياه ـــ  فنحصـــل علــــ   k,"ولكننــــا عين ـــا  "" 

ODDD     nn...2211   حيO عدد اختياهإ إذا ¦¦
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¦خـيراير نفــر  أن هـو مصـفوف  قيا ــي  . وأ nRوهـ ا   ـ  أن كــل عنصـر في مركــز 
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O  أإ

 عندئ   كون : Rمصفوف  قيا ي  في 
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 ( ."إأ  i)وذل  بت د ل دليل ا م  مأ 

� ك ل  � k

n

k

n

k

n

i
iik

n n

k
k EEE "

"

"

"

"

"

" ¦¦¦¦¦
     

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§

1 11 1

DOD 

kkإبداليـــ  ،  Rبمـــا أن  "" DOOD nفـــإن   

n

i
ii RCentrE �¦

 1

O  أإ أن مركـــزnR   يحتـــوإ علـــ

 . nRجمي  المصفوفا  القيا ي  في 

 4تمرين 
� (i)إذا كــان  R  أ ــ رإ في  ســم  مثــالي يميــ Rمثــالي يميــ  لحلقــ    �0zA  و(ii) 

R  ،ABفي  Bلأإ مثــالي يميــ   � ـــيدإ إأ أن إمــا ��0 �0 B  أوAB  Rفــإذا كـــان   
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�كـــان   rولأإ يبـــي  Aةـــا مثـــالي يميـــ  أ ـــ رإ  �0zrA  بـــ  أن ،rA   مثـــالي أ ـــ رإ يميـــ
 أ ضاير .

 الحل
^وـــــــــــ كر أن   `AararA rArعليـــــــــــي  / � � 00  ،rA  ليســـــــــــي خاليـــــــــــ  إذا كـــــــــــان

Aarra �c,   حيـــــــAaa �c,  ،� � rAaararra �c� c�  لأنAaa �c�  لأإRx�  فـــــــإن
� � � � rAaxrxra  ( .Rلي يمي  في مثا A) �Aaxلأن   �

 Rأإ مثــالي يميــ  في  Bلــيكأ  0zrA. الآن حســو الفــرو   Rمثــالي يميــ  في  rAعليــي 
�بحي   كون  � rAB rABفإن  0zBكننا بيان أني إذا كان يم ��0   . 

�بمـا أن  �0zB  فإنـي  ورـد� � Bb �z rABلأن  0 rabفـإن  � افـر  أن  �Aaلعنصـر مـا   
^ `BrsAsx  غير خالي  ، ك ل  : x�0  ،xبما أن  / ��

 BraraBraraxaa ������ 212121 ,,  
� � xaaBaar ������ 2121  

�،  �Rxومرة يني  لأإ  � BxraBra ��� فه ا  ـيدإ إأ أن  Rمثالي يمي  في  Bلأن  11
� � xxaBxar ��� إضــــــــاف  إأ ذلــــــــ  بمــــــــا أن  Aمحتــــــــوإ في  Rمثــــــــالي يميــــــــ  في  xإذاير  11

xax �z BrAأإ  A ســاوإ  x ــد أن  Aمــأ أ ــ ر    0, rABبالتــالي  � وبنــا  عليــي   
 . Rمثالي أ  رإ في  rAفإن 
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 الفضاءات المتجهة
Vector  Spaces 

 
يصادف أحدنا مفهوم المتجه علـ  أنـه يةيـة متجهـة  في الهندسة التحليلية والميكانيكا

)مقــــداا ا(ــــاها  ا ل ــــنا إا ــــة للرــــودن وج ةلــــر الترةيــــ  ا مــــ  و هــــة الن ــــة ا  يــــة  ــــ   
 المتجهات المرة ة هكذا لها الخواص الباازن الآتية :

ةواسـ ة مةيباتـه  وحيـدنقلليد  اللاثيا البرـد ي يتحـدد متجـه مـا ة ةيقـة في الفضاء الإ -1
),,(اللاثيـة  OK[    ي وبالركـ  لكــلا ياثيـا مةتــ  )ن ــبة لن ـام وحــدايا لـدد ســلفا

),,(مر   م  الأعداد الحقيقية  OK[  يو د متجهv  له الإحدايياتOK[ ا مـ   ,,
),,(المـــــألوف أ  نكتـــــ   OK[ v   قلاصـــــدي  أv  متجـــــه مةيباتـــــه هـــــاOK[ ا  ,,

وةصــــوان م ــــاضة في الفضــــاء الإقلليــــد  ينــــاإا البرــــد أ  متجــــه لــــه وحــــداييا  و ــــدد 
  الأعــــداد الحقيقيــــة ت ــــة  ة ةيقــــة وحيــــدن ةواســــ ة وحداييــــة ا و ــــا ة وج ةلــــر  ــــ 

 ا (Scalars)ات يقلياس
 هنــــــاع يــــــاثس عةليــــــات أساســــــية علــــــ  المتجهــــــات ي نرــــــ  ضــــــا  ــــــ  المتجهــــــات ي  -2

),,( ــــةج متجــــه ةقيــــاي والضــــةج القياســــا للةتجهــــات ا  ــــ ةا يــــا   OK[ v  ي
),,( OK[ ccc cv  3متجهــــا  فيR يــــد  اللاثيــــا البرــــد ي ي الفضــــاء الإقللD  قلياســــا

),,()عدد حقيقا    ننا نرـةف مةوعهـا  OOKK[[ c�c�c� c� vv  و ـةجv 
),,( Dفي  DODKD[D  v  ي والضةج القياسا لهةا),( vv c  : يالآتي 
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OOKK[[ c�c�c c),( vv  

الرةليتـــــــا  الأوج واللانيــــــــة للةتجهــــــــات تلربــــــــا  دواا  مهةــــــــا  في الهندســــــــة التحليليــــــــة 
 ة للةتجهات في وطاا أيلة ترةيةا  اوالميكانيكا ا في هذا الفصلا نحاول أ  نر ا مرا 

و  دااســة المتجهــات في وطــاا عةليــا ا ةــ  والضــةج ةرــدد حقيقــا  كــ  ترةيةهــا 
بالضةوان أ  نقصة دااستنا عل  الأزواج المةتبة أو اللاثييـات المةتبـة ي  في ناحيتين الأوج : لي 

وةدلا  م  ةلر  كننا أخذ المةتبات النونية ا واللانية لا نحتاج أ  نقيد أنف نا بإحـداييات هـا 
أعـــداد حقيقيـــة ي  الإحـــداييات  كـــ  أ  تلخـــذ مـــ  أ  حقـــلا أو ةصـــوان أعـــ  مـــ  أيـــة حلقـــة 

 ا (division ring)قلاسمية 
والآ  نر ـــا ترةيفـــا  مـــةدا  لفضـــاء متجهـــا ومـــ    نـــةف ييـــ  يرةـــ  هـــذا الترةيـــ  

 مفهوم المتجه المذيوا سلفا  في الهندسة التحليلية والميكانيكا ا

 تعريف وخواص أولية -1
),,,(.النظام    11-1تعريف  �DV 

و ا  Vعةليـــة يناإيـــة علـــ   �حلقـــة قلاسميـــة ي  Dمةوعـــة خـــة خاليـــة ي  Vحيـــ  
VDااســ  مــ   u  وجV  يتحــدد ةواســ ته لكــلا عنصــةVv عنصــةا   D�Dويــلا عنصــة  �

Vv �.D   ي ي ة   ضاء متجها  ي اايا  علD : وةا تحققت ال ةوط التالية 
1�V  ا!�� ,V زمةن أةيلية ا 
2�V   ا  ةيVyx  يكو  ,D�EDي  ,�

yxyx ..)(. DDD � �    (i) 
yxx ...)( DDED � �    (ii) 

).(..)( xx EDDE      (iii) 
xx  .1       (iv) 

 ي ة  قلياسا أو لا متجها ا Dي ة  متجه ي يلا عنصة في  Vيلا عنصة في 
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في الترةي  ال ـاة    ننـا نحصـلا علـ   v.Dةدلا  م   D.vةصوان م اضة وةا أخذنا 
 ا D ضاء متجها  ي  عل  

ةصــوان منــالةن للةتفــ  عليـه في اللمــة والحلقــات عنـدما لا يكــو  هنــاع أ  احتةــال   ملاحظةة 
ـــــاي   ننـــــا نقـــــول أ   ـــــة  Vلاثلتب ي طالمـــــا يـــــا  الن ـــــام  D ضـــــاء متجهـــــا علـــــ  حلقـــــة قلاسمي

),,,( .�DV   ضــــاء  متجهــــا  علــــ D  ي في هــــذا الكتــــاج نحــــ  مهتةــــو  ةدااســــة الفضــــاءات
ات المتجهــة علــ  الحقــول  قــذ ا ومــ  ةلــر نليــد أ  مر ــ  النتــاإل الم هنــة هنــا حــول الفضــاء

المتجهــة علــ  حقــول  كــ  ترةيةهــا ةصــوان مناســبة لت ــةلا الفضــاءات المتجهــة علــ  حلقــات 
 قلاسمية ا

يـا ا ةـ  للكـلا مـ  عة �""م  أ لا التي ة ي في الم ـتقبلا ن ـتمدم الةمـل نف ـه   ملاحظة 
 ا Dوا ة  في  Vفي 

 1 مثال  
^ي وةا يـا   Fلأ  حقـلا   `FV i � DDD :),(  ضـاء متجهـا علــ   Vي  ــ    21

F يالآتي :  تحت عةليا ا ة  للةتجهات و ةج متجه ةقياي المرة تين 
 ),(),(),( 22112121 EDEDEEDD �� �  
 ),(),( 2121 DDDDDDD   

 2مثال  
ا لكـــــلا  Fزمـــــةن ا ةـــــ  لكلـــــةات الحـــــدود في مت ـــــة واحـــــد علـــــ  حقـــــلا  Vلـــــتك   

F�D  وn
nxxxf DDD ��� ...)(  وةا عة نا : 10

 n
nxxxf DDDDDDD ��� ...)( 10  

 ا F ضاء  متجها  عل   Vعندإذ يصبح 
 3مثال  

<مةوعـــة  يـــ  الـــدوال الحقيقيـــة المتصـــلة المرة ـــة علـــ  الفـــ ن الم لقـــة  Vلـــتك    ا  1,0@
Vgfلكلا  gfنرةف  R/�Dي  ,�  الآتي :ي  fDي  �

 )()()()( xgxfxgf � �  
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 > @1,0),()()( �� xxfxf DD  

)لأ  مةــــوا دوال متصــــلة  /Rي ــــكلا  ضــــاء  متجهــــا  علــــ   Vتحــــت هــــاتين الرةليتــــين  ــــ   
 وحاصلا  ةج دالة متصلة في قلياسا ير يا  دوالا  متصلة  ا

 4مثال  
ـــــات النونيـــــة  nولأ  عـــــدد صـــــحيح مو ـــــ   Fلأ  حقـــــلا  ي مةوعـــــة  يـــــ  المةتب

),...,,( 21 nDDD  لرناصــة فيF   ي هــو  ضــاء متجهــا علــF  تحــت عةليــا  ــ  المتجهــات
 المرة تين هكذا : في قليايو ةضا 

),...,,(),...,,(),...,,( 22112121 nnnn EDEDEDEEEDDD ��� �  
),...,,(),...,,( 2121 nn DDDDDDDDDD   

ا ويةــا أناــةنا في البدايــة   ننــا مهتةــو   nFأو  nF)(عــادن يةمــل لهــذا الفضــاء المتجهــا بالةمــل 
بالفضــاءات المتجهــة علــ  حقــول  قــذ ا القضــية التاليــة تلبــت انــه لا  ــة  ةــين  ضــاء متجهــا 

   حقلا ما اي اا  أو  ي  عل

 11-2 يةقض
هــو  ضــاء متجهــا  ــين  Vي  ــ    F ضــاء  متجهــا  ي ــاايا  علــ  حقــلا  Vوةا يــا   

 أيضا  وبالرك  ا

 البرهان
Vv  ــوف يكــو  لكـــلا  F ضــاء متجهــا ي ـــاا  علــ   Vبمــا أ    F�Dي  �
vuvu يةا أ   Vمرة ا  في  v.Dعنصةا  وحيدا   ..)(. DDD � � 

 uuu ...)( EDED � �  
 ).(..)( uu EDDE   
 uu  .1  

Vvuلكلا   ا ,F�EDو  ,�
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Vvي  F�Dلكـــلا  v.Dي ـــاو   D.vوةترةيـــ   Fvuي  ,F�EDلكـــلا   ـــ   � �, 
DDDDDD يكو  ....)(..)( vuvuvuvu � � � � 

EDEDEDED .....)()(. uuuuuu � � � �  

uuu .)(.)()(. EDDEDE     ( EDDE  (لأ   
    ..).().(.).(. EDDEDE uuu     

uuu   .11.  

Vvزمــةن وةداليــة تحــت ا ةــ  إيــ  لكــلا  Vومــ     ــ    هــو  D.vي يكــو   F�Dي  �
 والذ   ق  ال ةوط التالية : Vالرنصة الوحيد المرةف في 

Vvuلكلا  DDD ا ,F�EDي  ,� ...)( vuvu � � 
EDED ..)(. uuu � �  

EDDE .).()(. uu   
uu  1.  

 ا F ضاء متجها  ي  عل   Vوعليه     
هــو  ضــاء متجهــا ي ــاا  أيضــا  ا  V ــ    F ضــاء  متجهــا   ينيــا  علــ   Vوبالملــلا وةا يــا  

 �وهذا يكةلا ال ها  ا 
المتجهــة علــ  حقــول ا وةــذلر لا  قصــة اهتةامنــا علــ  الفضــاءاتمــ  الآ   صــاعدا  ســوف ن

نميــل ةــين  ضــاء متجهــا ي ــاا  و يــ  ا وعلــ  أ  حــال ســوف ن ــتةة في يتاةــة القياســيات 
 عل  ي اا المتجه في عةلية  ةج ي قلياسا في متجه ا

 ا F ضاء متجها عل  الحقلا  Vلي ة وج أ   Fسوف ن تمدم    اصطلاح
 ا v.Dةاث  م   vDللتب يذ م تقباث  سوف نكت     1ملاحظة 

ـــــــا  أ  ال ـــــــةط   2ملاحظةةةةةةةة   والـــــــذ  يرـــــــ  أ   2�V (iv)  يةـــــــا يلـــــــا نر ـــــــا مـــــــلاث  لتبي
xx Vxلكـــــلا  1.   ي  2�V (i)و  1�Vهـــــو ناـــــةط م ـــــتقلا عـــــ  ال ـــــةوط المتبقيـــــة  �

(ii)  ي(iii) ا 
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 5مثال 
^اعت   `RV /� JEDJED  ا عةف : ),,(:,,

),,(),,(),,( JJEEDDJEDJED c�c�c� ccc�  
R/�ccc� JEDJEDOEODJEDO ,,,,,),0,,(),,(  

 لققة ا (iii)و  (ii)ي  2�V (i)ي  1�Vةوط  كننا الآ  التأيد م  أ  ال 
1)6,2,3()0,2,3()6,2,3(ولكـــــــــ   )V�)6,2,3والآ   z     وبالتـــــــــا   ـــــــــV 

 ا /Rلي   ضاء  متجها  عل  

 11-3قضية 
الرنصـــــةا  انايـــــدا   FOي  VOولـــــيك   F ضـــــاء متجهـــــا علـــــ  الحقـــــلا  Vلـــــيك   

VFلرةليا ا ة  لكلا م     تكو  الربااات الآتية متحققة : ,
F�D VV لكلا  OO  D      (1) 

Vv � vF لكلا   OvO      (2) 

Vv � vv لكلا   )1(� �     (3) 

FVv �� D, )()()( لكلا  vvv DDD � � �  (4) 

VOv FO D أو   VOv   نه وما   D  (5) وةا يا  

 البرهان
VVVبما أ   (1) OOO  يكو  لدينا :  �

2�V  VVVVV)ح     OOOOO DDDD � � )( 
��!)ح   قلانو  الحذف لللمةن  ,V  VV OO  � D 

(2) vOvOvOOOO FFFFFF � ��  
��!مةن )ح   قلانو  الحذف للل  ,V  FF OvO  � 
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< الآ  (3) @ vvv )1(.1)1(1 �� �� 
< يذلر @ vvvvvvOO FV )1()1(1)1(1 �� �� ��   
vvوبالتا   � �  ا )1(

< بما أ  (4) @ vvvvOO FV )()( DDDD �� ��   
)()(نحصلا عل   vv DD  ا � �

< وبما أ  @ )()( vvvvOO VV �� ��  DDDD 
)()(أيضا  عل  أ   نحصلا vv DD )()()(وبالتا   � � vvv DDD  ا � � �

VOvلــــــــــــــــــــــيك   (5)  D   ي  ــــــــــــــــــــــ ةا يــــــــــــــــــــــاFOzD  1  نــــــــــــــــــــــه يو ــــــــــــــــــــــد�D  فيF  وأ
 VV OOvvv     �� 11 )(1 DDD 

VOvأو  FO D عليه       
ــــلا المتجــــه الصــــفة   Oأو  oســــوف ن ــــتمدم الةمــــل نف ــــه ملحوظةةةةة    أو الصــــفة  VOليةل

 ا FVلأ   ضاء متجها  FOالقياسا 
في  Oي  0ا ـحا  لـدف قلـةاء هـذا الكتـاج لأ  ناـاء د اسـتمدام ويج  أ  يكو  و 

 المواقل  الخاصة ا

 Subspaces   الفضاءات الجزئية -2
 11-4تعريف 
ا  ضــاء  لإــا مــ  أنــ FVمــ  الفضــاء المتجهــا  Wيقــال وةوعــة  لإيــة خــة خاليــة  

V : وةا تحققت ال ةوط 
1�S ا Wba Wbaلكلا  �� �, 
2�S  اWa �D  لكلاFWa �� D, 
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وهــــذ  هــــا  Vياثهمــــا  ضــــاء  لإــــا للفضــــاء   Vو  )0(وعلــــ  الفــــوا ينــــتل مــــ  الترةيــــ  أ  
 )0(والـذ  تتلـ  عـ  يـلا مـ   FVللفضـاء  Wالفضاءات ا لإية التا هة ا أ   ضاء  لإـا 

 ا Vي ة   ضاء  لإا  رلا م  الفضاء  Vو 

 11-5قضية 
��!ي      FV ضاء   لإيا  م   ضاء متجها  Wوةا يا    ,W  زمـةن  لإيـة لللمـةن

!�� ,V   ويكوW   ضاء  متجها  عل F  في قلياسـاتحت عةليا  ـ  المتجهـات و ـةضا 
 الم تحديين ا

 البرهان
Wyxلكــــلا   Wyيكــــو   ,� ��  ــــ    1�Sوعليــــه وح ــــ   2�Sح ــــ   )1(

WyxWyx ������ ��!يــــــــ ه  أ   وهــــــــذا )1( ,W  زمــــــــةن  لإيــــــــة مــــــــ  اللمــــــــةن
!�� ,V  عناصــــة اW  2تحقــــ  الخاصــــية�V   ــــ VWلأ   11-1في ترةي والخاصــــية  �

 V يرهــــا م ــــتحدية مــــ  الرةليــــات في  Wويــــذلر الرةليــــات مــــ   Vفي نف ــــها تتحقــــ  
قلياســـا والضـــةج في تحـــت عةليـــا  ـــ  المتجهـــات  F ضـــاء متجهـــا علـــ   Wوبالتـــا   ـــ   
 الم تحديتين ا

 6مثال 
^اعت   `RaaaaR i // � |),,( 321

   ةا يا  : 3
^ `RaaaaW � 32321 ,|),,0(  
^ `0|),,( 3213212  �� aaaaaaW  

 قـ  ال ـةوط في ترةيـ  الفضـاء المتجهـا  2Wي  1W  نه  كننـا أ  نـةف ة ـهولة أ  يـاث  مـ  
 ا /3Rلإا م  الفضاء ياثهما  ضاء    2Wي  1Wا لإا ا وبالتا      
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 7مثال 
 ضـاء متجهـا علـ  حقـلا الأعـداد  Cمةوعـة  يـ  الأعـداد المةيبـة ا  ـ    Cليك   

^الحقيقية ا وأ   `1,| � � iRbibW  ا Cهو  ضاء  لإا م   /

 11-6نظرية 
هــــا  ضــــاء  لإــــا مــــ   FVمــــ  الفضــــاء المتجهــــا  Wوةوعــــة ا لإيــــة خــــة الخاليــــة ا 
 وةا و قذ وةا تحق  ال ةط الآتي : FVالفضاء 
 Wba Wbaيلد  وج أ   ,T�EDي  ,� �� ED ا 
 البرهان

Wbaو  V ضاء   لإيا  مـ  الفضـاء  Wليك    Wa ـ    ,F�EDي  ,� �D  ي
bE   2ي  11-4)ترةي�Sا   

Wbaوم          �� ED   1ي  11-4)ترةي�Sا   
Wbaا  ــ ةا يــا   ال ــةط المر ــ تحقــ   Wبالركــ  ا ــة     D 1ي  يأخــذ  ,�

1 E   نحصــــــلا علــــــWbaba �� � عنصــــــةا   Dو  E 0ا مــــــةن أخــــــةف  خــــــذ  11
Wbaaاختيــاايا    ننــا نحصــلا علــ   �� 0DD    ا وعليــه  ــW  ضــاء  لإــا مــ  الفضــاء 

V ا 

 11-7نظرية 
 يا  اتقاط  أية عاإلة م   ضاءات  لإية لفضاء متجها يكو   ضاء   لإ 
 البرهان

^لـــــتك    `��OO |W  عاإلـــــة لفضـــــاءات  لإيـــــة مـــــ  الفضـــــاء المتجهـــــاFV   ولـــــتك
�

��

 
O

OWW ا 
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OWOبمـــا أ    WO ـــ    ��Oلكـــلا  � ـــه  ـــ    � ـــة خـــة  Wا علي مةوعـــة  لإي
 ا Vخالية م  الفضاء 

Wbaالآ     : ,F�EDي  ,�
 ������ OOO WbWa ,   ( �

��

 
O

OWW  (لأ  

OED ي 11-6ح ـــ  ن ةيـــة  V ضـــاء  لإـــا مـــ  الفضـــاء  OWبمـــا أ  يـــلا  Wba لكـــلا  ��
��O  ومنهاWba �� ED       وبالتاW  ضاء  لإا م  الفضاء V  ا� 

هـو  ضـاء  FVالن ةية ال اةقة تبين أ  تقاط  أ   ضاإين  لإيين م   ضاء متجهـا 
ا لقد سـب  وأ  ةةهنـا أ  اتحـاد زمـةتين  ـلإيتين للمـةن لـي  بالضـةوان أ   FV لإا م  الفضاء 

 يكو  زمةن  لإية والنتيجة المنالةن صحيحة للفضاءات ا لإية ا
 8مثال 

^المتجهـا  اعت  الفضاء  `RbabaR // ^ ـ    2),(:, � `RaaW ي  1),0(: �/
^ `RbbW 21ا ليك   /2R ضاءا   لإيا  للفضاء  2)0,(: �/ WWW  ا  �

)0,1(1الآ    W�  1,0(2ي( W�   1لــــــــــــي  عنصــــــــــــةا  في أ  مـــــــــــــ   )1,1(ولكــــــــــــW  
لي ــت م لقــة تحــت عةليــة  Wوهكــذا  ــ    )W�� )1,0()0,1()1,1  ومــ     ــ  2Wو 

21   المتجهات ا وبالتا       WW  ا /2Rلي   ضاء   لإيا  م   �

 11-8تعريف 
مــ  الفضــاء  Wا يقــال لفضــاء  لإــا  FVلفضــاء متجهــا مةوعــة  لإيــة  Xلــتك   

V  أنه مولد(generated)  باوةوعةX :  وةا يا 
(i) WX  ا �

(ii)  لأ   ضاء  لإاW c   مV  يWX c�   يلد  وج أWW c� ا 
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�!سوف ن تمدم اصطلاح    X  املا  للفضاء ا لإـا المولـد باوةوعـةX  ا بالإ ـا ة وج
nxxxتحـــــــــــــــــو  الرناصـــــــــــــــــة  Xةلـــــــــــــــــر وةا يانـــــــــــــــــت  ,...,,   ننـــــــــــــــــا ةب ـــــــــــــــــاطة نكتـــــــــــــــــ   21

!� !� nxxxX ,...,,  ا 21

 11-9نظرية 
^لأ  مةوعــة خــة خاليــة  `nxxxX ,...,  Xي الفضــاء ا لإــا المولــد باوةوعــة   21,

ــــــــ  المتجهــــــــات بالصــــــــي ة  nnxxxهــــــــو مةوعــــــــة  ي DDD ��� ــــــــ   2211... Fiحي �D  ي
ni  ا  2,1,...,

 البرهان
nnxxxبالصـــــي ة  Vمةوعـــــة  يـــــ  المتجهـــــات في  Wلـــــتك    DDD ��� ي  2211...
Fiحيـــــ   �D  يni 11 خـــــذ   2,1,...,  D 0 iD  2لكـــــلاti   نجـــــد أWx �1 
nxxx  نـــه  كننـــا ةيـــا  أ  وبالملـــلا  ,...,, WXوهكـــذا  ـــ    Wهـــا عناصـــة في  32 ا ووةا  �

W ة ـــــــنا أ   c  ضـــــــاء  لإـــــــا مـــــــ  الفضـــــــاء V   إيـــــــ  أWX c�  ا عندإـــــــذ لكـــــــلاi  ي
WxWXxF iiii c��c��� DD  ا ,

ــــــلد  وج أ    Wxxxوهــــــذا ي nn c���� DDD ــــــا   ــــــ    2211... WWوبالت c�  ا
ي عليــه  11-8في ترةيـ   (ii)و  (i)تحقـ  ال ــةطا   Vمةوعــة  لإيـة مــ   Wوهكـذا نجـد أ  

 ا لذا نفة  أ  : V ضاء  لإا م   W    ال ها  يكتةلا وةا ةينا أ  
 nnnn xxxbxxxa EEEDDD ��� ��� ...,... 22112211  

 عندإذ يكو  : ,F�EDوأ   Wأ  عنصةي  في 
 ����� � ...)()( 22111 EEDDEEDDED xba  Wxnnn �� )( EEDD  

 �وضذا يكةلا ال ها  ا  V ضاء  لإا م   Wوعليه     
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 11-10تعريف 
ـــــه مـــــ  المتجهـــــات   nxxxلأ  عـــــدد منت ,...,, وقلياســـــيات  FVفي  ضـــــاء متجهـــــا  21

nDDD ,...,, nnxxx ــ   المتجــه  Fفي  21 DDD ��� ي ــة  تةييبــا  خ يــا  للةتجهــات  2211...
nxxx ,...,,  ا 21

مةوعـة  لإيـة منتهيـة خـة خاليـة  Xتبـين لنـا أنـه وةا يانـت  11-9وهكذا  ـ   ن ةيـة  
�! ـــــــ   الفضـــــــاء ا لإـــــــا  FVمـــــــ   X  هـــــــا مةوعـــــــة  يـــــــ  ال اييـــــــ  الخ يـــــــة لرناصـــــــة 

X ا 

 11-11تعريف 
ةوعهةــــــا ا  ــــــ   م FVمــــــ  الفضــــــاء المتجهــــــا  2Wو  1̀W ــــــلإيين لكــــــلا  ضــــــاإين 

21 WW ^ يرةف  نه اوةوعة � `22112121 ,| WwWwwwWW ��� � 

 11-12نظرية 
21 ـــ    FVمـــ   ضـــاء متجهـــا  2Wو  1Wلأ   ضـــاإين  ـــلإيين   WW هـــو  ضـــاء  �
21مولد باوةوعة  FV لإا م   WW  ا �

 البرهان
ـــــــــــــــــ ه  أولا  أ   21ن WW ـــــــــــــــــا مـــــــــــــــــ   � ا مـــــــــــــــــ  الوا ـــــــــــــــــح أ   FV ضـــــــــــــــــاء  لإ

21 WWOOO �Izوهكـــــــــــــــــــــذا  ـــــــــــــــــــــ     ��� 21 WW   21ا ــــــــــــــــــــــة, WWyx ��  
21ا  ــــــــــ    ,F�EDو  wwx 21ي   � wwy c�c    11لــــــــــبر Ww �c  222و, Www �c 

)()( وهكذا     2121 wwwwyx c�c�� � EEDDED 
      )()( 2211 wwww c��c� EDED    (1) 

111222 الآ  , WwwWww �c��c� EDED 
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21تبين أ   (1)وبالتا   WWyx ��� ED      21ا وهكذا WW  ا FV ضاء م   �
21ونــــ ه  الآ  أ   WW 21مولــــدن باوةوعــــة  � WW 2WOبمــــا أ   �  ــــ   لكــــلا  �

Ww 2111يكـــــو   �1 WWOww 211 ا وهكـــــذا  ـــــ    ��� WWW ـــــ    �� ـــــلا   وبالمل
212 WWW  ا وبالتا  : ��

2121 WWWW ���     (2) 

21 ــــــو   Vأ   ضــــــاء  لإــــــا مــــــ   Wلــــــيك   WW 11عندإــــــذ لكــــــلا  � Ww ي  �
22 Ww �     2121, WWww �� : 

WwwWww ����� 2121,  

 م لقة تحت عةلية    المتجهات ي وهذا يلد  وج : Wلأ  
 WWW �� 21      (3) 

21ن تنتل أ   (3)و  (2)  ا م  11-11)ترةي   WW 21يولد  � WW  �ا  �
 9مثال 

ــــــــــــ  الفضــــــــــــاء المتجهــــــــــــا  Fلأ  حقــــــــــــلا   1)0,0,1(ا الرناصــــــــــــة  F)3(ي اعت  e  ي
)0,1,0(2  e  3)1,0,0(و  e  3(ها في(F   ا ليك)3(

321 ),,( Fx � DDD :     
 332211321 )1,0,0()0,1,0()0,0,1( eeex DDDDDD �� ��  

321هــــو تةييــــ  خ ــــا مــــ   F)3(وةا  يــــلا عضــــو في  ,, eee    ي وبالتــــا   ــــ^ `321 ,, eee  تولــــد
)3(F ا ةصــــــــــــــــوان عامـــــــــــــــــة وةا أخـــــــــــــــــذنا)(nF  وعة نـــــــــــــــــا المتجهـــــــــــــــــات)1)0,0,1,...,0  e  ي
)0,...,0,1,0(,...,)1,0,...,0,0( 2   een  ـــــــــــة مـــــــــــ  المتجهـــــــــــات  ـــــــــــ   اوةوعـــــــــــة المكون
neee ,...,,  ا nF)(تولد  21

 10مثال 
3  ـــــ   /3Rاعتـــــ  

21 )0,2,1(),0,1,1( Rxx الفضـــــاء ا لإـــــا  Wي لـــــيك     �/
^المولد باوةوعة  `21, xx ا عندإذ WxxWxx � ��� )0,1,0(, 1221 
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Wx �� � )0,1,0()0,0,1( 1  

Weeوهكذا      �  )0,1,0(),0,0,1(  ي ويلد  وج : 21
 Wee � � ),,( 212211 TDDDD  

,R/�21لكلا  DD ا 
^لــــتك   `RW /� c 2121 ,|)0,,( DDDD   ا نجــــد أW c   3 ضــــاء  لإــــا مــــR/  ي

WWويةا اأينا أعاث       �c ا 
Weeبمــــا أ   c�21,    ــــ WeexWeex c�� c�� 211212 وهكــــذا  ـــــ    2,

WxxW c�!� 21,   ا وةاWW c  ا 
 

 تمارين محلولة
 

 1تمرين 
ي  F�Dا لكـــلا  �مةوعـــة خـــة خاليـــة مـــ  عةليـــة يناإيـــة  Vحقـــاث  و  Fلـــيك   

Vv مرـــةف إيـــ  تتحقـــ  البـــديهيات التاليـــة  Vفي  vuDوةا يـــا  هنـــاع عنصـــة وحيـــد  �
��u! أيبت أ   ,,V   ضاء متجها عل F ا 

Vba �, )()( لكلا  cbacba �� ��   (1) 

FVba �� O,, baba لكلا  u�u �u OOO )(  (2) 

FVa �� PO,, aaa لكلا  u�u u� POPO )(  (3) 

FVa �� PO,, )()( لكلا  aa uu u POOP   (4) 

Vba �, bOaO لكلا  u u     (5) 

Va � aa لكلا   1      (6) 
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 الحل
    zaO  u  (5)ا عندإذ استنادا  وج     z   م تقلة عa ا 

Vvلكلا  � :     
vv u 1  (ح   (6))   

   vO u� )1(  

   vOv u�u 1  (ح   (3))  
   zv �  

Vvا و ــا ة وج ةلــر لكــلا  �هــو الرنصــة انايــد الأ ــ  للرةليــة اللناإيــة  zوهكـذا  ــ    � 
    > @ vvvvOz u��u u�� u )1(1)1(1 

        vv u�� )1(  

�vuهـــذا يـــ ه  أ   ��!وةـــدوا  يــــلد  وج أ   vهـــو المركــــوي الأ ـــ  للرنصـــة  )1( ,V 
 ا �لرةلية زمةن تحت ا

 والآ  :
)(1)(1)()11( bababa �u��u �u�  (ح   (3))            

         > @ > @baba u�u�u�u 1111  (ح   (2))  

         baba  (ح   (6))              ���

 مةن أخةف :
 baba u��u� �u� )11()11()()11(  (ح   (2))            

    bbaa u�u�u�u 1111  (ح   (3))           

    bbaa  (ح   (6))              ���

bbaababa عليه     ��� ��� 
��!وةت بي  قلانوني الحذف مـ  اليةـين والي ـاا لللمـةن  ,V   نجـد أbaab ي وةا   � �

!�� ,V دالية ازمةن وة 



 
 
 

 ع ة الحاد الفصلا 

 

520 

��u!وبالتا       ,,V   ضاء متجها عل F ا 

 2تمرين 
ــــيك   ــــة و  /Rل �!مةوعــــة المتتاةرــــات الاثناإيــــة  Vحقــــلا الأعــــداد الحقيقي na  ي

Ran  قلياي مرة تا  حدا  حدا  أ  أ  :لم اوان وا ة  والضةج في ي حي  ا �/
!�� !��!� nnnn baba  

!� !� nn aa DD  

 وأ  اوةوعة : /R ضاء متجها عل   Vةةه  أ  
¦}المت ل لة  2

nx  متقااةة|!� nx = }nU   ها  ضاء  لإا مV ا 

 الحل
 ضــــاء  Uنــــ ه  أ  ي  /R ضــــاء متجهــــا علــــ   Vمــــ  ال ــــهولة التحقــــ  مــــ  أ   

Nnي  nx 0 ا مــ  الوا ــح وةا أخــذنا V لإــا مــ   �! ــ   المتتاةرــة  � nx  هــا أحــد
 ا IzUوعليه      Uعناصة 

Uyxلــــتك   nn �!�!� ¦هــــذا يرــــ  أ  يــــلا مــــ   , 2
nx  ي¦ 2

ny  مت ل ــــلة

¦وةا   امتقااةة 
 

fo
 

n

i
in

Lx
1

2lim  و¦
 

fo
 

n

i
in

My
1

2lim   لبرL  يM  فيR/ ا 

222222 والآ  )(222)( iiiiiiiiii yxyxyxyxyx ��� �� � 
          22 22 ii yx �d   ( 0)( 2 t� ii yx  (لأ  

¦ الذ  ير يناو  ¦ ¦
   

�d�
n

i

n

i

n

i
iiii yxyx

1 1 1

222 22)( 

¦ بالتا  ¦¦
   

fofofo
� �d�

n

i

n

i
i

n

i
niniin

MLyxyx
1 1

2

1

22 22lim2lim2)(lim 

¦والـــــــــذ  يـــــــــلد  وج  � 2)( ii yx  مت ل ـــــــــلة متقااةـــــــــة ا نتيجـــــــــة لهـــــــــذا نجـــــــــد أ  المتتاةرـــــــــة
Uyxyx nnn �!�� !��!�      : R/�Dا وأخةا  لكلا  2
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 ¦
 

fo
 

n

i
in

Lx
1

22)(lim DD  

¦وج أ   والـــــــــــــــــــــــذ  يـــــــــــــــــــــــلد  2)( ixD   مت ل ـــــــــــــــــــــــلة متقااةـــــــــــــــــــــــة ا هـــــــــــــــــــــــذا يرـــــــــــــــــــــــ  أ
Uxx nn �!� !� DD ا 

 ا V ضاء  لإا م   Uوهكذا     

 3تمرين 
علــ   Vة  ضــاء  متجهــا  علــ  حقــلا خــة منتــه ي ةــةه  أنــه لا  كــ  يتاةــ Vوةا يــا   

 صوان اتحاد عدد منته م   ضاءات  لإية  رلية ا

 الحل

�وةا يــا  نكنــا  ا ــة  أ   
n

i
iVV

1 

وةــدو  أ  نفقــد الرةوميــة بإمكاننــا أ  نفــة    

�أ  
n

ij
j

ji VV

z
 

�
1

�ا عندإذ يكو   iلكلا  
1

1

�

 

�
n

i
ni VV  و�

1

1

�

 

�
n

i
in VV  ي ومـ      نـه يو ـد

nVv �ي  �
1

1

�

 

�
n

i
iVv  ا ويو د�

1

1

�

 

�
n

i
iVw  يnVw  ا �

^الآ  اعتــــ  اوةوعــــة  `FwvX �� OO  nVينتةــــا وج  Xا  لــــي  هنــــاع عنصــــة في  |

nVwلأ  خــــاثف ةلــــر يرــــ  أ   �ي ولكــــ   �
n

i
iVV

1 

 Xأ   يــــ  عناصــــة  يــــلد  وج  

�تنتةــا وج 
1

1

�

 

n

i
iV   ا بمــا أF  0حقــلا خــة منتــه   نــه بالإمكــا  ويجــادi  11ي 0 �dd ni  ي

إيــــــ   ,F�EDوعنصــــــةي   تلفــــــين 
0iVwv ��D  ي

0iVwv ��E   0لــــــبر  قلــــــيi  ي

10 0 �dd ni  ي هذا ةدوا  يلد  وج أ �
1

1
0

)()(
�

 

�����
n

i
ii VVwvwv ED 
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1

1

)(
�

���
n

iVvED  

 �
1

1

1 )()(
�

 

� ����
n

i
iVvEDED   ( ED z  (حي  

 �
1

1

�

 

��
n

i
iVv  

�ا وبالتا      الم اوان  vوهذا  د اختياا 
n

iVV
1

 م تحيلة ا  

 4تمرين 
��!يقــال عــ  زمــةن وةداليــة   ,V للق ــةة وةا يــا   أنــا قلاةلــةVnV لكــلا عــدد   
Vuتتلــ  عــ  الصــفة ي أ  أنــه لكــلا  nصــحيح  يو ــد  0znي ولكــلا عــدد صــحيح  �

Vv nvuإيــ  يكــو   � ��!ا ةــةه  أ     ,V   ضــاء متجهــا علــ Q   وةا و قــذ وةا
 زمةن قلاةلة للق ةة و ي  عناصةها ال ة صفةية ةو اتبة خة منتهية ا Vيا  
 الحل

ةو اتبة خـة منتهيـة ا  Vزمةن قلاةلة للق ةة ويلا عنصة خة صفة  في  Vا ة  أ   
Vuي و  0zqلكــــلا عــــدد صــــحيح  Vvيو ــــد  � qvuإــــ  أ   � ا بالإ ــــا ة وةا   

vqqvuةلر وةا يا   c       0)(  c� vvq   ا وبما أV  لـي   يـه عنصـة اتبتـه منتهيـة
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 ا Q ضاء متجها عل   Vوةا  
 ا Q ضاء  متجها  عل   Vبالرك  ليك  

Zn  نــه لكــلا  F ضـاء  متجهــا  علــ  حقـلا  Vلاحـ  أنــه وةا يــا   Vvي  F�Oي  � � 
 يكو  :

 )()()( nvvnvn OOO  )حق  !!     
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 مسائل
 

 : Kةةه  أ  ياث  نا يأتي هو  ضاء متجها عل  حقلا ما  -1
(i   مةوعــــة  يـــــ  المصـــــفو ات ةات ال ــــرةnm u  الـــــا عناصـــــةها في وK  تحـــــت

 ا Kعةلية    المصفو ات والضةج الاعتياد  للةصفو ات في عنصة م  
(ii   اوةوعــةfK  مةوعــة  يــ  المتتاةرــات الاثناإيــة),...,,,( 321 xxxx حيــ    

Kxi ا عةليـــة ا ةـــ  والضـــةج ةقياســـا لهـــذ  المتتاةرـــات  i 2,1,...لكـــلا  �
 مرة تين يالآتي :

),,(...لكــــــــــــــــــــــــلا  21 xxx ),,(...ي    21 yyy   ...),,( 2211 yxyxyx ي  � ��
),,...( K�Oولكلا  21 xxx OOO   

<ةةه  أ  مةوعة  يـ  يلـةات الحـدود في  -2 @xK  والـا دا تهـاtn   حيـ(n  عـدد
 ا 2صحيح مو   ثاةت  هو  ضاء  لإا للفضاء المتجها في ملال 

),,(...ةـــةه  أ  مةوعـــة  يـــ  المتتاةرـــات الاثناإيـــة  -3 21 xx   حيـــ¦ ix  متقااةـــة هـــا
 ا fRإا م   ضاء  ل 

هـو  ضـاء  لإـا وةا  Vم   ضاء متجها  2Wي  1Wةةه  أ  اتحاد  ضاإين  لإيين  -4
21و قذ وةا يا  وما  WW 12أو  � WW  ا �

مــ  الرناصــة ي   نــه لا  كــ  التربــة  kحقــاث   ــو  أيلــة مــ   Fةــةه  أنــه وةا يــا   -5
 م  الفضاءات ا لإية الفرلية ا kياتحاد   FVع  

LMNوةا يــا   -6 LMإيــ   Vيــاثس  ضــاءات  لإيــة مــ   ضــاء متجهــا  ,, ي  �
)()(ةــــــةه  أ   WLMNML ا اةيــــــة ملــــــالا  لإيبــــــات أنــــــه وةا يــــــا   �� ��

LMN   لي   ةوايا  أ  يكو  : V ضاءات  لإية م   ,,
NLMLNML ��� �� )(  
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NMLةــــــــةه  أنــــــــه وةا يــــــــا   -7  ــــــــ    V ضــــــــاءات  لإيــــــــة مــــــــ   ضــــــــاء متجهــــــــا  ,,
> @ )()()( NLMLNLML  ا ��� ���

تكــو  زمــةن  لإيــة تحــت الرلةيــة  Vهــلا مةوعــة الفضــاءات ا لإيــة لفضــاء متجهــا  -8
 ؟ )ا واج لا  ا "+"

 الراثقلة : Vةةه  أنه وةا يا  في  ضاء متجها  -9
NLMLNML ��� �� )(  

NMLمتحققة لكلا الفضاءات ا لإية       : Vم  الفضاء  ,,
)()()( NLMLNML ��� ��  

 تكو  متحققة أيضا  ا
),,(المتجهـــات والـــا تحـــو   3Cمـــ   Vاعتـــ  اوةوعـــات ا لإيـــة  -11 32 zzz   في أ  مـــ

 ؟ 3C ضاء   لإيا  في الفضاء  Vالحالات الآتية يكو  
 عدد حقيقا ا 1z -أ 
01 -ج   z ا 
021 -ج   � zz ا 
121 -د   � zz ا 

  )ج  ي )ج [ ا]و اةة 
<لـــتك   -11 @xRP والـــا تحـــو  يلـــةات الحـــدود  Pمـــ   Vاعتـــ  اوةوعـــات ا لإيـــة   /

)(xf : الا يكو   يها 
(i) 3)(deg  xf ا 

(ii) )1()0(2 ff  ا  
(iii) 0)( ttf  لكلا> @1,0�t ا 



 
 
 

 ع ة الحاد الفصلا 

 

526 

(iv) )1()( tftf Rtلكلا   �  ا �/
 ؟ /RP ضاء   لإيا  م   V فا أ  م  هذ  الحالات يكو  

 ا (iv)و  (ii)]و اةة 
ي  nي ةـــــةه  أنـــــه لكـــــلا عـــــدد صـــــحيح  Fاء  متجهـــــا  علـــــ  حقـــــلا  ضـــــ Vوةا يـــــا   -12

F�O  يVv vnnvvnيكو   � )()()( OOO  ا   
يكـو   ضـاء   لإيـا  وةا  FVم   ضاء متجهـا  Wةةه  أ  مةوعة  لإية خة خالية  -13

WvuF و قذ وةا يا  : �� ,,O   يلد  وج أWvu ��O ا 
 FMn)(أ  مـــ  هـــذ  اوةوعـــات الآتيـــة ت ـــكلا  ضـــاء   لإيـــا  مـــ  الفضـــاء المتجهـــا  -14

nnالمكو  م  المصفو ات ةات ال رة  u لحقلا عل  اF ا 
(a   ي  المصفو ات الملللية الرليا ) و  الق ةية م  الةتبة nا   
(b   ي  المصفو ات خة المنفةدن م  الةتبة n ا 
(c   ي  المصفو ات المتنالةن )المتةايلة  م  الةتبة n ا 
(d  صــــفو ات مـــ  الةتبــــة  يـــ  المn   ي والـــا مةــــوا عناصـــةها الق ةيــــة ي ــــاو

 الصفة ا
 [ ا(d)و  (b)ي  (a)]و اةة 

ـــــيك   -15 ـــــة مـــــ   V ضـــــاء  متجهـــــا  و  RWل ـــــة خـــــة خالي  ا يقـــــال أ   RWمةوعـــــة  لإي
V   مةوعـــــــــــة  لإيـــــــــــة لدةـــــــــــة وةا يـــــــــــاVdvcu Vvuلكـــــــــــلا  �� حيـــــــــــ   ,�
0,0 tt dc  1و � dc  ا أيبــت أ  تقــاط  أ  (ةــ  مــ  اوةوعــات ا لإيــة

 اندةة هو مةوعة  لإية لدةة ا
xxةــةه  أ  ال ــةط  -16 Vxلكــلا  1.   Fفي ترةيــ  الفضــاء المتجهــا علــ  حقــلا  �

حيــــــــ   x 0أو  O 0وةا و قــــــــذ وةا يــــــــا   xO 0 كــــــــ  وةدالــــــــه بال ــــــــةط 
FVx �� O, ا 



 
 
 

 الفضاءات المتجهـــة

527 

 

 دلة التفا لية الآتية ها  ضاء متجها :ةةه  أ  مةوعة  ي  حلول المرا -17

02

2

 �� qy
dt
dyp

dt
yd  

 ا tدوال ملبتة للةت ة  qي  pحي  
 eV  ا وةا يـــا  3)ملـــال  /Rوج  /Rالفضـــاء المتجهــا  ةيـــ  الـــدوال مــ   Vلــيك   -18

ــــة  ))()((اوةوعــــة ا لإيــــة للــــدوال اللو ي xfxf ــــدوال  oVو  �  اوةوعــــة ا لإيــــة لل
))()((الفةدية  xfxf  ي ةةه  : � �

1- eV  يOV   ضاءا   لإيا  م V ا 
2- VVV Oe  ا � 
3- )0(2  � OVV ا 
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 Linear Dependenceالارتباط الخطي  -1
، عر نةةةةا ب الانةةةة  الوةةةةا   مف ةةةةج   FVمةةةةا  مةةةةا  م   ةةةة   Xلأيةةةةو ة جعةةةةو     ةةةةو 

�!الفمةةةةةةا  ا   ةةةةةة   X  المجلةةةةةة     جعةةةةةةوX   وعنةةةةةة ما   ةةةةةةج .X   ة جعةةةةةةو من   ةةةةةةو  ةةةةةة 
�!خال ةةةةةو ، ا ا نةةةةةا ا   X  تحةةةةةجي ل ةةةةةا الةال ةةةةة  ا   ةةةةةو ل نا ةةةةةرX  ب الحق قةةةةةو ل ةةةةةل .
)(ة جعةةةةو     ةةةةو  IzX  مةةةةاFV   نوةةةة   ا ال عنةةةةو ع ةةةة  ا!� X   ل ةةةةا الةال ةةةة   مةةةة
 )آخذيا ب لل مرة ع داً من   اً( . Xا   و ل نا ر 

��!وع ةةذا  ةة    Xx   إذا و قةةإ إذا لةةاx  رل اةةاً خ  ةةاً ل ةة د من ةةص مةةا عنا ةةر 
X   ب عذه الحالو نقجل ا .x    مر ا و خ  اً عX . ل ينا ايماً ال  ريف الآتي . 

 11-13تعريف 
nxxxل  ا   ,...,, )لة    لمةرو ة ا   FVع داً من   اً مةا عنا ةر  مةا  م   ة   21

).(اً   ةةةةج  ل   ةةةةا    فةةةةو( . يقةةةةال عةةةةا عةةةةذه الم   ةةةةا  ا ةةةةا مر ا ةةةةو خ  ةةةة DL    إذا و ةةةة
Fnعنا ر  �DDD ,...,,  اح عا ع   الأقل لا يواوي الصفر بح ث : 21

 0...2211  ��� nnxxx DDD  

).(ويقال عا عذه الم   ا  ا ا مو ق و خ  ةاً  IL  إذا لةا  ل ةلFi �D ),...,2,1( ni  

 00...2211  � ��� innxxx DDDD 
^ا  جعةةةو  `nxxxX ,...,, مةةةا ال نا ةةةر المي  فةةةو يقةةةال ا ةةةا مر ا ةةةو خ  ةةةاً  nالةةةض  مةةة    21

).( DL  ًاو موةة ق و خ  ةةا).( IL  ا ةةاً ل ةةج  ال نا ةةر الةةض تحجي ةةا وعةة دعا n  ًمر ا ةةو خ  ةةا
 او مو ق و خ  اً .

).(يقةال ا ةا موة ق و خ  ةاً  FVما  Yو صج ة عامو     ايو ة جعو     و  IL   إذا
لانةةجم ل ةةا ا  جعةةا  ا    ةةو المن   ةةو و ةة  ا ال ةةو من ةةا موةة ق و خ  ةةاً و ةة   ذلةة  يقةةال 

).(ا ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا  DL   وع  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةص إذا لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا .Vx �z ،  F�D، وح ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةث ا  ل ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةل  )0(
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00  � DDx   ننةةةةةا نوةةةةةة   ا القةةةةةةجل ا  x  موةةةةةة ق و خ  ةةةةةاً او و ةةةةةة  آخةةةةةةر ا  جعةةةةةةو
^الأحاديةةو  `x  . ًا  جعةةو ا ال ةةو مةةا الم   ةةا  موةة ق و خ  ةةاI  ًعةة  ة جعةةو موةة ق و خ  ةةا

لأنةةص لةة   يةةا ايةةو ة جعةةو     ةةو من   ةةو  ةة  خال ةةو ، و ل ةةا    ةة  تحقةة  الشةةر  الةةذي ي ةةر  
F�zة جعةةو موةة ق و خ  ةةاً . وةةا ا  ل ةةل  )0(D    00،  ةة  D   عةةج  0، نجةة  اDL . 

).(  ج  مر ا و خ  اً  0و ل ا  ايو ة جعو ما الم   ا  تحجي  DL . 

 11مثال 
^اع ةةةةةة  ا  جعةةةةةةو   `FV � EDED حقةةةةةةل مةةةةةةا  ةةةةةة   الم   ةةةةةةا   Fح ةةةةةةث  ),(:,

)0,1(1  c  ،)1,0(2  e  بV  مو ق و خ  اً لأ  ل لF�21, DD : 
 )0,0(),0()0,( 212211  � � DDDD ee  
 0,0)0,0(),( 2121   � � DDDD  

),(�V م  ةصإضا و إلى ذل  لاحة  ا  اي  ED  21يم ةا ال  اة  عنةص  لصةج ة ee ED اي   �
 . 2eو  1eل   خ   ما لة 

 11-14نظرية 
nvvvإذا لانةةجم الم   ةةا    ,...,, ،  ةة   لةةل  FVموةة ق و خ  ةةاً ب  مةةا  م   ةة   21

 عنةةةةةةص لةل ةةةةةة  خ ةةةةةة  الم جلةةةةةة  عةةةةةةذه ال نا ةةةةةةر يم ةةةةةةا ال  اةةةةةة  Wعنصةةةةةةر ب الفمةةةةةةا  ا   ةةةةةة  
nvvvل     ا   ,...,,  و  ريقو وح  ة . 21

 البرهان
Wwعنصر  لل  -9يم ا ال  ا  عنص لةل ة  خ ة  ل     ةا  الم  ةاة )ن ريةو  �

Ww( . ا رض ا  الم  ص 11  يم ا ال  ا  عنص   ريق ين ول  ا : �
 nnvvvw DDD ��� ...2211  
 nnvvvw EEE ��� ...2211  

nnn عذا يؤدي إلى ا  vvv )(...)()(0 222111 EDEDED ������  
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iv  ،niوح ةةث ا  الم   ةةا   موةة ق و خ  ةةاً  ةة   الم ادلةةو الأخةة ة    قةة  عنةة ما   2,1,...,
0  ii ED  ل ةةةةةةةةةةةةةلni iiاي ا    2,1,..., ED niل ةةةةةةةةةةةةةل    dd1    لةةةةةةةةةةةةةذا  ةةةةةةةةةةةةة .
nnvvvw DDD لةل ة  خ ة  مةا الم   ةا    wعج ال  اة  الجح ة  ل    ةص  2211... ���
iv  ،ni dd1  .� 

 11-15نظرية 
nuuuإذا لا    ,...,,  FVما الم   ا  المو ق و خ  ةاً ب  مةا  م   ة   n، اي  21

121مةةا الم   ةةا   1�n.  ةة   اي  ,...,, �nvvv   الةةض لةةل من ةةا  رل ةة  خ ةة  مةةا الم   ةةا
nuuu ,...,,    ج  مر ا و خ  اً . 21

 البرهان
. إذا لةا  اي م  ةص مةا عةذه الم   ةةا   nلاتة ن اا الريضة  ع ةة  نة عا الن   ةو   

الم   ةةا  الم  ةةاة عةة  مر ا ةةو خ  ةةاً . نفةةرض  1�nعةةج الم  ةةص الصةةفري ،   ةةا الجاضةة  ا  
iv  ،11ا  ايً مةا الم   ةةا   �dd ni 21ص الصةةفري ، وح ةث ا  لةةل مةةا لة   الم  ةة, vv 

nuuu رل ةة  خ ةة  مةةا الم   ةةا   ,...,, 111 ةة    n 1 ةة ذا لةةا   21 uv D   ،222 uv D  
21، ح ةةث  0 DD zz   02وعةةذا ي ةة  ا

1
211  � � vv DD 2ا   ةة   . و ل ةةv  1وv   مر ا ةةا

 خ  اً .
مةةةةا  kول ةةةة  نوةةةة ي   الاتةةةة ن اا الريضةةةة  دعنةةةةا نفةةةةرض ا  الن   ةةةةو  ققةةةةو ل ةةةةل  

nkالم   ا  المو ق و خ  اً ح ث   . والآ  يم ننا ل ا و : �
nnuuuv 12121111 ... DDD ���  
nnuuuv 22221212 ... DDD ���  

 ...    ...        ...  
nnnnnn uuuv ,122,211,11 ... ���� ��� DDD  

Fij( Fلةةا ق ق اتةة ا  )عنا ةةر ب  �D   0.  ةة ذا لةةا inD  2,1,...,1ل ةةل � ni 
121مةةا الم   ةا   1�nعةةج  رل ة  خ ةة  مةا  iv ة   لةل  ,...,, �nuuu  وعن  ةةذ  ة    ةةروض
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nvvvالاتةة ن اا الريضةة  يةةؤدي إلى ا   ...,, 121مر ا ةةو خ  ةةاً و نةةاً  ع  ةةص  ةة    21 ,...,, �nvvv 
ولةة  ا وتح يةة اً  0zinDخ  ةةاً ايمةةاً . وعةةذا ي ةة  ا  واحةة اً ع ةة  الأقةةل مةةا   ةةج  مر ا ةةو 

01 znD  3,2,...,1. عن  ذ ل ل � ni :  ي ج 
 ...)()( 2

1
11221

1
11111

1
1 ���� � ��� uuavv nininininini DDDDDDDDD  

   1
1

11,11, )( �
�

�� �� nnninni uDDDD  

)12(و نةةةةةةةةةةةةةةاً  ع ةةةةةةةةةةةةةة   ةةةةةةةةةةةةةةروض الاتةةةةةةةةةةةةةة ن اا الريضةةةةةةةةةةةةةة    ةةةةةةةةةةةةةةج  الم   ةةةةةةةةةةةةةةا   �dd ni 
1

1
1 vvw ninii
�� DD   132مر ا ةةةةةةو خ  ةةةةةةاً و ل ةةةةةةا    نةةةةةةص يج ةةةةةة ,...,, �nEEE  بF وةةةةةةجم ل 

...0 ل   ا ا فا اً ، بح ث ي ج  113322  �� �� nn www EEE 
 اي ا  :

 111
1

13331
1

1222 (...)()( ��
�� ����� nnnnnn vvvvv EDDEDDE  0)1

1
1,1  � �

� vnnn DD  

 اي ا  :
 ...),...( 221

1
111

1
133

1
122 ����� �

��
�� vvn nnnnnnn EDDEDDEDDE  011  � �� nn vE  

121وعةةذا يتاةةجم ا  الم   ةةا   ,...,, �nvvv  مر ا ةةو خ  ةةاً . وع ةة  ذلةة    ةةا ماةة ا الاتةة ن اا
 �.  nالريض    ج  الن   و م  ققو    ا 

 11-16نتيجة 
^إذا لانةةةةةةةجم   `nvvv ,...,,   و خ  ةةةةةةةاً مةةةةةةةا  مةةةةةةةا  م   ةةةةةةة  ة جعةةةةةةةو     ةةةةةةةو موةةةةةةة ق 21

FV  ةة   ايةةو ة جعةةو     ةةو  ،W  مةةاV  مةة  التةةر مةةا n  مةةا الم   ةةا  ولةةل م  ةةص يم ةةا
nvvvال  ا  عنص لةل   خ   ما  ,...,,    ج  مر ا و خ  اً . 21

 برهانال
مةا ال نا ةر  1�nما ال نا ر   نةص  مم ةا  اخ  ةا   nتحجي التر ما  Wوا ا   

,21و  1�nuول  ا  Wما  uu ةا  مر ا ةو خ  ةاً . اي . ما الن ريو الوا قو     عةذه الم   
 �مر ا و خ  اً .  Wتحجي ة جعو     و مر ا و خ  اً و ل ا       Wا  
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 11-17تعريف 
 إذا لا  : Vا ا قاع ة ل فما   FVما  ما  م      Bيقال   جعو     و  

(1) B  (2)مو ق و خ  اً ، و B      جل  الفما  الم V . 

 11-18تعريف 
 FVانةةص من ةةص ال جلةة  إذا و ةة   ة جعةةو     ةةو من   ةةو مةةا  FVيقةةال لفمةةا  م   ةة   

 . V جل  الفما  

 12مثال 
والةةذي يةةجي ل ةةا المر اةةا   Fالفمةةا  الم   ةة  ع ةة   nF)(، اع ةة   Fلأي حقةةل 

),,...,(النجن و  لص غو  21 nDDD 0,0,1,...,0,()0,1,0,...,0( ، ل  ا( 21   ee 

)2,1,...(ح ةةةث  ie )0,0,...,0,1,0,...,0( و صةةج ة عامةةةو ni  9.    ةةا  اينةةةا ب متةةةال   
neee  ةةةةةةةج  الم   ةةةةةةةا   ,...,, وع ةةةةةةة  ذلةةةةةةة   ةةةةةةة    nF)(موةةةةةةة ق و خ  ةةةةةةةاً و جلةةةةةةة  الفمةةةةةةةا   21

^ `neee ,...,,  من ص ال جل  . nF)(وما ثم      nF)(قاع ة ل فما   21

 11-19قضية 
nxxxإذا لانجم   ,...,, ،   نةص  FVم   ا   ة   ةفريو ومر ا ةو خ  ةاً ب الفمةا   21
i  ،niيج ةةةةةةةةة   dd2  بح ةةةةةةةةةثix رل ةةةةةةةةة  خ ةةةةةةةةة  مةةةةةةةةةا الم   ةةةةةةةةةا  الوةةةةةةةةةا قو لةةةةةةةةةص  عةةةةةةةةةج 

121 ,...,, �ixxx  وي ةةج  الفمةةا  ا   ةة  الم جلةة     جعةةو .^ `nxxx ,...,, نفةة  الفمةةا  عةةج  21
^الم جل  و  جعو الم   ا   `nii xxxxx ,...,,,...,, 1121 �� . 

 البرهان
nxxxوا ا  الم   ا    ,...,, nDDD ة  مر ا ةو خ  ةاً   نةص يج  21 ,...,, لة    Fب  21

 ل   ا  فراً بح ث :

 iب المجقا 
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 0...2211  ��� nnxxx DDD    (1) 

nii ةةةة   ال نا ةةةةر  0ziDالةةةة   قةةةة  بح ةةةةث ا   i ةةةة ذا لةةةةا   DDD ,...,, 21   ةةةةج  ل   ةةةةا  ��
011 ةةةةةةةةةة    i 1. إذا لةةةةةةةةةةا   ةةةةةةةةةةفراً   xD   01و ل ةةةةةةةةةةا  D   01لأ zx    وع ةةةةةةةةةةذا  ةةةةةةةةةة 

2ti  نا : (1). وما ثم     الم ادلو     
 0...2211  ��� iixxx DDD    (2) 

11 اومن 
1

22
1

11
1 ... ��

��� ���� iiiiii xxxx DDDDDD 
 112211 ... ����� ii xxx EEE  

 ح ث :
 11 �dd nj jij ل ل  DDE 1��   (3) 

121عج  رل   خ   ما الم   ا   ixاي ا   ,...,, �ixxx . 
nxxxعةج الفمةا  ا   ة  الم جلة  مةا الم   ةا   Wل  ا  ,...,,     ننةا ل ا ةو اي  21

Wxم  ص    لصج ة : �
nniiiiii xxxxxxx JJJJJJ ������� ���� ...... 11112211  

Fjلا ق  �J  ،nj dd1 . 
 نج  ا  : (3) ت ي ا  

 ...(... 2211112211 ������ �� xxxxxx iii EEJJJJ  
         nniiii xxx JJE ���� ���� ...) 1111  
 ������� ��� 111222111 )(...)()( iiiiii xxx EJJEJJEJJ  
           nnii xx JJ ���� ...11  

Wxوعةةذا ياةةةين ا  لةةل  niiعةةةج  رل ةةة  خ ةة  مةةةا الم   ةةةا   � xxxxx ,...,,,...,, 1121 ��  .
)1(و ل ا      عذه الم   ا  وع دعا  �n   جل  الفما W  .� 

 11-20نظرية 
يةةةةةا قاعةةةةة ة من   ةةةةةو . وا  اي  FVل جلةةةةة  .  ةةةةة    مةةةةةاً  م   ةةةةةاً من ةةةةةص ا FVإذا لةةةةةا   

 ي ا نف  ال  د ما الم   ا  . FVقاع  ين ل فما  
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 البرهان
 من ةةةةةةةةةةةةةةص ال جلةةةةةةةةةةةةةة    نةةةةةةةةةةةةةةص  ج ةةةةةةةةةةةةةة  ة جعةةةةةةةةةةةةةةو     ةةةةةةةةةةةةةةو من   ةةةةةةةةةةةةةةو مةةةةةةةةةةةةةةا  FVوةةةةةةةةةةةةةةا ا   

^الم   ةةةةةةةةا   `mxxxB ,...,,  موةةةةةةةة ق و خ  ةةةةةةةةاً ، لانةةةةةةةةجم  B.  ةةةةةةةة ذا لانةةةةةةةةجم  V جلةةةةةةةة    21
i  ،miعةة  القاعةة ة المن   ةةو الم  ج ةةو . وإذا لانةةجم مر ا ةةو خ  ةةاً  ةة   لةةا ق  dd1   ج ةة 

^ة جعو ما الم   ا   `mii xxxxxB ,...,,,...,, 11211  ( .11-19ايماً )قم و  V جل    ��
ايمةاً  Vم   ةاً والةض  جلة   1�mتحةجي  Bع  ة جعو     و ما  1Bوع ذا     

ق  ال  نا ال عةا  . وإذا لانةجم مر ا ةو  مو ق و خ  اً   ننا ن ج  1B. ومرة اخرى إذا لانجم 
ايمةاً  Vمةا الم   ةا  والةض  جلة   2�mتحجي  1Bما  2Bخ  اً   نص  ج   ة جعو     و 

مةةا الم   ةةا   ةة   عةةذه ال    ةةو لا يم ةةا ا   وةة  ر لألتةةر مةةا  mتحةةجي  قةةإ  B. ووةةا ا  
m  مةةةا المةةةرا  ، وع ةةةذا  ا ةةة  عةةة د من ةةةص مةةةا ا  ةةةجا  لصةةةل ع ةةة  ة جعةةةو     ةةةو موةةة ق و

 . Vع  القاع ة المن   و الم  ج و ل فما   jB. و  ج   V جل   Bما  jBخ  اً 
 Vقاعةةة ة اخةةةرى ل فمةةةا   Bcمةةةا الم   ةةةا  ولةةة  ا  n مةةة   jBوالآ  ا ةةةرض ا  

و صةج ة خا ةو لةل م  ةص  Vما الم   ا  ،  ا ا ا  لةل م  ةص ب  nو م  ع داً التر ما 
  ةةةةج   Bc ةةةة    jBمةةةةا ال نا ةةةةر المج ةةةةجدة ب  nعةةةةج عاةةةةا ة عةةةةا  رل ةةةة  خ ةةةة  مةةةةا  Bcب 
لا  ncولةةة  ا  Bc. لةةةذا  ةةة   عةةة د ال نا ةةةر ب  نةةةاقق ( وعةةةذا 11-16ر ا ةةةو خ  ةةةاً )ن   ةةةو م

nnnيم ةةا ا  ي  ةةاو   )( dc  و  اةة يل المجاقةةا  ةةينB  وjB   لصةةل ع ةة  اn   لا يم ةةا ا
nnnي  ةةاو   ccd nnاي ا   )( c    وعةةذا يتاةةةجم ا  لةةل قاعةة ة ل فمةةةا .V  تحةةجيn  مةةةا

 �ال نا ر وعذا ي  ل ال عا  . 
 الن ريو الوا قو  قجدنا إلى ال  ريف الآتي .
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 11-21تعريف 
يوةة     ةةة   n ةةة    n مةةا  م   ةةةاً لةةص قاعةةة ة من   ةةو عةةة د عنا ةةرعا  FVلةةا    إذا 
ذو   ةة   Vقةةجل ا  قاعةة ة من   ةةو ن Vوإذا لم   ةةا ل فمةةا   V (V dimension. )الفمةةا  

    من ص .
  القجاعةةةة  المي  فةةةةو من ةةةةص ال جلةةةة   ةةةة  FVانةةةةص إذا لةةةةا   11-20ل ةةةةا لةةةةجح  ب ن ريةةةةو  
عةج عة د  FV. وع  ةص  ة     ة  الفمةا   nيا نفة  ال ة د مةا الم   ةا  ولة  ا  FVل فما  

لةةةةص   ةةةة   FV، وع ةةةةذا  ةةةة    FV جلةةةة   I ةةةة   ا  جعةةةةو ا ال ةةةةو  FV )0(وح ةةةة  . إذا لةةةةا  
 مواوي ل صفر .

د المن   ةو . لةذا  ة   لةل لةا م   ةج   قةإ    اتةو الفمةا ا  الم   ةو ذا  الأ  ةاملاحظة   
  ما  م     ب عذا الفصل ذو     من ص إلا إذا ذلر    ذل  .

 . Vdimتج  يرم  لا   الفما  الم      لرم  اصطلاح   

 11-22نظرية 
 ،     : n ما اً م   اً ذو      FVإذا لا   

   ج  مر ا و خ  اً . FVما عنا ر  1�nلل  (1)
nzzzإذا لانجم الم   ا   (2) ,...,,      مو ق و خ  اً . V جل   21

 البرهان
nnVعةةةةةةةةج  Vوةةةةةةةا ا    ةةةةةةةة  الفمةةةةةةةةا    )(dim لةةةةةةةةص قاعةةةةةةةة ة ، ولةةةةةةةة  ا  V،  ةةةةةةةة     

^ `nxxx ,...,,  قاع ة لص . 21
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121 ةةةة ذا لةةةةا   ,...,, �nyyy  م   ةةةةا  بV  1عةةةة دعا�n  ةةةةا   ريةةةةف القاعةةةة ة  
iy  ،11ي ج  لل  �dd ni    خ   ما الم   ةا  ممتً   ةلnxxx ,...,, . واتة ناداً  21
121    الم   ا   11-15إلى ن ريو  ,...,, �nyyy  (1)ع  مر ا و خ  اً وعذا يتاجم   و . 

 Vمةةا  Bانةةص إذا و ةة   ة جعةةو     ةةو من   ةةو  11-20وقةة   اينةةا ب  رعةةا  ن ريةةو 
 . Vع  قاع ة ل فما   Bcتحجي ة جعو     و  V     B جل  

^وةةةةةا ا   `nzzzB ,...,,  عةةةةة  قاعةةةةة ة Bc،  ةةةةة   يةةةةةا ة جعةةةةةو     ةةةةةو  Vيجلةةةةة    21
nV. وح ث ا   Vل فما    dim     Bc  يج  ا  تحةجيn   مةا ال نا ةر ، وع  ةص ي ةج

BB c    ل ةةةا ا ،B   نفوةةة ا عةةة  قاعةةة ة ل فمةةةاV   و  ةةةجnzzz ,...,, موةةة ق و خ  ةةةاً  21
 �.  (2)وعذا ي عا 

 11-23نظرية 
^إذا لانةةجم   `kuuu ,...,, ذو  FVة جعةةو     ةةو موةة ق و خ  ةةاً مةةا  مةةا  م   ةة   21

ر  مم ةا  إيجةاد م   ةا  ، و ة  آخة V    من ص ،   نةص يم ةا  جتة   ا إلى قاعة ة ل فمةا  
nkk vvv ,...,, 21 nkkkبح ث   ج   �� vvvuuu ,...,,,,...,, 2121  . Vقاع ة ل فما   ��

 البرهان
nVنفةةةرض    dim  1عن  ةةةذ   ةةةج  اي�n  مةةةا الم   ةةةا  بV  ًمر ا ةةةو خ  ةةةا
nk( ، اي ا  11-22)ن ريو  d . 

^ل  ا  `nwww ,...,, . ن عا الن   ةو  لاتة ن اا الريضة  ع ة   Vقاع ة ل فما   21
k   1. إذا لةةةةةا k   ولأVu nnwwwuي ةةةةةج  لةةةةة ينا  �1 DDD لةةةةةا ق  22111... ���
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Fi �D   01، وةةةا ا zu    0 ةةةziD  لةةةا قi   إذا لةةةا ،j  0الةةة   قةةة  بح ةةةثzjD 
    jjwwwu DDD ��� ...22111 

 11
1

11
1

1
1 ... ��

��� ��� � jjjjjj wwuw DDDDD  
 !��� �1211 ,...,,, jj wwwuw  
           !�� �� njj wwwwwu ,...,,,...,,, 11211  

ji وا ا  z   ل ل   !�� �� njji wwwwwuw ,...,,,...,,, 11211 
    VwwwwwuwwwV njjn �!��!� �� ,...,,,...,,,,...,, 1121121 
�� �! إذاً  njj wwwwwuV ,...,,,...,,, 11211 

njjوعةةذا يةة عا ا  الم   ةةا   wwwwwu ,...,,,...,,, 11211 . ووةةا ا   V جلةة   nوعةة دعا  ��
nV  dim   ةة   عةةذه الم   ةةا   شةة ل قاعةة ة ل فمةةا  ،V  وع  ةةص الن   ةةو  ققةةو عنةة ما .
1 k  1. ول  ا ةةة  الاتةةة ن اا الريضةةة  ا ةةةرض!k 1ي وا  الن   ةةةو م  ققةةةو لأ�k  مةةةا

nkkالم   ةةةةةةا  الموةةةةةة ق و خ  ةةةةةةاً . عن  ةةةةةةذ  م اننةةةةةةا إيجةةةةةةاد م   ةةةةةةا   ttt ,...,, بح ةةةةةةث ا   �1
^ `nkkk tttuuu ,...,,,,...,, 1121 Vuk. ووا ا   V ش ل قاع ة ل فما   �� � :     

 FB ji �J, �� ����   لا ق    112211 ... kkk uuuu EEE  
                 nnkk tt JJ �� ...  

1...0 إذا لا      � ukk JJJ    112211 ... ����� kkk uuuu EEE 
kkوالذي يؤدي إلى ا  الم   ا   uuuu ,,...,, 121  مر ا و خ  اً وعذا  ناقق . �

kiع  ص يج    t  0بح ثziJ :  عن  ذ ي ج 
 11

111
11

1 ...... ��
���� ������ iiikkikiii ttuut JJJJJEJ  

         nniiii tt JJJJ 1
11

1 ... �
��

� ���  

��! و ل ا      ��� niikkki tttttuuut ,...,,,...,,,,...,, 11121 
^عةةةةةةةةةةةةةةةةذا ايمةةةةةةةةةةةةةةةةةاً ياةةةةةةةةةةةةةةةةةين ا   `niikkk tttttuuu ,...,,,...,,,,...,, 11121  قاعةةةةةةةةةةةةةةةةة ة ل فمةةةةةةةةةةةةةةةةةا   ���

V  وحو  الات ن اا     الن   و     و    ا .nk d  .� 
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 11-24نتيجة 
مةةا الم   ةةا  الموةة ق و خ  ةةاً  n،  ةة   اي  n مةةا  م   ةة  ذو   ةة   FVإذا لةةا   

 . FV ش ل قاع ة ل فما   FVما 
 البرهان

nxxxلةة  ا   ,...,, . الن ريةةو الوةةا قو  Vمةةا الم   ةةا  الموةة ق و خ  ةةاً ب  nاي  21
. مةةا ناح ةةو اخةةرى  ةة    Vتم ننةةا مةةا إضةةا و   ةةق الم   ةةا  لن صةةل ع ةة  قاعةة ة ل فمةةا  

nxxxمةا ال نا ةر  قةإ و ل ةا   ة   الم   ةا   nتحجي ع ة   Vايو قاع ة ل فما   ,...,, 21 
 �.  V ش ل قاع ة ل فما   nوع دعا 

 11-25نتيجة 
VW،  ة    FVما  مةا  م   ة  ذو   ة  من ةص  Wلأي  ما         dimdim d 

VWوا   VWإذا و قإ إذا لا     dimdim   . 

 البرهان
nVلنفةةرض ا     dim   وةةا ا .V  لا تحةةجي التةةر مةةاn  مةةا الم   ةةا  الموةة ق و

عنصةراً . لة  ا  nتحجي التر مةا  W  ج   ة جعو     و مو ق و خ  اً ما خ  اً ،   نص لا
^ `myyyB ,...,, تحةةجي الةة  عةة د مةةا ال نا ةةر الموةة ق و خ  ةةاً  Wة جعةةو     ةةو مةةا   21

nm. عن  ةةةةةةةةةةةةةذ  mولةةةةةةةةةةةةة  ا  d  1واي�m  مةةةةةةةةةةةةةا الم   ةةةةةةةةةةةةةا  بW  ةةةةةةةةةةةةةج  مر ا ةةةةةةةةةةةةةو   
Wyخ  ةةةاً . وع ةةةذا إذا لةةةا   �z yyyy،  ةةة   الم   ةةةا   )0( m,,...,, مر ا ةةةو خ  ةةةاً .  21
EEEEوع  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةص يج ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة   ,,...,, 21 m  بF  لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة   ل   ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةفراً بح ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةث

0...2211  ���� yyyy mm EEEE . 
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myyy ةةةة   الاتةةةة ق ل ا  ةةةة  ل     ةةةةا   E 0إذا لةةةةا    ,...,, يةةةةؤدي إلى ا   21
mEEEي ج  ل ا  ,...,,  : وع  ص ي ج  ل ينا 0zE فراً وعذا  ناقق . وع ذا      21

 mmyyyy EEEEEE 1
22

1
11

1 ... ��� ����  
myyyيم ا ال  ا  عنص لةل   خ   مةا  Wوالذي ياين ا  لل عنصر ب  ,...,, و ل ةا   21

    ^ `myyy ,...,,  عذا ي عا ا    الأول . Wقاع ة ل فما   21
^الآ  إذا لانةةةجم   `nzzz ,...,, مةةةا الم   ةةةا  ، عةةةذه  nتحةةةجي  Wقاعةةة ة ل فمةةةا   21

مةةا الم   ةةا  الموةة ق و خ  ةةاً  nايمةةاً . ووةةا ا  اي  Vالم   ةةا    ةةج  موةة ق و خ  ةةاً ب 
^ ةةة    V شةةة ل قاعةةة ة ل فمةةةا   `nzzz ,...,, VW. وع ةةةذا ي ةةةج   V جلةةة   21 . ومةةةةا   

VWالجاض  انص إذا لا         VW dimdim    .� 

 11-26نظرية 
 ،     : FV    ا  ما  ما  م     ذو     من ص  ا   ما Wو  Uإذا لا   

 )dim(dimdim)dim( WVWUWU ��� �  

 البرهان
rUلنفةةةةةةةةةرض    dim  ،sW  dim  وtWU  � )dim(  لةةةةةةةةة  ا^ `teee ,...,, 21 

WUقاعةة ة ل فمةةةا   WUا   . وةةا �   نةةةص يم ةةا  جتةةة ا القاعةةة ة  U مةةةا     ةةة  مةةا  �
^المةةةةذلج ة إلى قاعةةةة ة  `trt fffeee �...,,,,...,, مةةةةا  r. عةةةةذه القاعةةةة ة  مةةةة   Uل فمةةةةا   2121

rUال نا ةةةةةةر لأ    dim قاعةةةةةة ة ،  لمتةةةةةةل  ج ةةةةةة  ^ `tst gggeee �,...,,,,...,,  ل فمةةةةةةا   2121
W . 

 والآ  ن ع  ا  ا  جعو : 
 ^ `tstrt gggfffeeeB �� ,...,,,,...,,,,...,, 212121  
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tsrالةةةةةةةةض تحةةةةةةةةجي  WUمةةةةةةةةا الم   ةةةةةةةةا  عةةةةةةةة  قاعةةةةةةةة ة ل فمةةةةةةةةا   �� و ل ةةةةةةةةا  ي ةةةةةةةةج   �
tsrWU �� � )dim( . 

WUx ةةة و الادعةةةا  اع ةةة  اي ول  عنةةةو ع ةةة   vux،  ةةة    �� Uuلةةةا ق   � �  ،
Wv � . 

     :إضا و إلى ذل  
 trtrtt fffeeeu ��������� EEEDDD ...... 22112211 ; 
 tststt gggeeev ������c��c�c JJJDDD ...... 22112211  

Ftkjiلا ق  �c JEDD  والذي يؤدي إلى ا  : ,,,
 ttt eeevux )(...)()( 222111 DDDDDD c���c��c� �  
 tststrtr gggfff ���� �������� JJJEEE ...... 22112211  

WUب  x م  ةةةصوع ةةةذا  ةةة   لةةةل   B. وع  ةةةص  ةةة    Bعةةةج  رل ةةة  خ ةةة  لم   ةةةا  ب  �
WUيجل    مو ق و خ  اً نفرض ا  : B. ول  عنو ع   ا   �

 trtrtt fffeee ��������� EEEDDD ...... 22112211  
            0...2211  ���� �� tsts ggg JJJ   … (1) 

Fkjiلا ق  �JED ,, . 
 عذا يؤدي إلى ا  :

  �������� �� )......( 22112211 trtrtt fffeee EEEDDD  
           WUggg tsts ����� ��JJJ ...2211  

� �!ول ا  teeeWV ,...,,  لى ا  :، وعذا يؤدي إ 21
 tttsts eeeggg GGGJJJ ��� ��� �� ...... 22112211  

Fiلا ق  �G . 
 0...... 22112211  �������� �� tststt gggeee JJJGGG  

tstووةةةةةةةةةا ا   gggeee �,...,,,,...,, 21...0موةةةةةةةةة ق و خ  ةةةةةةةةةاً  ةةةةةةةةة    2121     � tsJJJ 
 يؤدي إلى ا  : (1)و ل ا      
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 0...... 22112211  ������� �� trtrtt fffeee EEEDDD  

trtولأ   fffeee �,...,,,,...,,   اً     :مو ق و خ  2121
 0...... 21321          �trt EEEDDDD  

 Bيواوي ل صةفر . والةذي يتاةجم ا   (1)و ل ا      ل ا الم ام   ب ال ر  الأيور ما 
WUقاع ة ل فما   Bمو ق و خ  اً . اي ا   � . 
)dim(dimdim)dim(و ذل   ج  نا إلى ا   WUWUWU ��� �  .� 

 11-27نتيجة 
بح ةةةةث  FV مةةةةا ا      ةةةةا  مةةةةا  مةةةةا  م   ةةةة  ذو   ةةةة  من ةةةةص  Wو  Uإذا لةةةةا   

^ `0 �WU :     
 WUWU dimdim)dim( � �  

 البرهان
)dim(�WU      ،0 )0(وا ا     �WU :      ل ا  

 )dim(dimdim)dim( WUWUWU ��� �  
 WUWU dimdim)dim( � �� . � 

 
 تمارين محلولة

 
 1تمرين 

),( ةةةةةرعا ا  الم   ةةةةةين   21 [[  ،),( 21 KK  مر ا ةةةةةا  خ  ةةةةةاً بC   إذا و قةةةةةإ إذا لةةةةةا
1221 K[K[   . 
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 الحل
),,(),(لنفةةرض ا  الم   ةةين  2121 KK[[   مر ا ةةا  خ  ةةاً . عن  ةةذ يج ةةC�21,DD 

),(),()0,0(لةة   ل  ةةا  ةةفراً بح ةةث  212211  � KKD[[D  دو  ا  نفقةةإ ال  جم ةةو ، دعنةةا
01نفرض ا   zD  عذا يؤدي إلى ا . ),(),( 212

1
121 KKDD[[ �  

12
1

11 KDD[ 22 و  ��
1

12 KDD[  ويؤدي إلى ا   ��
12122

1
1212

1
121 )( K[KKDDKKDDK[  � � � ��  

 و ل    ا رض ا  :
 1221 K[K[      (1) 

021إذا لةةةةةةةا   ),()0,0( ةةةةةةة    ]]   21 ),(وع  ةةةةةةةص  ةةةةةةة    ]]  21 ),(و  ]] 21 KK   مر ا ةةةةةةةا
 خ  اً .

01دعنا نفرض ا   z[   ج    ،C�
1

1

[
K :  لذل . 

 ),(,),(),( 21
1

21
12121

1

1 KK
[
[KKKK[[

[
K

�¸̧
¹

·
¨̈
©

§ �
� �

�  

   )0,0(),(),( 2121  �� KKKK  (حو  1)  

),,(),(إذاً  2121 [[KK . ًا مر ا ا  خ  ا  

 2تمرين 
<لةة  ا  @xRP Pxkxhxgxf، ولةة  ا   / )(1بح ةةث ي ةةج   ),(),(),()(�  tf  ،

ttg  )(  ،2)( tth )(21و    tttk Rtل ةةةةةةةةل   �� ),(),()( ةةةةةةةةرعا ا  .  �/ xhxgxf 
 مر ا و خ  اً ول ا اي   ث من ا ع  مو ق و خ  ا .

 الحل
)()()()(نصر اع   ال   xkxhxgxf Rtل ل .  ���  ي ج  : �/
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 0)1(1)()()()( 22  ����� ��� tttttkthtgtf  

)()()()(وع  ص      xkxhxgxf  ع  لت ة الح ود الصفريو . ���
 ةةةذ اً  nوم ام تهةةةا اعةةة اد حق ق ةةةو يةةةا ع ةةة  الألتةةةر  n) ةةةذلر ا  لةةةل لتةةة ة حةةة ود د    ةةةا 

تةةةج  نةةة عا عةةةذه الن   ةةةو ب وضةةةا التةةةر      ةةةاً ب  صةةةل حةةةجل الحقةةةجل( ، و ل ةةةا   ةةة   
)(),(),( xhxgxf  و)(xk . ًمر ا و خ  ا 

),(),()(والآ  نةةةةةةةةةةة عا اي    ةةةةةةةةةةةةو من ةةةةةةةةةةةةا موةةةةةةةةةةةة ق و خ  ةةةةةةةةةةةةاً ، تةةةةةةةةةةةةج   خةةةةةةةةةةةةذ  xhxgxf  ،
)(),(),( xkxhxf .  و لمتل يم ا مناقشو الت    ا  الااق  ا . 

)()()(0لنفرض  321  �� xhxgxf DDD  لا قR/�321 ,, DDD : عذا ي   نا 
Rtthtgtf /�� �� 0)()()( 321 DDD  
Rttt /�� ��� 02

321 DDD  
0321    � DDD  

),(),()(وع  ص      xhxgxf . ًمو ق و خ  ا 
)()()(0 واخ اً  321  �� xkxhxf EEE 

 Rtttt /�� ����� 0)1( 2
3

2
21 EEE  

031وع ةةةةةةةةةةةةةةةذا حصةةةةةةةةةةةةةةة نا ع ةةةةةةةةةةةةةةة    � EE  ،03  E  ،032  � EE    و ل ةةةةةةةةةةةةةةةا   ةةةةةةةةةةةةةةة
0321    EEE  ًإذا)(),(),( xkxhxf . ًع  لذل  مو ق و خ  ا 

 3تمرين 
)1,,(و  )1,1,1(الم   ةةةةةةةةا  الةةةةةةةةت ث  ]تحةةةةةةةةجم ايةةةةةةةةو  ةةةةةةةةرو  ع ةةةةةةةة  الق اتةةةةةةةة    2[[ 

),,1(  ؟ 3C ش ل قاع ة ل فما  الم      �]]2
 الحل

تأخةةةذ ق   ةةةين  ]تح ةةةجي ع ةةة   ةةة ث م   ةةةا   ةةة    3Cوةةةا ا  ايةةةو قاعةةة ة ل فمةةةا   
بح ةث  شة ل  xم واوي  ، اي انص ع  نةا إيجةاد  ةر  ع ة  ق اتة   ]2بح ث ي ج  مر    ا 
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)1,,(،  )1,1,1(الم   ةةةا   2xx  ،),,1( 2xx�   3قاعةةة ة ل فمةةةاC   3وةةةا اdim C   ع ةةةC 
 ،  )1,1,1(إيجةةةةةةةةةةةةةةةاد الشةةةةةةةةةةةةةةةر  الةةةةةةةةةةةةةةةذي يج ةةةةةةةةةةةةةةةل الم   ةةةةةةةةةةةةةةةا   ي فةةةةةةةةةةةةةةة ،   نةةةةةةةةةةةةةةةص  3يوةةةةةةةةةةةةةةةاوي 

),,1( 2xx  ،),,1( 2xx�    مو ق و خ  اً عC . 
 عذه الم   ا    ج  مو ق و خ  اً إذا و قإ إذا لا  :

)0,0,0(),,1(),,1()1,1,1( 2
3

2
21  ��� xxxx OOO  

C��   � 321321 ,,0 OOOOOO  

)1,1,1()1,,()1,,()0,0,0( الآ  2
3

2
21  ��� xxxx OOO 

 �  
°
¿

°
¾

½

 ��

 ��

 ��

0

0
0

2
3

2
21

321

321

xx

xx

OOO

OOO
OOO

   (1) 

   ةةادلا  ل (1)وع  ةةص  ةة   الم   ةةا  الم  ةةاة   ةةج  موةة ق و خ  ةةاً إذا و قةةإ إذا لةةا  الن ةةا  
 لص الحل ال ا ص إذا و قإ إذا لا  : (1)ا   و ذو حل  فري )تا ص( ون    ا  الن ا  

 0)1(20
1
1

111
2

22
z��z� xx

xx
xx  

)1,,(،  )1,1,1(وع ةةةةذا  ةةةة   الم   ةةةةا   2xx  ،),,1( 2xx�   3 شةةةة ل قاعةةةة ة ل فمةةةةاC  إذا
^قإ إذا لا  و  1̀,1,0 ��x . 

)1,,(،  )1,1,1(إذاً   2[[  ،),,1( إذا و قةةةةةإ إذا   3C شةةةةة ل قاعةةةةة ة ل فمةةةةةا   �]]2
^ح ث  ] xrلا   1̀,1,0 ��x . 

 4تمرين 
 W. لةة  ا  FV مةةا     ةة  مةةا  مةةا  م   ةة   Uم   ةةا  و  yو  xا ةةرض ا   

.  ةرعا انةص  yو  Uالفما  ا     المجل  مةا  Y. ول  ا  xو  Uالفما  ا     المجل  ما 
UWyإذا لا   ��     Yx � . 

 الحل
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� �!وةةةةةةةا ا    xUWy xuy،  ةةةةةةةة    , E�   لةةةةةةةةا قUu .  F�Eو  �
Uyولأ   �     0zE  ًإذا .F��1E :  وا 

 YyUuyx  !��� �� ,11 EE  

 5تمرين 
zyxإذا لا    �� 0بح ث لةا   FVم   ا  ب  ,, zyx مةا  الةذي ،  ة   الف

 . zو  yعج نف  الفما  الذي يجل ه الم   ا   yو  xيجل ه الم   ا  
 الحل

yxW �!ل  ا   zyU �!و  , Ww. ل  ا  ,   ذ يج ة  عنصةرا  ، عن �
F�ED, . 

 yxw ED �  

 yzy ED ��� )(    ( 0 �� zyx  (لأ  
 Uzyzy  !����� ,)()( DDE  

UWوعذا ي   نا الاح جا   � . 
 ل  عنو ع   الاح جا  الم ال  ن اا الآتي :

Uuل  ا  F�GJ، عن  ذ يج    � , . 
 )( yxyzyu ��� � GJGJ  ( 0 �� zyx  (لأ  
   Wyxyrx  !����� ,)()( GG  

WUو ل ا         . 
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 تمارين
 

)0,1,1,0(،  )0,0,1,1( ةةةةةةةةةرعا ا  الم   ةةةةةةةةةا   -1 موةةةةةةةةة ق و  F)4(ب  )3,0,0,0(،  �
حقةة ً مم ةةة  يوةةاوي  ةةفر .  ةةرعا ا  الم   ةةا  نفوةةة ا  Fإذا لةةا   Fخ  ةةاً ع ةة  

 . 3يواوي  Fإذا لا  مم    F  ج  مر ا و خ  اً ع   
 3Cب  )1,1,1(و  )1,0,0(،  )0,1,0(،  )0,0,1( ةةةةةةةةةةةرعا ا  الم   ةةةةةةةةةةةا  الأ   ةةةةةةةةةةةو  -2

ول ةةةةا اي  ةةةة ث م   ةةةةا  من ةةةةا   ةةةةج   C شةةةة ل ة جعةةةةو مر ا ةةةةو خ  ةةةةاً ع ةةةة  
 مو ق و خ  اً .

 عج  ما  م      نا   الا   . /RCا    رعا -3
< ةةةةرعا ا  الفمةةةةا  الم   ةةةة     ةةةةا لتةةةة ا  الحةةةة ود ب  -4 @xR/   ع ةةةةR/   عةةةةج  مةةةةا

 م     ذو        من ص .
<ة جعو ل ا لتة ا  الحة ود ب  Sل  ا  -5 @xR/   والةض د    ةا لا    ةاوn  ح ةث(

n   ع د      مج   ثا جم( .  رعا ا      الفماRS/  يواويn . 
 ةةةرعا انةةةص ب  مةةةا  م   ةةة  لةةةل ة جعةةةو     ةةةو مةةةا ة جعةةةو موةةة ق و خ  ةةةاً   ةةةج   -6

  و خ  اً ولل ة جعو تحجي ة جعو مر ا و خ  اً   ج  مر ا و خ  اً .مو ق
^ولةة  ا  /R مةةاً  م   ةةاً ع ةة   Vلةة  ا  -7 `VyxyxT . عةةر  ع   ةةو  ),(|, �

),(),(),(ع ةةةة  الن ةةةةج  Tلةةةةا ب  wyzxwzyx   وع  ةةةةص ضةةةةر  ق اتةةةة � ��
iEDل  د مرل    ع   الن ج : �

),(),()( yxyxyxi DEEDED �� �  

 . /Rع    Vdimيواوي  Cع    Tdim رعا ا  
^لةة  ا  -8 `tUUU ,...,, ذو   ةةة   V اي تج ةةةا لفمةةةا ا      ةةةو مةةا  مةةةا  م   ةةة  21

مةةةا عةةةذه الفمةةا ا  ا    ةةةو عةةةج  مةةةا     ةةة    ةةة   nبح ةةةث  قةةةا ا اي  nيوةةاوي 
01 d 1 ا ا .  رع),...,dim( 21 t��� tUUU 
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< رعا ا   -9 @xF         من ص ع   الحقل عج  ما  م     ذوF . 
RTات ي   الحق قو ا    إرشاد ]  [ .Qعنصر م وا  ع    �/

، نةة عا ا   ةةر اً لا  ةةاً وضةةرو يً ل ةة  ي ةةج   Q مةةا  م   ةةاً ع ةة   /Rإذا اع ةة نا  -11
 بجذ     نوبي . ]عج ا  ال  د الحق ق   /Rمو ق   خ  اً ب  ]،  1  ا  الم 

zyx رعا انص إذا لةا   -11 yxم   ةا  موة ق و خ  ةاً  ة   الم   ةا   ,, �  ،zy � 
 ،xz 2char  ج  مو ق و خ  اً ايماً ما لج   � zF . 

)1,0,(  ةةةةةةةج  الم   ةةةةةةةا   ]تحةةةةةةةجم ايةةةةةةةو  ةةةةةةةرو  ع ةةةةةةة  المق اتةةةةةةة   -12 [  ،)1,0,([  ،
)1,1,( [[  . )إ ا و : ل وجم عناك  رو ( . 3Cقاع ة ل فما   �

STإذا لانةةةةجم  -13   أ اةةةةجم  Vة جع ةةةةا       ةةةةا   ةةةة  خال  ةةةةا  مةةةةا  مةةةةا  م   ةةةة   ,
 ا  :

i- TSTS �!��� . 
ii- !��!� !�� TSTS 

iii- !� [S   إذا و قإ إذا لاS  ماً      اً ما V . 
iv- !� !!�� SS . 

^ ةةرعا ا   -14 `),,1(),,,1(),,,1( 222 JJEEDD B  ًعةة  ة جعةةو     ةةو موةة ق و خ  ةةا
JED   ا الأع اد الحق ق و المي  فو  3Rما   قاع ة ؟ E. متى   ج   ,,
EDا  جعو الم  اة   ج  قاع ة عن ما   إجابة ] z  ،JE z  ،JD z] 

م ر ةةةةةةةةةةةةةةةةةةو  لصةةةةةةةةةةةةةةةةةةج ة  nf، إذا لانةةةةةةةةةةةةةةةةةةجم ال الةةةةةةةةةةةةةةةةةةو  nعةةةةةةةةةةةةةةةةةة د  ا  ةةةةةةةةةةةةةةةةةة  ل ةةةةةةةةةةةةةةةةةةل  -15
Rxexf nx

n 321 ةةةةة عا ا   )( ��/ ,, fff  م   ةةةةةةا  موةةةةةة ق و خ  ةةةةةةاً بRR/ 
 ( ./R)الفما  الم        ا ال وال الحق ق و ع   
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 Quotient Spacesفضاءات القسمة    -4
 مةةةرة     ةةةو مةةةا  مةةةرة  W. وةةةا ا   FV مةةةاً      ةةةاً مةةةا  مةةةا  م   ةةة   Wلةةة  ا 

��!ا  ا  ,V يم ننا ا  ن ر   مرة القو و ، ^ `VxWxWV �� |/ 
WVWyWxبح ث ي ج  لأي عنصريا  /, ��� . 

 WyxWyWx �� ��� )()(  

 عذه ال مرة ل ا ن    إ  ال و .
Wxر  ع   و ض F�D  ،WVWxلالآتي : لأي   D ل نصر  �  إذا عر نا : ��/

WxWx � � DD )(    (1) 

    WyWx � � 
 WyxWyx ������ )(D  

WyWxWyx � ����� DDDD  

  و المر     ة ال  ريف .عذا ياين ا  ع  
F�ED,  ،WVWyالآ  لأي  Wxو  ��/  نج  ا  : �

WxxWxWx �� �� �� EDEDED )()()(  
)()()()( WxWxWxWx ��� ��� EDED  

< وا  @ > @WyxWyWx �� ��� )()()( DD 
Wyx �� )(D  
Wyx �� )( DD  

)()( WyWx ��� DD  
)()( WyWx ��� DD  

WxWx � � )()()( DEDE  
  )()( WxWx � � EDED  
  > @)( Wx � ED  

WxWxW واخ اً  � � � 1)(1D 
WVعذا ياين ا    . F ما  م     ع    /

 وع  ص نق   ال  ريف الآتي :
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 11-28تعريف 
.  ةةةةةةةةةةةةة   ا  جعةةةةةةةةةةةةةو  FV مةةةةةةةةةةةةةاً      ةةةةةةةةةةةةةاً مةةةةةةةةةةةةةا  مةةةةةةةةةةةةةا  م   ةةةةةةةةةةةةة   Wإذا لةةةةةةةةةةةةةا   

^ `VxWxWV ، ح ةةةةةةث ا  لةةةةةةا وضةةةةةةر   F شةةةةةة ل  مةةةةةةاً  م   ةةةةةةاً ع ةةةةةة   /| ��
 الم   ا  ب ق ات ا  م ر و ع   الن ج الآتي :

 WyxWyWx �� ��� )()()(  
 WxWx � � DD )(  

WVWyWxل ل  /,  . F�Dو  ���
 عذا الفما  يو    ما  القو و .

 1-29نظرية 
 ذو     من ص     : FV ماً      اً ما  ما  م      Wإذا لا   

 WVWV dimdim/dim �  

 انالبره
nVلنفةةةةةرض ا     dim  ،mW  dim  . لةةةةة  ا^ `mxxx ,...,, قاعةةةةة ة ل فمةةةةةا   21

W   الم   ةةةا .mxxx ,...,,   ا وع  ةةةص  مم ةةةا   جتةةة  Vموةةة ق و خ  ةةةاً ب  mوعةةة دعا  21
^ول  ا  Vإلى قاع ة ل فما   `nmm xxxxx ,...,,,...,, 121 � . 

mnالآ  اع     WVما الم   ا  الآ  و ب  � / . 
 WxWxWx nmm ��� �� ,...,, 21  

)(ا  عةةةذه الم   ةةةا  وعةةة دعا  ةةة عا  mn WV  شةةة ل قاعةةة ة ل فمةةةا  � و ةةةذل  ي ةةةج   /
mnWV � /dim . 

Vxالآ  لأي  �     nnxxxx DDD ��� ...2211 
 يؤدي إلى :
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 WxxxxWx mmnnmm ������� � �� )...()...( 221111 DDDDDD  
            Wxx nnmm ��� �� DD ...11  

Wxiلأ   miلل   � WWxxx اوي   ن  2,1,..., mm  ���� DDD ...2211 
)(...)( ع  ص     11 WxWxWx nnmm ���� � �� DD 

WxWxWxوعةةذا يتاةةجم ا  الم   ةةا   nmm ��� �� ,...,, WV جلةة   21 وم  ةةج  إ اةةا   /
 ا  عذه الم   ا  مو ق و خ  اً . ا رض ا  :

 0)(...)()( 2211  ������ ���� WxWxWx nnmmmm EEE  

Fnmmلا ق ال نا ر  ��� EEE ,...,, 21 . 
WWxxx  اي ا nnmmmm  ���� ���� )...( 2211 EEE 

 ...... 22112211 �� ���� ���� xxxxx nnmmmm JJEEE  
          mmxJ�  

miلا ق ال نا ر  dd1 . 
 ...)()(... 22112211 ��������� ���� mmmmmm xxxxx EEJJJ  
                  0)(  �� nn xE  
 0...... 2121  �  � �    � �� nmmm EEEJJJ  

nxxx)لأ   ,...,, nmmعةةةةةةةةةذا يةةةةةةةةةؤدي إلى ا  ( . موةةةةةةةةة ق و خ  ةةةةةةةةةاً  21 EEE ,...,, 21  ل   ةةةةةةةةةا  ��
 ا فا اً .

WxWxWxعةةةةةةةةةةةذا يةةةةةةةةةةةة عا ا  الم   ةةةةةةةةةةةا   nmm ��� �� ,...,, موةةةةةةةةةةةة ق و خ  ةةةةةةةةةةةةاً ، إذاً  21
WVmnWV dimdim)/dim( � �  . 
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 مسائل
 

يج ةةةةة   قا ةةةةةل  ةةةةةين  .  ةةةةةرعا انةةةةةص V مةةةةةاً      ةةةةةاً مةةةةةا  مةةةةةا  م   ةةةة   Wإذا لةةةةا   -1
WVوالفما ا  ا    و ما  Wوالض تحجي  Vالفما ا  ا    و ما  / . 

Wba. ل ةةةةةةةةل  FV مةةةةةةةةاً      ةةةةةةةةاً مةةةةةةةةا  مةةةةةةةةا  م   ةةةةةةةة   Wلةةةةةةةة  ا  -2  ن ةةةةةةةةر  ,�
)(modWba Wba[ إذا و قةإ إذا لةا  W]يو     ا   و  ا   } ول ةل  ��
F�D  ،Wba �� )(D   ةةرعا ا  ع قةةو ال  ةةا   م  ةةا  .W  عةة  ع قةةو   ةةا ؤ

Wa. لذل   رعا انص ل ل  Vع    �      ،WaaCl � )( . 
بح ةةث ي ةةج   Wلةةص  مةةا     ةة   FVاذلةةر متةةالاً لفمةةا  م   ةة  ذو   ةة   ةة  من ةةص  -3

WV   ماً  م   اً ذو     من ص . /
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 Direct Sum and Complementsالمباشر والمتجهات   المجموع  -5
 11-30تعريف 

UWإذا لةةا    ةة    �WV )0(بح ةةث  V مةةا ا      ةةا  مةةا  مةةا  م   ةة   ,
WUا  جع  WUويرم  لص  لرم   Wو  Uيو   ا  جع الماا ر ل فما ين  � � . 

 13مثال 
<إذا لةةا   @xFV الفمةةا  الم   ةة  المشةة ل مةةا لتةة ا  ل ةةا الحةة ود ع ةة  حقةةل   

F     ^ ` ^ `FxxWFxU �� �� 32
3

3
2

21010 ,|,,| DDDDDDDD 
� )0(بح ث ا   V ا  ما ا      ا  ما  WV  ًإذا . WUWU � � 

 14مثال 
FV)4(اع ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة    ^. إذا لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا     `FU � EDED ,|)0,0,,(  

^و  `FW � GJGJ و  U.   ةةا ال وةة  ال  قةة  مةةا ا  ا  ةةجع ين ا ةة    ين  )0,0,,(|,
W  شةةة     مةةةا ا      ةةةا  مةةةا V   الم  ةةةص الصةةةفري ل فمةةةا .V  وإذا   )0,0,0,0(عةةةج .

),,0,0()0,0,,(لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا   GJED   z  لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا ق ال نا ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةرF�GJED  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة    ,,,
0    GJED       0و ل ا z      0(وع  ص( �WU . 

WUWUإذاً   ),,,(�V. الآ  لةةل ق  ةةو  � � 4321 DDDD  يم ةةا ال  اةة  عن ةةا
),,0,0()0,0,,( لصةةةةةةج ة  4321 DDDD ),,U�)0,0ح ةةةةةةث  � 21 DD  وW�),,0,0( 43 DD 

WUVعذا يؤدي إلى ا    ولالآتي : 11-27. الآ  يم ننا إعادة   ا و ن   و   �

 a 27-11نتيجة 
بح ةةةةث  FV مةةةةا ا      ةةةةا  مةةةةا  مةةةةا  م   ةةةة  ذو   ةةةة  من ةةةةص  Wو  Uإذا لةةةةا   

WUWV � �      ،WUWU dimdim)dim( � � . 
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 11-31ريف تع
U،  ةة   الفمةةا  ا   ةة  الم   ةة   FV مةةاً      ةةاً مةةا  مةةا  م   ةة   Uإذا لةا   c 

UUVFبح ث  FVما  c�      يو   مU . 
 . Uعج م     W    ،  14وع  ص ب متال 

 11-32نظرية 
 لل  ما       ما  ما  م     ذو     من ص لص م    . 
 البرهان

. وا ةةةةةةةرض ا   FV مةةةةةةةاً      ةةةةةةةاً مةةةةةةةا  مةةةةةةةا  م   ةةةةةةة  ذو   ةةةةةةة  من ةةةةةةةص  Uلةةةةةةة  ا  
nV  dim  ،mU  dim . 

 Vيم ا  جت   ا إلى قاعة ة ل فمةا   Vوا ا  لل ة جعو     و مو ق و خ  اً ما 
^،   ننا نو   ا إيجةاد قاعة ة  `nxxx ,...,, ^بح ةث   ةج   Vل فمةا   21 `mxxx ,...,, قاعة ة  21

U. لةةة  ا  Uل فمةةةا   c  الفمةةةا  ا   ةةة  مةةةاV  المجلةةة     جعةةةو^ `nm xx . اع ةةة  اي  �1,...,
Vxعنصر  �     nnxxxx DDD ��� ...2211 

Fiلا ق ال نا ر  �D :  اي ا ، 
 ������� �� )...()...( 112211 nnmmmm xxxxxx DDDDD  
          UU c�  

 عذا يؤدي إلى ا  :
 UUV c�    (1) 

UUzا ةةةةةةرض ا   c��   وةةةةةةا ا ،^ `mxxx ,...,, ^وا   Uقاعةةةةةة ة ل فمةةةةةةا   21 `nm xx ,...,1� 
Uقاع ة ل فما   c     nnmmmm xxxxxz EEDDD �� ��� �� ...... 112211 
Fjiلا ق ال نا ر  �ED  .  ل ا      : ,

 ...)()(... 22112211 �������� ���� mmmmmm xxxxx EEDDD  
        0)(  �� nn xE  
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 0...... 2121  �  � �    � �� nmmm EEEDDD  
 )0(0  c�� � UUz  

UUVيؤدي إلى ا   (1) ل ا   c�    والذي ياين اU c     مU . � 

 11-33نتيجة 
،     لل مة    ل فمةا   V ماً      اً ما  ما  م     ذو     من ص  Uإذا لا   

U او ل فرق ي ج  لص     موUV dimdim � . 
 البرهان

U لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا   إذا c  م   ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةاً لةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةU    ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة  ،UUW c�     ع  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةص  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة .
UUV c� dimdimdim  ن   و(a 27-11. ) 

UVUعةةةذا يةةةؤدي إلى ا   dimdimdim � c ع ةةة   . و ل ةةةا  ن ةةةج  قةةة  حصةةة نا
 �الن   و . 

الن   و الوا قو  اين ا  ل ا الم   ةا  لفمةا     ة  مةا يةا نفة  الا ة  . مةا   ةو 
 اخرى المتال ال ا  ياين ا  الم    ل   وح  اً .

 15مثال 
FV)2(اع ةةةةةةةةةة    ^. ولةةةةةةةةةة  ا    `FU � DD |)0,(  ،^ `FU � c EE |),0(  

^و  `FW � DDD |),  .U  ،U c  وW  عةةةةةة   مةةةةةةا ا      ةةةةةةو مةةةةةةاV  وعةةةةةة  مجلةةةةةة ة
ع ة  الة  ة  . ع  ةص  ة     ة  لةل  مةا  من ةا يوةاوي  (1 ,1)و  (1 ,0)،  (0 ,1) لم   ةا  
),0()0,(لنأخةةةذ واحةةة  .  ED   �c�� zUUz  لةةةا ق ال نا ةةةرF�ED,  عةةةذا ،

00يةةةةةةةؤدي إلى ا    �  zED    0(، ع  ةةةةةةةص  ةةةةةةة( c� UU   وعةةةةةةةذا يةةةةةةةؤدي إلى ا
UUUU c� c� : عن  ذ 

 UUVUUUU c� � � c� c� 211dimdim)dim(  
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Uوالذي يؤدي إلى ا   c     عج مU : مرة اخرى . 
 ),()0,( EED   ��� zWUz  

 وعج يؤدي إلى ا  : ,F�EDلا ق ال نا ر 
 )0(00  �� �  WUzED  

WUVمةةةةرة اخةةةةةرى  ج ةةةةة نا إلى ا    ايمةةةةةاً ، و ل ةةةةةا   Uعةةةةةج مةةةة     W. ع  ةةةةص  ةةةةة     �
U c  ،W  ا م   ين    فين لة U . ًوي م  ما ذل  انص م     ما       ل   وح  ا . 

 
 تمرين محلولة

 
 1تمرين 

انةةةةةةةص ة ةةةةةةةجع ماا ةةةةةةةر )داخ ةةةةةةة ( لفمةةةةةةةا ا ص ا    ةةةةةةةو  FVيقةةةةةةةال لفمةةةةةةةا  م   ةةةةةةة  تعريفففففففف   
nWWW ,...,, nWWWV، وي  ةة  ع ةة  الصةةج ة  21 إذا لةةا   مم ةةا  ل ا ةةو  21... ���

Vvلل عنصر  ¦  ريقو واح ة وواح ة  قإ  لصج ة  �
 

n

i
iw

1

iiح ث   Ww � . 

nWWWVا اجم انص إذا لا    ل اا ا  الآ  و م  ا ئو :،     ا 21... ���
(i) nWWWV ��� ...21 . 

(ii)  ل لni dd1     )0(
1

 

z
 
�
n

ij
j

ji WW . 

(iii)  ل لii Ww �     ¦
 

 � 
n

i
ii ww

1

00 

(iv)  إذا لانةةةةةةجم ا  جعةةةةةةو^ `iki
i i

BbB niل ةةةةةةل  iWقاعةةةةةة ة ل فمةةةةةةا    1,..., dd1    ةةةةةة  ،

�
n

i
iB

1 

�. ]يقص     جعو  Vعج قاع ة ل فما   
n

i
iB

1 

 الم   ا  : 
 n

k
n

kk n
bbbbbbb ,...,,...,,...,,,...,, 1

22
1

11
2

1
1 2

 



 
 
 

 عشر الحاديالفصل 

 

556 

 الحل
)()( iii � 

¦ل  ا 
z
 

��

ij
j

ji WWx
1

      .iwx  ، لذل  :  

 nii wwwwwx ������ �� ...... 1121  

iiح ث  Ww ni   ا  �  ومن ا لصل ع   ا  :  2,1,...,
 niii wwwwww ������ ������� �� ......0...00...00 1121  

iiح ث  ix  ريقو واح ة  قإ ل   جع عنا ر  xووا انص يم ا ل ا و  Wx � :     
 0...... 1121         �� niii wwwwww  

¦و ل ا   x 0عذا يؤدي إلى ا  
z
 

 �
n

ij
j

ji WW
1

)0( . 

)()( iiiii � 
21...0ا رض ا    ��� nwww  ح ثii Ww  عذا يؤدي إلى ا  : �

 )......( 1121 niii wwwwww ������� ��  

¦وال نصر ب ال  ين ين    إلى  iWين    إلى  iwاي إلى ال وا  ال نصر 
z
 

n

ij
j

jW
1

 . 

 م  ققو . (iii)، اي ا   iw 0نو ن ج ا   (ii)حو  
)()( iiiiv � 

Vvل  ا  ¦ا ا  . و �
 

 
n

i
iWV

1

      ،¦
 

 
n

i
iwV

1

iiح ث   Ww � . 

 ، وعذا يؤدي إلى ا  : iWقاع ة ل فما   iBحو  الفرض 

¦
 

� 
ik

j

i
j

i
j

i
ji Fbw

1

, OO  
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¦¦
  

 �
n

i

k

j

i
j

i
j

i

bv
1 1

O  

�والذي ياين ا  
n

i
iB

1 

 . V جل   

¦¦الآ  
  

 
n

i

k

j

i
j

i
j

i

b
1 1

0O   ما لجFi
j �O ¦

 

 �
n

i
iw

1

0 

¦ح ث 
 

� 
ik

j
i

i
j

i
ji Wbw

1

O . 

niwi (i)حو   dd� � 10 
 nikji

j ,...,2,1,...,2,10  � � � O  

�وع  ص     
n

i
iB

1 

�. و ل ةا   ة    V  ةو موة ق و خ  ةاً مةا ة جعو     
n

i
iB

1 

قاعة ة ل فمةا   

V . 
)()( ivi � 

Vvلنفرض ا    يم ا ل ا  ص   ريق ين ع     ل ة جع عنا ر لالآتي : �

 ¦ ¦
  

c  
n

i

n

i
ii wwV

1 1

 

iiث ح  Ww �c  وiw ¦
 

 c��
n

i
ii ww

1

0)( 

 ¦ ¦
  

 c 
i ik

j

k

j

i
j

i
ji

i
j

i
ji bwbw

1 1

, PO  

Fiع  ةةةاً    
j

i
j �PO niح ةةةث ل ةةةل  , ,...,2,1   ،^ `ikii

i i
bbbB ,...,, قاعةةة ة ل فمةةةا    21

iW عن  ذ . ¦ ¦ ¦ ¦
    

 
»
»
¼

º

«
«
¬

ª
��c  

n

i

n

i

n

i

k

j

i
j

i
j

i
jii

i

bwwv
1 1 1 1

0)( PO 

�وا ا  
n

i
iB

1 

     : Vقاع ة ل فما   
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nikj i
i
j

i
j ,...,2,1,,...,2,10)(   � � PO  

nikj i
i
j

i
j ,...,2,1,,...,2,1   � � PO  

niww ii ,...,2,1 �c �  

nWWWVإذا  ��� ...21 . 

 2تمرين 
nn  الوةة و عةةج الفمةةا  الم   ةة     ةةا المصةةفج ا  ذا /nRلةة  ا   u  ع ةة  حقةةل

ة جعةةو ل ةةا المصةةفج ا  الم نةةامرة )الم  ا  ةةو( ب  Uالأعةة اد الحق ق ةةو .  ةةرعا انةةص إذا لانةةجم 
nR/  وV  ة جعةةو المصةةةفج ا  م يالفةةةو ال نةةةامر بnR/    ةة V و U  مةةةا     ةةةا   مةةةا ا 
nR/ بح ث VURn � / . 

 الحل
nnالمصةةفج و الصةةفريو مةةا الوةة و  nOمةةا الجاضةة  ا    u   مصةةفج و م  ا  ةةو ، اي ا

U  ة جعو    خال و . ل  اR/�ED,  ،UYX �, :     
 YXYXYX EDEDED � � � ***)(  

 المصةةةةةةفج و  (transpose)تمتةةةةةةل حةةةةةة ود  A*مصةةةةةةفج  ا  م  ا   ةةةةةةا  )لاحةةةةةة  ا   Yو  Xلأ  
A. ) 

 . /nR ما       ما  Uعذا ي   ا   
  ةةةةةةةةج  م يالفةةةةةةةةو ال نةةةةةةةةامر إذا و قةةةةةةةةإ إذا لةةةةةةةةا   X   ا ةةةةةةةة  حق قةةةةةةةةو ا  المصةةةةةةةةفج و  

XX  . /nRما       ما عج ايماً   Vونج  ا   * �
nRAلنفةةةةةةةةةةرض الآ  ا    )()(. عن  ةةةةةةةةةةذ  �/ *

2
1

2
1 AAAAA ��� ، ح ةةةةةةةةةةث  

> @ )()( *
2
1**

2
1 AAAA  و : � �

 > @ YXAAAAAAA � ��� � � )(
2
1

)()( **
2
1**

2
1  
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UAAXح ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةث  �� )( *
2
1  ،VAAY �� )( *

2
وعةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةذا يةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةؤدي إلى ا   1

VURn � / . 
VUXالآ  إذا لا   ��     XXXX �  ** , 

nOXXX  �� � 2  
nOX  �  

^إذاً  `nOVU VURnوع  ةةةةةةص  ةةةةةة    �  )ن   ةةةةةةو لةةةةةةذل  يم ننةةةةةةا القةةةةةةجل ا  لةةةةةةل .  / �
ال  اةةةة  عن ةةةةا   ريقةةةةو واحةةةة ة وواحةةةة ة  قةةةةإ   و يم ةةةةا ةةةةحق قمصةةةةفج و مر  ةةةةو عنا ةةةةرعا اعةةةة اد 

   ا  و ومصفج و م يالفو ال نامر( .ل   جع مصفج و م

 3تمرين 
ا ةةا موةة ق و إذا لةةا   FVمةةا  مةةا  م   ةة   3Vو  VV,21يقةةال ل فمةةا ا  ا    ةةو  

¦
z
 

 �
3

1

)0(

ij
j

ji VV  3,2,1ل ل i . 

321 ةةةين انةةةص إذا لانةةةجم   ,, VVV    0( مةةةا ا      ةةةو موةةة ق و  ةةة( � ji VV  ل ةةةل
ji z  ،3,2,1 . ًوما ثم اذلر متالًا لا ا  ا  ال    ل    لمرو ة     ا 

 الحل

jiوا انص إذا لا    z     ¦
z
 

�
3

1
ij

j
ji VV . 

 ¦
z
 

 �� ����
3

1

)0()0(

ij
j

jijiji VVVVVV  

إذاً إذا لانجم عنةاك  ة ث  مةا ا      ةو موة ق و ،  ة    قةا ا اي  مةا ين  ة   ين    فةين 
 . وتنجض  ا  ال    ل    لمرو ة     اً . )0(من ا ي ج  عج 
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3RVل  ا  1)0,0,1(ول  ا   /  e  ،)0,1,0(2  e  3)1,0,0(و  e . 
11 �!لنأخةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةذ  eV  ،!� 22 eV  !و��213  eeV   مةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةا الجاضةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة  ا .

)0(21  � VV . 
 الآ  :

 )( 2122131 eeexVVx �  ��� OO       ( R/�21, OO  (لا ق 
 0)( 22121  ��� ee OOO  

 0, 221   � OOO   ( 3R/ ^ ة جعو     و مو ق و خ  اً ما  `21, ee  (لأ  
 0 � x  

031وع ذا يتاجم ا    � VV . 
32)0( لمتل يم ا ا  نتاجم ا    � VV   213، لذل VVV  لأنص : ��

 ReexVx /�� �� 12113 ),( DD  
   212111 VVxee ���� DD  

)()0( ل ا       3213 z �� VVVV . 
321وع ذا     الفما ا  ا    و  ,, VVV . ل وجم مو ق و 
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 تمارين
 

3RVاع ةةةة  الفمةةةةا  الم   ةةةة   -1 المجلةةةة ة  V. حةةةة د م   ةةةةا  الفمةةةةا ا  ا    ةةةةو   /
 . V   جعا  ا    و الآ  و ما 

 (a) ^ `)0,1,0(),0,0,1( 
(b) ^ )̀15,1,3(),0,2,4(),3,1,1( ����� 
(c) ^ `)0,1,0(),0,1,1( 
(d)  حق ق ين ثا  ين و   فين ل  دياD  وE . 

^ `),,1(),,,1( 22 EEDD  

لاحةة  ا  مةة     مةةا     ةة  م  ةة  لةة   وح ةة اً .    ةةا ي ةة  نةةذلر م   ةةاً    إجابففة]
 . (d)و  (c)،  (b)،  (a)واح اً ل ل ما الفما ا  ا    و المجل ة    جعا  

(a) !� ^ (b)و  )1,0,0( �! (c)و  0` �! (d)و  )1,0,0( )1,0,0(] 
  Bايةةةو ة جعةةةو     ةةةو مةةةا  1B. إذا لانةةةجم  FVقاعةةة ة ل فمةةةا  الم   ةةة   Bلةةة  ا  -2

المجلةةةة   V،  ةةةةرعا ا  الفمةةةةا  ا   ةةةة  مةةةةا  1B ةةةة  الةةةةذي  جلةةةة ه الفمةةةةا  ا    Wو 
1BB   جعو   . Wعج م    ل فما   �

. او ةةةةة  قاعةةةةة ة  /3Rموةةةةة ق   خ  ةةةةةاً ب  )4,1,2(،  )1,0,1(ا اةةةةةجم ا  الم   ةةةةةا   -3
تحةةجي عةةذا  الم   ةا  . اتةة ي   القاعةة ة نفوة ا ميجةةاد مةة    ل فمةةا   /3Rل فمةا  
�!ا       . /3Rما  )1,0,1,()4,1,2(

^  إجابة ] )̀1,0,0(),4,1,2(),1,0,1(  ،!� )1,0,0(] 
 مةاً   Wو  n مةا  م   ة  ذو   ة   FVعنصةراً ولة  ا  qحقً  يةجي  Fل  ا  -4

mnذو      FV    اً ما   ؟ Vب  W. ل  م   ا ل فما   !
)(  إجابة ] mnmq �] 
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 مةةةا ا      ةةةا  ي ةةة  لةةةل  1V  ،2V. إذا لةةةا   n مةةةاً  م   ةةةاً ذو   ةةة   FVلةةة  ا  -5
من  ا ال  ما 

2
n   21)0(.  رعا ا z� VV . 

zyxلةةة  ا  -6 FVعنا ةةةر ب  مةةةا  م   ةةة   ,, c  ولةةة  ا .NML  مةةةا ا      ةةةو  ,,
zyxمجلةةة ة  ل نا ةةةر  zyxع ةةة  الة  ةةة  .  ةةةرعا ا   ,,  Fموةةة ق و خ  ةةةاً ع ةةة   ,,

NMLإذا و قإ إذا لانجم   مو ق و . ,,
. إذا لةةةةةةةةةا  :  /Rالفمةةةةةةةةةا  الم   ةةةةةةةةة     ةةةةةةةةةا الةةةةةةةةة وال الحق ق ةةةةةةةةةو ع ةةةةةةةةة   Vلةةةةةةةةة  ا  -7

^ `)()(|1 xfxfVfV ^و   ��  `)()(|2 xfxfVfV  ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةرعا ا    �� �
21,VV  ما ا      ا  ما V   21وا VVV �  . 

21بح ةث ا   V ما ا      ا  ما  مةا  م   ة   VV,21ل  ا  -8 VVV .  ة ذا    �
21 م   ةاً ل فمةا  Wلةا   VV WVVV]اي ا   2Vمةا  � �� )( [ .  ةرعا 212
WVVا   � 1 . 

21. إذا لةةةا   F مةةةاً  م   ةةةاً ذو   ةةة  من ةةةص ع ةةة  حقةةةل  Vلةةة  ا  ** -9 VVV �   
 .  رعا ا  : Vاي  ما       ما  Lو 

LLVLVVL dim)]()dim[(dimdim2 21 d���d�  

 ةةرعا  ع ةةا  متةةال انةةص تحةةجم  ةةرو  م  نةةو مةةا الم  ةةا إيجةةاد  ةة ث  مةةا ا      ةةو  -11
321 ,, VVV      ما  ما  مFV     ذو     منFV : بح ث 

133221 VVVVVVV � � �  

 ؟ Vما الذي يم ا ات ن ا ص حجل     الفما  
 ع د       و  [ Vdim   إجابة]
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 المصفوفات وتغيير القواعد -6
 )قاعدة مرتبة(   11-34تعريف 
ًونيـــــ    �nع  ئـــــم تب ًونيـــــ   ـــــ     nفضـــــاءه ًتجهـــــاه ه    ـــــ  ً تـــــ   FVلـــــ     

),...,,( 21 nxxx    لمتجهــــــاتFV ً   ــــــة ل فضــــــاء يســــــدة ماعــــــ ــــــع ا د عــــــة  FVونيب إها كا 
^ `nxxx ,...,, ،  ع  ـ  ففـي ماعـ   ًونيبـة ، نيوني ـ  ال  اخـو ي  ـم    FVهي ماع   ل فضاء  21

ـــــــا  إها كـــــــا   ـــــــة  ـــــــب   الم  ـــــــا  ب ع  FV)3(الاعتب ـــــــ  ت     ^، فإ  ـــــــا     `321 ,, eee   ح ـــــــ
)0,0,1(1  e  ،)0,1,0(2  e  ،)1,0,0(3  e  هـــي ماعـــ   ل فضـــاءV   ب ع  ئـــم كـــ  ًـــ

),,(المونيبـــــات ال    ـــــة  321 eee  ،),,( 312 eee  ،),,( 231 eee اء هـــــي ماعـــــ   ًونيبـــــة ل فضـــــFV  ب
لاحــأ ت  المونيبــات ال    ــة الــ  . وت فــة ب  ع  ــ  فهــي م اعــ  ًونيبــة وت فــة ل فضــاء المتجهــي 

FV ب 
إ  ًفهــ ا العاعــ   المونيبــة ًف ــ  نــ اه   ً امتــة الممــف فات  هــما ًــا   ــ ب الع ــاا  ــ   

   هما الب   ب
),,...,(لــــــــــ     21 nxxx  ماعــــــــــ   ًونيبــــــــــة   تـــــــــــة لفضــــــــــاء ًتجهــــــــــيFV     لـــــــــــ  ،

),...,,( 21 ryyy  تبr-    ًوني  ً  ًتجهاتFV    بما ت  كـ  ع مـو ،V   يم ـ  الت بـ
nxxxتجهات ع    طويعة  اح   فعط كترك    طي ل د ,...,,  ي    : 21

¦
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),,...,(مف فة ، بممف فة نيسدة همه الم 21 ryyy  بال سبة إلى),...,,( 21 nxxx ب 
)(نيمكو ت   يعا  ع  ًمـف فة  ijD  ة هات  ـnn u   ع ـة حعـF   تنهـا ًمـف فة  ـ  ً فـود

)(إها  نــــــــــــــــــــــــــــ ت ًمـــــــــــــــــــــــــــــف فة  ijE  هات  ـــــــــــــــــــــــــــــ ةnn u  ع ـــــــــــــــــــــــــــــةF   بح ـــــــــــــــــــــــــــــ  ت
)()()()( ijijijij I DEED ب  ــــوه  اا  ًــــا  Fلمحايــــ   ع ــــة هــــي الممــــف فة ا I، ح ــــ     

 بي ي

 11-35نظرية 
),,...,(لـــــــــــــــــــــــــــت     21 nxxx  ماعـــــــــــــــــــــــــــ   ًونيبـــــــــــــــــــــــــــة ل فضـــــــــــــــــــــــــــاء المتجهـــــــــــــــــــــــــــيFV  

  ),...,,( 21 nyyy  تبn�    ًوني  ً  ع اخـوFV   ب ع  ئـم ي ـ  ),...,,( 21 nyyy    ماعـ
),,...,(إها  فعـــط إها كا ـــع ًمـــف فة  FVًونيبـــة ل فضـــاء  21 nyyy  ســـبة إلى ),...,,( 21 nxxx 
    ً فود  ب

 البرهان
)(لت     ijD  ًمف فة),...,,( 21 nyyy  س  إلى ),...,,( 21 nxxx   ب ا ـت اداه ل ت ويـ

 فإ  :
 ¦
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),,...,(لت    21 nyyy  ماع   ًونيبـة ل فضـاءFV    لـت )( ijE  ًمـف فة),...,,( 21 nxxx  سـبة 
),,...,(إلى  21 nyyy :     ف 
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¦ًــ  يح ــة ت ــو  فــإ  
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)()( ع    فإ   ijijli EDG )()(ب تب ت     ijijI ED    ب  بالم   فإIijij  )()( DE ب 
)(إهاه  ijD ًمف فة    ً فود  ب 

)( بال  ــــك لــــت    ijD     1ًمــــف فة  ــــ  ً فــــود)()( � ijij DE  ع  ئــــم  ســــت تج ت ــــ   ب ،

ni ¦ فإ   2,1,..., ¦ ¦
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ED 

��!إهاه  ni yyyx ,...,,  ب iل    21
nyyyV �! ع  ـــ  فـــإ   ,...,, nVب  بمـــا ت   21  dim  فـــإ  المتجهـــات ،nyyy ,...,, 21 

),,...,(، إهاه  Vنيتــ   ماعــ   ل فضــاء المتجهــي  21 nyyy  ماعــ   ًونيبــة ل فضــاءV  ه ــما  ،
 �ي د  البرها  ب 

 11-36تعريف 
ــــــــــــــة  نيســــــــــــــدة  ),,...,(العاعــــــــــــــ   المونيب 21 neee  ل فضــــــــــــــاء المتجهــــــــــــــي)(nF   ــــــــــــــ ح 

)0,...,0,1(1  e  ،)0,...,0,1,0(2  e  ، 0,0,...,1,0(، ببب( ne  بالعاعــــــ   الع ا ــــــ ة
 ب nF)( الم  ا ية  ل فضاء 
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 15مثال 
1)0,0,1(ب لـــــــــت    F)3(اعتـــــــــبر    f  ،)0,,1(2 D f  ،),,1(3 ED f   ح ـــــــــ

ED,    ع اخو    خفويةF ب 
),,(يم ــــ   ســــه لة  ذيــــة ت  هــــمه المتجهــــات ًســــتع ة  ط ــــاه ب  ع  ــــ  فــــإ   321 fff 

 ب Vًونيبة ل فضاء المتجهي ماع   
),,(لـــت    321 eee  العاعـــ   الع ا ـــ ة ل فضـــاءV   ت 1)0,0,1(ب بمـــا    e  ،)0,1,0(2  e  ،

)1,0,0(3  e 32111 نحم  ع ة .0.0.1 eeeef ��   
3212 .0..1 eeef �� D  

  3213 ...1 eeef ED ��  

),,(لما فإ  ًمف فة  321 fff  بال سبة إلى),,( 321 eee هي 
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§

��
 

E
DD0
111

A 

32111 بما ت  .0.0.1 ffffe ��   
32

1
1

1
2 .0.. fffe ��� �� DD  

3
1

2
1

13 ...0 fffe �� �� EE  

),,(فإ  ًمف فة  321 eee سبة إلى بال ),,( 321 fff هي 
¸̧
¸
¸

¹

·

¨̈
¨
¨

©

§

�
�

 
�

��

�

1

11

1

00
0

01

E
ED

D
B 

 ب AB �1إهاه  

 11-37نظرية 
)(ب إها كا ــع  nفضــاءه ًتجهــاه ه    ــ   FVلــ      ijA D     هــي ًمــف فة العاعـــ

),...,,( 21 nfff ل ســـبة إلى العاعـــ   با),...,,( 21 neee   ت )( ijB E     هـــي ًمـــف فة العاعـــ
),...,,( 21 nggg  بال ســــبة إلى),...,,( 21 nfff  ــــإ  ًمــــف فة ),,...,(، ف 21 nggg  بال ســــبة إلى
),...,,( 21 neee  هيAB ب 
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EDJ   ع  ــــــ  فــــــإ )()()( ijijij EDJ ),,...,(، إهاه ًمــــــف فة    21 nggg 

),,...,(ت  إلى  سب 21 neee هي ABijijij   )()()( EDJ 
 � هما ي بع ال ظوية ب 
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 مسائل
 

),,...,(   nفضـــــــــــــاءه ًتجهـــــــــــــاه ه    ـــــــــــــ   FVإها كـــــــــــــا   -1 21 neee  ـــــــــــــة  ماعـــــــــــــ   ًونيب
),,...,()( ،  وه  ت  الوا   FVلـ  21 ijnfff Dl 

 دد عــــة ل ــــ   FVهــــ  ني ــــا و تحــــادب  ــــين دد عــــة ل ــــ  الع اعــــ  المونيبــــة ل فضــــاء 
nnالممف فات    الم فود  هات الس ة  u  ع ةF    ح ،),...,,( 21 nfff    ماعـ

)(   FVًونيبة ل فضاء  ijD  ًمف فة),...,,( 21 nfff  بال سبة إلى),...,,( 21 neee ب 
3RVلــــــ     -2 ),,(ب ت نــــــ  ًمـــــــف فة العاعــــــ   المونيبـــــــة   / 321 fff    ســــــبة ل عاعـــــــ 

),,(الع ا  ة  321 eee  ل فضاءFV  321ع  ًا ,, fff : ني    ً طا  كدا ي ي 
(i) )sin,cos,1(1 xxf    ،)0,0,1(2  f  ،)cos,sin,1(3 xxf �  

(ii) )0,1,2(1  f  ،)1,2,0(2  f  ،)2,1,0(3  f ب 
),,(   ك  حالة ت ن  ًمف فة  321 eee  بال سبة إلى),,( 321 fff ب 

),,(ًمف فتا    إجابة] 321 fff  سبة إلى ),,( 321 eee : هما 

(ii)   
¸
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cos0sin
sin0cos
111

 

مف فتا   ً),,( 321 eee  سبة إلى ),,( 321 fff : هما 

[(ii)   
¸̧
¸
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·
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3
1
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1

3
1

3
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nFV)(ت نـــ  ال ـــ د ال  ـــي ل ع اعـــ  المونيبــــة ل فضـــاء  -3  qحعـــ   ــــ ب  Fح ـــ    
 ع مواه ب

)1()()(   إجابة] 1���� nnnn qqqqqب ] 
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 (Inner Product Spaces)الضرب الداخلي    فضاءات -7
إ    اص الفضاءات المتجهـة الـن   متـع   الب ـ د السـا عة اعتدـ ت ت ا ـاه ع ـة  

ـــ   عـــ ا    ـــة ت ـــو    فضـــاء  لـــ  المتجهـــات  جـــوفي ًتجهـــات   م ا ـــ ات ب   هـــما الب 
  ًفـــاه   ًتجهــي ًفترجـــين  نـــ د دالـــة ، ً ــ  الضـــوفي الـــ ا  ي  الم  ـــا  ب هــمه الـــ  ا  ني دـــ

طــ   المتجــ  ، الت اًــ   ــين ًتجهــين  التا يــة  ــين ًتجهــين ب   الب ايــة يبــ   هــما ال ــو   ــ  
ً ئ   ل ك ل  نيطب عات ًباشو  ب  ل     الحع عة ت ـ  يـت دي بح عـة   ـط  ـين التو  ـ   ا ـبر 

فاه   ال هايـة ب فالفضاء المتجهي المت د  ـ "ً  ا " يمبح فضاءه ًترياه ب  ع    يم   ا تخ اا ً
، المتتا  ات  الانيما  ب ً  هلك ف    ستط   الت      همه المد  ات ل  هـا ،   ـ لاه ًـ  
هلـك  ـ ن  وكـت ع ــة المظـاهو ا بريـة وــمه الـ  ا  ب لت جـ ح ال ظويــة ك ـ  في ً عـ    كــ   

ت   ضــوي  نج  ــ  يظهــو اًتــ اداه طب   ــاه لمفــاه   ه   ــ ة ً ــ  الطــ   ، الت اًــ   التا يــة  ع   ــا
 ـــب ل ال دً  ـــة ب لـــما فإ  ـــا   هـــما الب ـــ  لـــ  ء ـــم   ـــين الاعتبـــا  الفضـــاءات المتجهـــة ع ـــة 

هــ  حعــ  ا عــ اد الحع ع ــة ت  الموكبــة ب  Fحعــ  ا ت ــا ب   فضــ  الامتمــا  ع ــة ت  ي ــ   
 الحالـــة ال ا  ـــة يســـدة فضـــاء ًتجهـــي فضـــاء ًتجهـــي حع عـــي    FV  الحالـــة ا  لى يســـدة 

 ًوك  ب
||فـإ   R/�Dإها كا     ملاحظة D  ـت ل ع دـة المط عـة ل  ـ د DDتب ت   Dيوً إها   || 
0tD   DDكا   iyxب  إها كا   D�0ع  ًا  || � � D   ح ـRyx فـإ   ,�

|| D   ت لم  ا   ًع اس ||22، تب ت   Dيوً yx � D ب 

 11-38تعريف 
ــــــــــ  فضــــــــــاء جــــــــــوفي FVيعــــــــــا  لفضــــــــــاء ًتجهــــــــــي   ــــــــــة  ت  دا  ــــــــــي إها  نــــــــــ ت دال

FVVf ou: : تحعق الب يه ات التال ة 
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Vwvuل    �,,  ،F�ED, ب 
IP-1 ),(),( uvfvuf ),(تب الموافق الموك  ل  الة    uvf ب 
IP-2 0),( tuuf   0 ت),(  uuf   0إها  فعط إها كا u ب 
IP-3 ),(),(),( wvfwufwvuf EDED  ب � �
 ب V، نيسدة جوفي دا  ي ع ة  IP-1  ،IP-2  ،IP-3الن تحعق  fال الة 

 ملاحظة
),(),(فــإ   IP-1حســ   -1 uufuuf ),( ع  ــ  فــإ     uuf   عــ د حع عــي ، لــما فــإ

IP-2 ل  ً نى ب 
RFإها كا   -2 ),(),(لا ي ني     ت   IP-1فإ    / uvfvuf  ب  

ت إلى    اصطلاح ),(ً  الم تاد ت  يوً vuf : كح  الوً ز التال ة 
),(;.;| vuvuvu !�  

ت   هما ال تافي   ن  ستخ ا ال �!وً vu  ب |

 16مثال 
),(ل ــــــــ  ع مــــــــوي    bau    ،),( dcv     2C  عــــــــون ،!� vu يســــــــا ب  |

dbca  ب �
dbcavuتب ت   � !� ب تب ت ـ  تحعـق  2Cب   عي ت  هما يم   جوفي دا  ي ع ة  |

 الب يه ات ال   ة ب
IP-1 ! �� � � !� vudbcabdacdbacuv ||  
IP-2 0||||| 22 t� � !� babbaauu  

|0||||0||||0  ت  22   � �� !� babauu 
      0  � ba  
      0 � u  
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IP-3   إها كاC�ED,   2),( Cyxw  فإ  :  �
 ydbxcawvu )()(| EDEDED ��� !��  
          )()( ydxcybxa ��� ED  
          !��!� wvwu || ED  

 فضاء جوفي دا  ي ، تب ت  ادعائ ا خو ح ب 2Cإهاه 
 يت  عاد  ل ضوفي ال ا  ي الع ا ي ب 16الضوفي ال ا  ي الم ون   ً ا  ملحوظة   

 17مثال 
),(2ل     Rbau /�   ،),( dcv  ب عون :  

 bdadbcacvu 4| ��� !�  

�! ��� �! ً  ال اجح ت  vudbdacbcauv |4| 
 كملك :

 2222 424| bababababauu �� ��� !�  
                03)( 22 t�� bba  

|0)(0003  ت  22  �  � ��� !� ubabbauu 
),(2 ت  اه إها كا   Rfew /�    R/�ED, :  فإ 

 edbecawvu )()(| EDEDED ��� !��  
          fdbfca )(4)( EDED ����  
          )4()4( dfdecebfafbeae ������ ED  
       !��!� wvwu || ED  

 فضاء جوفي دا  ي ب /2Rإهاه 

 18مثال 
 د ــ  الــ  ا  المتمــ ة هات العــ   الموكبــة الم وفــة  Cالمتجهــي ع ــة الفضــاء  Vلــ     

Vtgtfب إها كا   ]1,0[ع ة الفتر      ون : ),()(�

 ³ !�
1

0

)()()(|)( dttgtftgtf  
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³³³ ً  ال اجح ت    
1

0

1

0

1

0

)()()()()()( dttgtfdttftgdttftg 

�! �! إهاه  )(),()(|)( tftgtgtf 

³ و ًو  ت  ³ t  !�
1

0

1

0

2 0|)(|)()()(|)( dttfdttftftftf 

)(0 المسا ا  نيتوعق إها  فعط إها كا    tf    ت  اه ل  ،VthC �� )(,, ED :  فإ 

 > @³ � !��
1

0

)()()()(|)()( dtthtgtfthtgtf EDED  

    ³ ³� 
1

0

1

0

)()()()( dtthtgdtthtf ED  

    !��!� )(|)()(|)( thtgthtf ED  

 فضاء جوفي دا  ي ب V تب ت 

 19مثال 
),,...,(ل ـــ   /nRاعتـــبر الفضـــاء المتجهـــي  21 nxxxu    ،),...,,( 21 nyyyV     

nR/   ج ،¦
 

 !�
n

i
ii yxvu

1

 ب |

 11-39 تعريف
فضـاء الضـوفي الــ ا  ي الحع عـي الم تـ  الب ــ  يسـدة فضـاء إم  ــ ب ب  فضـاء الضــوفي 

الموك  الم ت  الب   يسدة فضاء  ح  ياه ب مبـ  ت   عـ ا الت ويـ  التـاد  ـ د ت   طبـ  ال ا  ي 
  ههــ  العــا ه ت ــ  ًــ  اا  فمــاع اه ع ــ ًا  ــت    عــ  نــم  نيو   ــي ل ــ د  ــ   ــال  فإ  ــا 

24 عمــــــ  الع دــــــة الم نبــــــة ل جــــــم  التر   ــــــي    ــــــاءه ع ــــــة هــــــما الانيفــــــا  فــــــإ     لــــــ ك   
 ب �2

 11-40تعريف 
Vv ب ًتج   �!  ي ون ك   v ت  ط    vفإ  ً  ا   � vv  ب |
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Vvحس  الت وي  فإ  ً  ا    ملاحظة   ه  دائداه ع د حع عي     ال  ب �
ت لم  ا     صطلاحا ت  v  وً ||||بالوً v ب 

 11-41تعريف 
Vvuل    ||||فإ   ,� vu  ب ,uvيسدة المسافة  ين  �

ت    اصطلاح ),(  ن  ستخ ا الوً vud ل ت  ل دسافة  ين uv, ب 
 ت مــ  ه ــا م ــ  ه خ بــات  ــ اص ً   ــة ل ضــوفي الــ ا  ي  الــن هــي  ت جــة ًباشــو   

 ب 11-40 الت وي   IP-1  ،IP-2  ،IP-3ل ب يه ات 

 11-42نظرية 
Vxwvuفضــاء جــوفي دا  ــي فإ ــ   د ــ  المتجهــات  Vإها كــا    و ،  ع اخــ ,,,�
F�GJEDالحع    ، ف     : ,,,

(i) !��!� !�� wuvuwvu ||| EDED ب   
(ii) �!��!� !��� xuwuxwvu ||| GDJDGJED  
            !��!� xvwv || GEJE  
(iii) 00||0  !� !� uv  
(iv) VvvuvVuvu �� !� ��� !� ,0|,0,0|  
                 0 � u  
(v) |||||||||| uu DD   

 البرهان
(i)  1ا ت اداه إلى�P/ :  فإ 

!�� !�� uwvwvu || EDED  

!��!� uwuv || ED       (IP-3  حس) 

!��!� uwuv || ED  (حس   اخ ة الموافق)       

!��!� wuvu ,| ED         (IP-1  حس) 
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(ii)   حس IP-3    
�!�� !��� xuxwvu GJZDGJED ||  

!�� xwv GJE |  
 ^ ` ^ �!��!��!� wvxuwu ||, JEGJD  

      `!� xv \G            (i  حس) 

 �!��!��!� wuxuwu ||| JEGDJD  
         !� xv |GE  

(iii) 0|0|0|00|0  !��!� !�� !� vwvuvwuv 
  م    ًتابهة :

 0|0|000|0|  !��!� !�� !� wuvuwvuu  

(iv)   حسIP-2  
 00|0|  � !���� !� uuuVvvu  

 !� !� uuuuu ,||||| 2 DDDDD   (ii  حس)       (v) 

||||||||||إهاه  uu DD  �ب   
فضـاء  /2Rمحععـة  ع  ـ  فـإ   IP-1  ،IP-2  ،IP-3ً  المد   إ بات ت  الب يه ات 

 جوفي دا  ي ب
ت لفضاء جوفي دا  ي ب Vً  اا  فماع اه  ف دا نيبعة ً  هما الب   فإ     ملحوظة  يوً

 )متباينة شوارتز(   11-43نظرية 
Vvuل     |||||||||||، فإ   ,� vuvu d!� ب 
 البرهان

|,|0|0 فإ  الطون ا يسو u 0إها كا    !� !� vvu 
  0||||||0||||||||||   vvu 
||||||||| إهاه  vuvu  !� 
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||||0، فــــــــــــــــــــــإ   0zuاا  افــــــــــــــــــــــو  ت   zu   0فــــــــــــــــــــــإها   ي ــــــــــــــــــــــ|||| zu    كــــــــــــــــــــــا
00|0||||  � !�� uuuu   0،  هما ي امل الفوج ة تzu ب 

u ج 
u
uvvw 2||||

| !�
�  

||||0بما ت   2 tw  0 فإ
||||

|
|

||||
|

22 t
!�

�
!�

� u
u
uvvu

u
uvv 

!�
!�

�!�
!�

�!�� vu
u
uvuv

u
uvvv |

||||
|

|
||||

|
| 22  

  0|
||||

||
2 t!�

!�!�
� uu

u
uvuv  

22

2
2

||||
||

||||
|||

||||
u

vuvu
u
uvv !�!�

�
!�

��  

  0||||
||||

||| 2
4

2

t
!�

� u
u
uv  

0
||||

|||
|||| 2

2
2 t

!�
��

u
vuv  

222 ||||||||||| vuvu d!��  
||||||||||| vuvu d!�� . � 

 ي ش ا نيت بهمه المتباي ة نيسدة تيضاه ًتباي ة ك شملاحظة   

 11-44ظرية ن
 ك  فضاء جوفي دا  ي ه  فضاء ًترب ب

 البرهان
Vvuفضاء جوفي دا  ي ب ل    Vل      ),(||||ج   ,� vuvud  ب  �

),(0بما ت  الم  ا  ع د     ال  ، فإ   tvud :  بتج  لملك ت 
vuvuvuvuvud  � ���� �� 0)(|)(0||||0),(  

),(||||)(|)( � ���! كلمل vuvuvuvud 
  ))(|)(()1()1( !����� uvuv  
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),(||||)(|)( uvduvuvuv  � !���  

||||||||||||  عي ت   vuvu �d�    لVvu  خ بات الادعاء فإ  : ,�
!��� � vuvuvu ||||| 2  

!��!��!��!� vvvuuvuu ||||  
22 |||||||||| vvuvuu �!��!��  

22 ||||)|(2|||| vvuRu �!��  

ت ل جتء الحع عي ل   د الموك   DR)( ح    ب Dيوً
)(||لما كا   DD dR  222 فإ |||||||2|||||||| vvuuvu �!��d� 

22  حس  ًتباي ة ش ا ز  ||||||||||||2|||| vvuu ��d 
22 ||)||||(|||||| vuvu �d��  

|||||||||||| vuvu �d��  

 ق ب ه ما فإ  ادعائ ا محع
Vwvu ت  اه ل    ),(),(|||||||| ي    ,,� wvvuwvdvud ��� � 

||||  حس  ادعائ ا  wvvu ���t 
),(||||),(),( wudwuwvdvud  �t��  

 �فضاء ًترب ب  Vإهاه 
ـــاه ًتـــابهاه     إ  لمفهـــ ا الت اًـــ  تهم ـــة كـــبر    او   ـــة ،  ف دـــا ي ـــي   ـــو  ًفهً 

 ت الضوفي ال ا  ي بفضاءا

 11-45تعريف 
Vvuل     |0إها كا   vعد دب ع ة  uب يعا  ت   ,�  !� vu ب 

،    uعدـ دب ع ـة  vفـإ   vعد دياه ع ـة  uيتضح ً  الت وي  ت   إها كا     ملاحظة
 00|0|0|   !�� !�� !� uvuvvu 
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 11-46تعريف 
ــت  W، فــإ  المــتد  ال دــ دب ل فضــاء  Vفضــاءه نتئ ــاه ًــ   Wإها كــا   ــت لــ  بالوً يوً

W ي ون ك   ا د عة  ^ `WwwuVu �� !�� ,0|| 

 20مثال 
),(2، ت ـــــــ  إها كـــــــا   16كدـــــــا  تي ـــــــا   ً ـــــــا    Cbau �   ،),( dcv ، فـــــــإ    

dbcavu � !� ـــاه لمتجهـــات  , )3,5(،  x )5,3(يم ـــ  جـــوباه دا    iiy ًت اًـــ ا    �
   0)3(5)5(3|  �� !� iiyx ب 

 21مثال 
 ًت اً ا     : tSsin ،tScos، المتجها   18  ً ا  

³ !�
1

0
cossincos|sin dttt SSSS  

     � �³  �  
1

0

1
0 02cos

4
1

2sin
2
1 tdtt S

S
S  

 22مثال 
2RVلـــ     /    ^ `RaaaW فضــــاءه نتئ ـــاه ًــــ   W ئــــم ي ـــ   ع ب  ),(| �/

V  ب  ـــــــــــــــــــــــت دV   تب ت  ل ـــــــــــــــــــــــ   17بالضـــــــــــــــــــــــوفي الـــــــــــــــــــــــ ا  ي الم ـــــــــــــــــــــــون   ً ـــــــــــــــــــــــا
2),(),,( Ryxuyxv /� cc   ض  yyyxxyxxvu c�c�c�c !� 4| 

^  عي ت   `RxxW /� A  ب بما ت  : ),0(|
 RaqpaaWqp /�� !��� A ,0),(|),(),(  

 ، فإ  0zaإها ت مي 
 0004),(  � � ����� A qaqaqaqapapWqp  
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Rr  ب   فإ  : �/
 Waaararraa �� ��� !� ),(,00.40)0,(|),(  

 إهاه ادعائ ا م  تحعق ب

 11-47قضية 
 عــــــــــــق  Vفضــــــــــــاء نتئــــــــــــي ًــــــــــــ   AWفــــــــــــإ   Vًــــــــــــ   W ب فضــــــــــــاء نتئــــــــــــي 

)0( � AWW ب 

 البرهان
�Aً  ال اجح ت    W0   ع    فإAW   دد عة     ال ـة ب  إها كـاA� Wvu, 

  F�ED,   0فــإ||  !� !� wvwu   د ــ A� Ww   ب  ل ــWw ي ــ    �
: 

 A��� !��!� !�� Wvuwvwuwvu EDEDED 0|||  

 ب  ت  اه : Vه  فضاء نتئي ً   AW بالتاد فإ  
 WxWWx ���� A   and  A� Wx  
 )0(00|  �� � !�� AWWxxx . � 

 11-48تعريف 
Xyxتنهــا دد عــة ًت اًــ   إها كــا  ل ــ   Vًــ   xيعــا   د عــة نتئ ــة   فــإ   ,�

0|  !� yx  طالماyx z ب 

 11-49 تعريف
 تنها دد عة ع ا ية ًت اً   ، إها كا  : X   ًVيعا   د عة نتئ ة  

(i)   1||||  x    لXx  ب �
(ii)   0|  !� yx    لXyx yxطالما ت   ,� z ب 
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 23مثال 
 د   ال  ا  الحع ع ة المتمـ ة الم وفـة ع ـة الفـتر   /Rالفضاء المتجهي ع ة  Vل    

 ً  الضوفي ال ا  ي ب ]1,0[

³ �� !�
1

0
,,)()(| Vgfdxxgxfgf  

Nnل    nxxf،   ون  � n S2cos2)(     nxxgn S2sin2)(  افو  ت  :  
 ^ `...,,,,,1 2211 gfgfX   

Nn اجح ت   ل     ي    : �
 ³ ³ �  !�

1

0

1

0

2 )4cos1(2cos2| dxnxdxnxff nn SS  

 1||||1)4(sin
1

1 1
0  � � fnx

n
S

S
 

Nn م    ًتـابهة ل ـ   |1||||1فـإ   �  � !� nnn ggg  إجـافة إلى هلـك إها ،
mnكا   z :  فإ 

(i) ³   !�
1

0
2sin2cos2| dxmxnxgf mn SS  

> @ 0)(2sin)(2sin
1

0
 ���³ dxxmnxmn SS  

(ii)   !� ³
1

0
2cos2cos2| dxmxnxff mn SS  

> @³  ���
1

0
0)(2cos)(2cos dxxmnxmn SS  

(iii) ³ !�
1

0
2sin2sin2| dxmxnxgg mn SS  

> @³  ���
1

0
0)(2cos)(cos dxxmnxnms SS  

Nnكملك ل    ³ فإ  �   !�
1

0
02cos2|1 dxnxf n S 

  ³   !�
1

0
02sin2|1 dxnxgn S 

 ب Vدد عة نتئ ة ع ا ية ًت اً   ً   X ع    فإ  
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 24مثال 
1)1,0(ًـــ  الضـــوفي الـــ ا  ي الع ا ـــي ب إها ت ـــمي  2Cاعتـــبر    e  ،)0,1(2  e 

^فإ   `2,1 ee 2ً   ً  دد عة نتئ ة ع ا ية ًت اC     ، 
10.01.1| 11  � !� ee  

,01.00.1 كملك 21  � !� ee 

 11-50قضية 
 تية دد عة ًت اً   لمتجهات    خفوية ني    ًستع ة  ط اه ب 

 البرهان
 بالمـــــــ  ة  Vتيـــــــة دد عـــــــة نتئ ـــــــة ًت اًـــــــ     فضـــــــاء جـــــــوفي دا  ـــــــي  Xلـــــــت    

X�0    ب لتXvvv k �,...,, 21   Fi �D  ،   بح¦
 

 
k

i
ii v

1

0D ب 

^  ب `kj ¦فـــــــــــــــــإ   �2,1,...,
 

 !�
k

i
jii vv

1

0|D     0|  !� ji vv  ـــــــــــــــــ ًا ع 

ji z  0|  !�� jjj vvD 
,0 بمـــا ت   z!� ji vv    0zjv   0 ســـت تج ت jD   بالتـــاد فـــإ  ،kvvv ,...,, 21 

 �ب  Vً   دد عة نتئ ة ًستع ة  ط اه  Xب  ت جة لملك فإ   Fًستع ة  ط اه ع ة 

 11-51نتيجة 
^إها كا ـــع  `jv   ـــة ًت اًـــ   ًـــ ـــة ع ا ي هـــمه  jv، فـــإ  المتجهـــات  Vدد عـــة نتئ 

ــــــــــة  ــــــــــاه ع  ــــــــــك إها كــــــــــا   Fني ــــــــــ   ًســــــــــتع ة  ط  ¦ب إجــــــــــافة إلى هل
 

 
n

i
ii vw

1

D   ــــــــــإ ف

!� ii vw |D    ل^ `ki  ب �2,1,...,
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 البرهان
 ا تء ا    ي تج ً  العض ة السا عة خ بات ب ا تء ال ا  لاحأ ت  :

¦¦
  

 !� !� !�
k

j
iijj

k

j
ijii vvvvvw

11

||| DDD  

   0|  !� ij vv  ع  ًاji z   1||||| 2  !� iii vvv  ب� 

 1-52قضية 
^إها كا ــــع   `kvvv ,...,, فإ ــــ   ب ًتجــــ   Vدد عــــة نتئ ــــة ع ا يــــة ًت اًــــ      21

Vv ¦ي ــ    �
 

!� 
k

i
ii vvvv

1

، تجـــ  إلى هلـــك إها   ivعدـــ دياه ع ــة كـــ  ًتجــ   |

��!كــــــــــــــا   kvvvy ,...,, ¦فإ ــــــــــــــ  إها ت ــــــــــــــمي  21
 

!�� 
k

i
ii vvyyz

1

فــــــــــــــإ   |

0|||| zz  إها ت ــــــمي 
||||1 z

zvk ــــــإ   �  ^ف `121 ,...,, �kvvv  ــــــة ع ا يــــــة ، دد عــــــة نتئ 

 ب Vًت اً   ً  

 البرهان
^لـــــــــــــــــــــ     `kj |0ف دـــــــــــــــــــــا ت   �2,1,...,  !� ji vv  ع ـــــــــــــــــــــ ًاji z   ت 

1|  !� ii vv  فإ ¦
 

 !� !!���
k

i
jjii vvvvvvv

1

0||)|( 

  ع    فإ  ا تء ا    م  تم إ باني  ب
��!اا  افو  ت   kvvvy ,...,, ||||0 ت   21  z   ح 

 ¦
 

!�� 
k

i
i vivyyz

1

|  

¦ت   z 0هما     ه ي دب إلى ت  
 

!� 
k

i
ii vvyy

1

 ب |
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ــــــــــــــ  هلــــــــــــــك فــــــــــــــإ    ًy   نيوك ــــــــــــــ   طــــــــــــــي ًــــــــــــــivki ),...,2,1( ،   بــــــــــــــا   ت ــــــــــــــو    
!�� kvvvy ,...,, ||||0 هــــما  ــــ ن الفــــو  ،  بالتــــاد فــــإ   21 zz ل ــــي   دــــ   ب

1|0البرهـــــــــــــــــــــــــــا  ع   ـــــــــــــــــــــــــــا ت   بـــــــــــــــــــــــــــين ت    !� � ik vv   ل ـــــــــــــــــــــــــــki ,...,2,1    
1, 11  !� �� kk vv ب 

|0حس  ا تء ا      !� ivz    لki   ل    2,1,...,
!� !� !� � iiik vz

z
v

z
zvv |

||||
1

|
||||

|1  

1|0 ع    ي      !� � ik vv    لki  ب  2,1,...,
|1  ت  اه 

||||
1

||||
|

||||
|

211  !� !� !� �� zz
zz

z
z
zvv kk 

 � ه ما فإ  العض ة م  تم إ باتها ب 
  اا   توح الطويعة المته    لب اء ماع   ًت اً   ب

  لفضــــاء جــــوفي دا  ــــي ه    ــــ  ً تــــ  بادئــــين  تب دد عــــة ع ا يــــة ًت اًــــ   ً لــــ  
  عاع   ً طا  ب همه الطويعة نيسدة عاد   طويعة نواا شم  ت ل ت اً  ب

 11-53نظرية 
     ً ت  ل  ماع   ع ا ية ًت اً   ب ك  فضاء جوفي دا  ي ه  

 البرهان
ب بمــــا ت  كــــ  دد عــــة ع ا يــــة ًت اًــــ    nفضــــاء جــــوفي دا  ــــي ه    ــــ   Vلــــ     

nVني ــــــــ   ًســــــــتع ة  ط ــــــــاه  ت    dim    فإ  ــــــــا نحــــــــا   إ ــــــــاد دد عــــــــة ع ا يــــــــة ًت اًــــــــ
^ `nfff ,...,,   هما ي دب إلى المط  في ب 21

^اا  لت    `neee ,...,,  ب Vماع   ل فضاء  21
11 ب ت   ج   ev 01ب بما ت     ze   0، فإ|||| 1 zv  ك ـم  ،

|||| 1

1
1 v

v
f   

|1 و  ت   11  !� ff ب 
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��!بمــــــــــــــــا ت   12 fe  ــــــــــــــــ  ي نــــــــــــــــ  ًتجــــــــــــــــ   11-52، حســــــــــــــــ  العضــــــــــــــــ ة فإ 

11222 | ffeev ||||0 ت    ��! 2 zv   إها كــا 
|||| 2

2
2 v

v
f ^فــإ     `21, ff  هــي

^إلى ت  باخجــافة  Vدد عــة نتئ ــة ع ا يــة ًت اًــ   ًــ   ` !�� 2121 ,, eeff   ب  ــ عي ت
!�� 213 , ffe ب 

,F�21إها كــــا  الادعــــاء  ــــ  خــــو ح فبإً ا  ــــا إ ــــاد  OO   تحــــ هما ع ــــة ا مــــ
22113يخت   ع  المفو بح   ي     ffe OO  هما ي دب إلى ت  :  �

1
21

11
2

2

22

1

31
3 ||||||||

|
||||||||

e
vv
fe

v
e

v
e

e
!�

�� O
OO  

 ي ن  ًتج  11-52لعض ة ًو     ة  حس  ا
 22311333 || ffeffeev !��!��  

||||0 ت   3 zv  إها ت ــــمي 
|||| 3

3
3 v

v
f ^فإ ــــ     `321 ,, fff  هــــي دد عــــة نتئ ــــة ع ا يــــة

^كملك فإ    Vًت اً   ً   ` !�� 321321 ,,,, eeefff ب 
  تاء دد عة ع ا ية ًت اً   :اا  افو  ت  بإً ا  ا إ 

 ^ ` !�� ri eeefff ,...,,,...,, 2121  

ــــــة ت   ــــــ فك ا  ــــــ  في الســــــا ق يم ــــــ   ���!البره ــــــة ع  ni fffe ,...,, ب  211

¦ي نــــــ  ًتجــــــ   11-52حســــــ  العضــــــ ة 
 

��� !�� 
i

k
kkiii ffeev

1
111 ًــــــ  كــــــ    |

0|||| 1 z�iv   
|||| 1

1
1

�

�
�  

i

i
i r

r
f   فـــــــإ^ `121 ,...,, �ifff  ـــــــة ـــــــة ع ا ي هـــــــي دد عـــــــة نتئ 

هــي ًســتع ة  ط ــاه  ت   Vب بمــا ت  كــ  دد عــة نتئ ــة ع ا يــة ًت اًــ   ًــ   Vًت اًــ   ًــ  
nV  dim    فــــإ  هـــــمه ال د  ــــة نيت مـــــ  ب ع ــــ ها نحمـــــ  ع ــــة دد عـــــة ع ا يــــة ًت اًـــــ ،

^ `nfff ,...,, V    nVب هـــــمه ا ـــــ  ماعـــــ   ل فضـــــاء  21  dim    بالتـــــاد ني نـــــ  ماعـــــ 
 �ب  Vع ا ية ًت اً   ل فضاء 
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 25مثال 
< د ــ  ك ــ ات الحــ  د    /Rالفضــاء المتجهــي ع ــة  Vلــ      @xR/ د نتهــا   الــن

t3  ب   ـــــ  الفضـــــاءV  ع ـــــةR/  ب  ت   3يســـــا ب^ `2,,1 xx  ماعـــــ   ل فضـــــاءV   ب جـــــ
11  e  ،xe  2   2

3 xe < ل      @xRgf  عون : ,�/
 ³ !�

1

0
)()(| dxxgxfgf  

 V طبــق طويعــة نــواا شم ــ ت ل ت اًــ  ل ومــ  ع ــة ماعــ   ع ا يــة ًت اًــ   ل فضــاء المتجهــي 
 ب /Rع ة 

11ج   ev     1

.
|||| 1

1

0
11

1

1

1
1     

³
e

dxee

e
e
e

f  ج 

!�� !�� 1|| 11222 xxffeev  

         ³ � � 
1

0 2
1xdxxx  

3)12( فإ 

2
1

2
1

|||| 1
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22

2
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¸
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·
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©
§ �
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³
x

dxx

x
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22311333 ًو  ت و  ج  || ffefeeev !��!��  
 ³³ ���¸

¹
·

¨
©
§� 

1

0

231

0

22 )2()36( dxxxxdxxx  

 
6
12 �� xx  

³ اا   � ¸
¹
·

¨
©
§ �� 

1

0

2
22

3
56

1
||||

180
1

0
1

|||| vdxxxv 

)166(5 ع    فإ 
||||

2

3

3
3 ��  xx

v
v

f 

^ بالتاد فإ   `5)166(,3)12(,1 2 ��� xxx  هي ماع   ع ا ية ًت اً   ل فضاءV ب 
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 Vفضــاءه نتئ ــاه ًــ  فضــاء جــوفي دا  ــي  Wًــ  ال ظويــة التال ــة  ــبره  ت ــ  إها كــا   
بمـتد   AWب  هلك يبر  نيسـد ت ا  W  ل فضاء ه  فضاء نتئي ًتد AWه      ً ت  ، فإ  
 ب Wعد دب ل فضاء 

 11-54نظرية 
ـــــــي   ـــــــ   Wل ـــــــ  فضـــــــاء نتئ ـــــــي ه    ـــــــ  ً ت ي ـــــــ    Vًـــــــ  فضـــــــاء جـــــــوفي دا  

A� WWV ب 

 البرهان
فضـــاء جـــوفي  Wفضـــاء جـــوفي دا  ـــي فـــإ   V   Vفضـــاء نتئـــي ًـــ   Wبمـــا ت  

^ني نـــــ  ماعـــــ   ع ا يـــــة ًت اًـــــ    11-8دا  ـــــي تيضـــــاه  ا ـــــت اداه إلى  ظويـــــة  `mwww ,...,, 21 

Vvب ل     Wل فضاء  ¦ فإ  � �!� xwwvv ii| 

¦ ح  
 

!�� 
m

i
ii wwvvx

1

| 

|0فــإ   11-52حســ  العضــ ة   !� iwx   ل ــmi ب  لمــا كــا  كــ  ع مــو   2,1,...,
  W   يم ـــــــ  كتا تـــــــ  كترك ـــــــ   طـــــــي ًـــــــmwww ,...,, |0فـــــــإ   21  !� wx   ل ـــــــ
Ww �Aب هـــما ي ـــني ت   � Wx  ب إهاهA�� WWv  بالتـــاد A� WWv  ب  ت ـــ اه

 �ب  A� WWWنج  ت   11-47حس  العض ة 

 11-55نتيجة 
ـــــــــإ   Wا  إها كـــــــــ  ـــــــــ  ب ف ـــــــــاه   فضـــــــــاء جـــــــــوفي دا  ـــــــــي ه    ـــــــــ  ً ت فضـــــــــاءه نتئ 

WW  AA  ب)(
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 البرهان
Wxل      �A، ل    � Wv  فإ 

 AA�� !�� !� )(0|0| Wxxvvx  

�AAهما يبين ت   )(WW ب 
AAAكـــــملك   A� WWV فـــــإ  11-54حســـــ   ظويـــــة  � )(WWV   ع  ـــــ  إها كـــــا

nV  dim  ،mW  dim   فــــإmnW � Adim   mmnnW  �� AA )()dim( 
AAفضــــاء نتئــــي ًــــ   Wبهــــمه الطويعــــة ني خــــ  ا إلى ت   )(W   AA )(dim WW  بالتــــاد 

AA )(WW  ب� 
 

 تمارين محلولة
 1تمرين 

dcbaت نـــ  إها كـــا  جم  ـــاه لـــ  المونيبـــات الوباع ـــة ل عـــ اد الحع ع ـــة   الـــن   ـــ   ,,,
1221

2
2

2
1| EDDDED dcbavu 2ل ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   �! ���

21 ),( Ru /� DD  ،
),( 21 EE v  2ي ون جوفي دا  ي ع ةR/ ب 

 الحل
1221 ل   

2
2

2
1| EDDDED dcbavu ��� !� 

2 ح   
2121 ),(),,( Ruv /�  DDEE 

 ب فإ  /2Rه  المتج  المفوب    0,0( v(،  u )0,1(ل   م 
 000|  � !� au  

),( ب ًتجهين   بالتاد فإ  21 DD u  ،),( 21 EE v   2R/    ي 
 1221

2
2| EDDDE dcbvu �� !�  
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021 اا  ل   ــــــــم    DD  ،121   EE   تب تu    2هــــــــ  المتجــــــــ  المــــــــفوبR/  
  )1,1( v  0|00، ع  ئـــــــــــــــــــــــم  � !� bv  1221إهاه(| EDDD dvu � !� 

2ل   
21 ),( Rv /� EE   ),( 21 DD u  هما ي دب إلى ت 

 0| 1221 t� !� DDDD dcuu  

)(0تب ت   21 t� DDdc   ل ــــــــــــــــR/�21, DD   0،   م خــــــــــــــــاه فــــــــــــــــإ)( 2
1 t� Ddc  

  0)()( 2
1 t�� Ddc   12   جـــ DD     12 DD ع ـــة الترني ـــ   فإ  ـــا نحمـــ  ع ـــة   �

0)( 2
1  � Ddc    لR/�1D   ب  ت جة لملك فإdc  ب ع    فإ   �

 )(| 1221 EDDD � !� cvu  

2 ل  
2121 ),(),,( Rvu /�  EEDD 

||)()(  ت  اه  12211221 DEEEEDDD � ��!� !� ccuvvu 
Rcc /��� �� 2121221221 ,,,)()( EEDDEDEEDD  

Rcc /�� � 1111 , EDED  
0 � c  

ـــــ  الوباعـــــي ال ح ـــــ   dcba    0إهاه  ),,,(ب تب ت  الموني dcba   ـــــمب يم ـــــ  ت ال
    1221

2
2

2
1| EDDDED dcbavu ��� !� 

2ح ــــ   )0,0,0,0(  جــــوباه دا   ــــاه هــــ
2121 ),(),,( Rvu /�  EEDD  ل ــــ  هــــما لا 

|0 ـــ ز إه    هـــمه الحالـــة ي ـــ     !� uu  لمتجهـــات  ـــ  خـــفوية ، إهاه لا ي نـــ   باعـــي
 ًوني  بالم    المط   ة ب

 )متباينة بسل(   2تمرين 
^إها كـــــــا   `kwww ,...,, ف  بـــــــع ت   Vًت اًـــــــ   ًـــــــ   دد عـــــــة نتئ ـــــــة ع ا يـــــــة 21

¦
 

d!�
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i vvw

1

22 Vvل    ||||||||  ب �
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 الحل

Vvل      ¦ب يم   ا كتا ة  �
 

�!� 
k

i
ii xwwvv

1

 ح   |

 ¦
 

!�� 
k

i
ii wwvvx

1

|  

niwxفإ   11-52حس  العض ة  i ,...,2,10|    ج  �! � 

 ¦
 

!� 
k

i
ii wwvw

1

|  

xwvنحم  ع ة   ح    �

 ¦ ¦
  

 !�!� !!�� !�
k

i

k

i
iiii xwwvxwwvxw

1 1

0|||||  

 فإ  ه ما 
222 ||||||||||||||| xwxxwwxwxwv � !��!� !���  

22 |||||||| vw d�  
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¦ إهاه 
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 3ين تمر 
xfy)(دد عـــــــــــة الـــــــــــ  ا  الحع ع ـــــــــــة  Wإها كـــــــــــا   الـــــــــــن تحعـــــــــــق الم ادلـــــــــــة التفاجـــــــــــ  ة   

04
2

2

 � y
dx
yd :  ب  وه  ت 

 i  W  فضاء نتئي   الفضاء المتجهيV  ل   ا  الحع ع ة ع ةR/ ب 
 ii      W  ع ةR/  ب 2يسا ب 

�! ³ إها عوف ا 
S

0
| dzyzzy    د Wzy ن  ماع   ع ا ية ًت اًـ   ل فضـاء ، ت   ,�

W ب 

 الحل
 i      ـــــ ـــــاه كـــــاا   /Rإلى  /R اسمـــــاه ًـــــ   4ل )(0ً وف  4 x   ل ـــــ ،Rx ، ًـــــ   �/

,R/�21ب ل ـــ   IzWع  ـــ  فـــإ   W�4ال اجـــح ت   OO  ،Wyy فـــإ   ,�21
04 12

1
2

 � y
dx
yd   04 22

2
2

 � y
dx
yd 

)(4)( 221122112

2
yyyy

dx
d OOOO ����  

044 22
2

2

212
1

2

1  ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
��¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§
� y

dx
yd

y
dx
yd

OO  

Wyy ��� 2211 OO  

 ب Vفضاء نتئي    W بالتاد فإ  
 ii    0ل د ادلـــة حســـ   ظويـــة الم ـــادلات التفاجـــ  ة كـــ  حـــ

2

2

 � y
dx
yd     هـــ  بالمـــ

xcxc 2cos2sin 21 Rccلـب ل  � ^ ع  ـ  فـإ   ,�21/ `xx 2cos,2sin   ني لــW  ،
02cos2sinا  إجافة إلى هلك إها ك  � xbxa  لب لRba  ، ع  ئم ,�/

02sin2cos0)2cos2sin(  �� � xbxaxbxa
dx
d  
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01 بما ت 
2sin2cos

2cos2sin
z� 

� xx
xx 

2(sin(cos)2(0فــإ  الم ــادلات ا ط ــة   � bxax   0)2sin()2(cos  �� bxax   a 
  b 0ف  تب ت  وا الح  التا  ba ب 

002cos2sin إهاه    � � baxbxa 
^ بالتاد  `xx 2cos,2sin  هي ماع   ل فضاءW  ع ةR/   2ب  ه ما فإdim  W ب 

xw ت  اه ل   م  2sin1   x
dxx

x
w
w

f 2sin
2

2sin

2sin
||||

0

21

1
1 SS

   

³
 

2cos2cos2|11 ج  ffxxw !��  
 xdxxxx 2sin

2
2cos2sin

2
2cos

0 SS

S

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
� ³  

 xdxxxx 2sin2cos2sin
2

2cos
0

¸
¹
·

¨
©
§� ³

S

S
 

 x2cos  

x ع  ئم ي   
dxx

x
w
w

f 2cos
2

2cos

cos
||||

0

22

2
2 SS

   

³
 

إهاه 
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


xx 2cos
2sinو2

2
SS

 ب /Rع ة  Wهي ماع   ع ا ية ًت اً   ل فضاء  

 4تمرين 
ًتجهــين   فضــاء إم  ــ ب ، ت بــع تنهدــا ًت اًــ ا  إها  فعــط إها كــا   ,yxإها كــا  

222 |||||||||||| yxyx ثم  ــــوه  ت  هــــمه ال ت جــــة ل ســــع بالضــــو    خـــــو وة    � �
 الفضاءات ال ح  ية ب

 الحل
  !��� � yxyxyx ||||| 2  

 !��!��!��!� yyxyyxxx ||||  
22 |||||2|||| yyxx �!��  
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�! �! �!ح    xyxyyx |||    !� xy  ع د حع عي ب |
|0إها  فعط إها كا   yعد د ع ة  xبما ت    !� yx  فإ 

 222 ||||||||||||0|20| yxyxyxyx � �� !�� !�  

)0,(في الـــــــــــ ا  ي الع ا ـــــــــــي ب جـــــــــــ  ًـــــــــــ  الضـــــــــــو  2Cاعتـــــــــــبر  ix    ،)1,0( y   فـــــــــــإ
0| z !� iyx   ع    فإx  ل ك عد دياه ع ةy ب 

� � ���!  ل   )1,0(|)1,0(||)1,0(|||||| 22 iiiyx 
         2)1()1(  �� ii  

||||)0,(|)0,()(1  ت  2  � !� iiiix 
||||)1,0(|)1,0(11.1 كملك 2   !� y 

222 ع    فإ  |||||||||||| yxyx � � 
 ب yل ك عد دياه ع ة  x  حين 



 
 
 

 الفم  الحادب عتو

 

592 

 تمارين
 

 ب Fعبا   ع  فضاء جوفي دا  ي ع ة  Vف دا ي ي 
Vvu وه  ت   ل    -1  ي    ,�

)||||||(||2|||||||| 2222 vuvuvu � ���  

Vyxفضاءه  ح  ياه  وه  ت  كـ  ًتجهـين  Vإها كا   -2 ي ـ ي  ًت اًـ ا  ، إها  ,�
222 فعط إها كا   |||||||||||| yxyx EDED  ب ,C�EDل    � �

||||||||ًتجهـــــا    فضـــــاء إم  ـــــ ب بح ـــــ  كـــــا   ,yxإها كـــــا   -3 yx ت بـــــع ت    
yx yxعد دب ع ة  �  ب �

2RV  الفضــاء  -4 ًتباي ــة شــ ا نيت نيــ دب إلى ت  الع دــة المط عــة   ــ  ، ت بــع ت    /
 ااا زا ية لا يتجا ز ال اح  ب

Wx كا   Vفضاءه نتئ اه    Wإها كا   -5  تحعق �
!�d!��!� wwxwwx |||  

Wwل    |0ت بع ت   �  !� wx    لWw  ب �
xfy)(ل   ا  الحع ع ة الفضاء المتجهي  Vل     -6  الن تحعق  

06116
2

2

3

3

 ��� y
dx
dy

dx
yd

dx
yd  

 ب /Rفضاء ًتجهي    ي الب   ع ة  V وه  ت   - ت
³عون  V   - في f�

 !�
0

, dxfggf ب 

ب ثم ت نـ  ماعـ   ع ا يـة ًت اًـ   ل فضـاء  V وه  ت  هما ي ون جوباه دا   ـاه ع ـة 
V  ع ةR/ ب 
^الجواب ] `6)10123(),23(2,2 222 xxxxxx eeeeee ��� . ] 
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^فضــــاءه ًتجهــــاه ه    ــــ  ً تــــ   كا ــــع  Vإها كــــا   -7 `nwww ,...,, دد عــــة نتئ ــــة  21

¦بح ـــــ   V اًـــــ     ع ا يـــــة ًت
 

�� !�
k

i
i Vvvvw

1

22 ، ت بـــــع  |||||||

^ت   `kwww ,...,,  ب Vا   ماع   ل فضاء  21
  1W   2W ب إها كـــــا  Vفضـــــائين نـــــتئ ين ًـــــ  فضـــــاء ًتجهـــــي  1W   2Wلـــــ     -8

21ك هما فضاء جوفي دا  ي ،  وه  ت   WW  ه  فضاء جوفي دا  ي تيضاه ب �
����! �!��!عــــون ]إرشااااا   21212211 ||| vvuuvuvu   ل ــــ

221121 ,;, WvvWuu  ب[ ��
AAAب  ـــوه  ت   Vفضـــاءا  نتئ ـــا  ًـــ   WW,21إها كـــا   -9 � � 2121 )( WWWW 

  AAA � � 2121 )( WWWW ب 
|||||||||||، ت بـــع ت   Vًتجهـــا     ,vuإها كـــا   -11 vuvu إها  فعـــط إها   �! 

 ب Fًونيبطا   ط اه ع ة  ,vuكا  
  هما يت دي  توط جو  ب  كا  ل دسا ا    ًتباي ة  ت ا نيت  ب
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12 

 التحويلات الخطية
Linear Transformations 

 

لدراسة العلاقة بين زمـ  تتفةـة لقفتـمخت تتفةـة ض ا فيـامخ ص الةلأـو  اهلم مة ـوم  
هومــورم ) شاكــمخزمر زمــ و لهومومــورم ) شاكــمخزمر قفتــة ه سســفور مكــمخب  ســو   عــ   ا   

 مة و) الهومومورم ) شالتكمخزمر بين الةضمخءات المتج ة ه

 عريف التحويل الخطيت   -1
 12-1تعريف 

إم  1Vمـن  Tض يتـمخ  ل اسـ   Fمضمخئين متج ين افى  ةـ  اقتـم  2Vل  1Vليكن 
2V ( مضمخء متج   إذا قتق الخواص ا اية : أ   تحويم خط  أل هومومورم 

1- )()()( yTxTyxT  ه � �
2- )()( xTxT DD  ه  

,,1العامخص  لجميع  VyxF ��D ه 
مضـمخئين  2Vل  1Vمـع زـو   2Vإم  1Vمـن تحويم خط   Tلأقيمخناً لفتأزيد افى أ  

 �Fتحويـــم خطـــ  إفيـــمخمة إم ذلـــ  مـــ   اعـــمخري   �Fهـــو  Tض  تـــو  أ   Fمتج ـــين افـــى 
 ة لاامخئ همخ ص ال م  لاقفتمخت هأي مورم ) ض هومومورم ) موق  شأبيمورم )ر لغيرهممخ مكمخبه
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 1 مثال
<لــتكن   @xF  قفتــة عيــع زثــيرات اقــدلل افــى قتــمF يمكااــمخ ااترــمخر  ه> @xF  ًمضــمخء

 ه هي : Fمتج مخً افى 
> @xFxaxaaf n

n )(ض  ع   مكتتت مخ  10... ���� fD : افى الاحو ا تي 
 1

21 ...2)( ���� n
nxnaxaafD  

<من الس م أ    ى أ   هي  @xFgf  م   : F�Dض  ,�
 )()()( gDfDgfD � �  
 )()( fDfD DD   

<تحويــــــــــــم خطــــــــــــ  مــــــــــــن  Dافيــــــــــــ  مــــــــــــ    @xF  هإم  ةســــــــــــ مخ D   لــــــــــــي  مو ومــــــــــــورم ) ه
)2(2)12( xDxD xxللكن  �   212 z� ه 

 2مثال 
:)3()2(ااتبر ال اس   Fهي قتم  FFT o : المعطى افى الاحو ا تي 

FT �� JEDEDJED ,,,),(),,(  

)3(م    هي 
222111 ),(,),,( Fyx ��  JEDJED  ضF�D :  يكو 

),(),,()( 2121212121 EEDDJJEEDD �� ��� � TyxT  
   ),,(),,(),(),( 2221112211 JEDJEDEDED TT � �  

)(),,(),( ل 11111 DEDDDJDEDDD   TxT 
          )(),,(),( 11111 xTT DJEDDEDD     

 تحويم خط  ه Tلافي  م   

 3مثال 
:)2()3(   قتــــــــــــــــــــلاً ه اــــــــــــــــــــ Fلــــــــــــــــــــيكن   FFT o  : افــــــــــــــــــــى الاحــــــــــــــــــــو ا تي

)0,,(),( EDE  aT   ه من الممكن إثرمخت أT تحويم خط  ه 
 سو   ستخد) تهخه رم اً لفتحويم الخط  ه   اصطلاح
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 لفتحويـــممـــن اع يـــ   (2)ل  (1)سمثفـــة أ  الكـــ  ين ســـو   وفيـــ  ميمـــمخ يفـــ     1ملاحظةةة  
إم  FUمـن مضـمخء متج ـ   Tمـمخ  ش  مخ  مستتلا  ان بعضـ ممخ ض ععـأ أ  را ـمخً  الخط  هممخ

  (2)أل  تـــق الكــــ    (2)للا  تـــق الكـــ    (1)يمكـــن أ   تـــق الكــــ    FVمضـــمخء متج ـــ  
 ه (1)للا  تق الك   

 4مثال 
ــــمخر  مضــــمخءً متج ــــمخً افــــى  Cإذا زــــمخ     هــــو قتــــم اهاــــدال الم زرــــة ض م  ــــ  يمكااــــمخ ااتر

CCT ةســـــ  ض إذا ا ماـــــمخ  o:  افـــــى الاحـــــو ا تيxzT iyxzهي  )(  ض قيـــــ    �
Ryx  لا   : (1)تق الك     Tض من الوافي  أ   ,�/

 5)5(,2)2(   � TiT  
 iiiTi 242)2()2()2( � � ��  

))2()2(()14()5(5)2()2( بياممخ iTiTTiiT ��z  � �� 
 ه 12-1ص اع ي   (2)لا  تق الك    Tأي أ  

 5مثال 
RCTكن يل  /o:   ض قيC  هو أيضمخً مضـمخءً متج ـ  هو قتم اهادال الم زرة ل

 افى الاحو التمخلي : T ع    /Rافى 
 CiyxzyxzT �� �� ,)( 3 الجـــــــــــار التكعيـــــــــــ  اقتيتـــــــــــ  لفمتـــــــــــدار  33

33 yx Ryxقي   �  ه ,�/
yixzم    R�Dاادئا هي  DDD  يعطيامخ :  �

)()( 3 333 3333 zTyxyxzT DDDDD  � �  

 ض لا   : 12-1ص اع ي   (2) تق الك    Tلافي  م   
 2)2(,3)3(,35278)32( 33    � � TiTiT  
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)32()2()3(من الوافي  أ  :  iTTiT �z� 
 ه (1)لا  تق الك    Tافي  م   

 12-2تعريف 
ض شزلاهمــمخ افــى  ةــ   2Vأ ــ  أي مورميــ  لةضــمخء متج ــ   1Vء متج ــ  يتــمخ  لةضــمخ

21ر ض لي مــ  لــال  زل مــ  Fاقتــم  VV افــى  1Vإذا لجــد تحويــم خطــ  أقــمخلي مــوق  ص  #
2V ه 

 6مثال 
^ه للـتكن  Fافـى اقتـم  nمضـمخء متج ـمخً ذل بعـد  Vليكن  `nfff ,...,, قمخاـدو  21

:)(ض ا    Vلفةضمخء  nFVT o  زمخ تي),...,,( 21
1

n

n

i
ii fT DDDD  ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
¦
 

 

nFV)(أي لمورم ) ه أي أ   Tرئ التحتق من أ  يترك لفتمخ  ه #
:21الاا يــة التمخليــة باــدنا زخترــمخر مامخســر بامخمــمخً لمع مــة أ  ال اســ   VVT o  تحويــم

 خط  ه

 12-3نظري  
:21ه ال اســ   Fتج ــين افــى  ةــ  اقتــم مضــمخئين م 2Vل  1Vلــيكن   VVT o 

 ر إذا زمخ  لمتط إذا زمخ  :هو تحويم خط  شتهخ
)()()( 22112211 xTxTxxT DDDD � �  

iiلجميع المتج مخت  Vx Fiض  � i � D)2,1( ه 

 البرهان
:21ليكن   VVT o  ًخطيمخً ه ممن التع ي  يكو  :تحويلا 
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)()( 1111 xTxT DD )()(ل    2222 xTxT DD  ه  
)()()( زممخ أ  22112211 xTxTxxT DDDD � � 

  )()( 2211 xTxT DD �  

:21لزلعك  إذا زمخ   VVT o محتتمخً لة ل  الاا ية ه 
,,1ماعتبر  VyxF ��D  21لسخا 1 DD yxxxض       21  ض نجد أ  : ,

 )()()()()()( 22112211 yTxTxTxTxxTyxT � � � � DDDD  

xxxلم و أخ ى سخا      2121 ,0, DDD : نحلأم افى 
 )()()()( 22112211 xTxTxxTxT DDDDD � �  

  )(xTD   ( 0)( 22  xTD  (ه  

 �هو تحويم خط  ه  Tلزلتمخلي م   

 12-4  نظري
:21لــيكن   VVT o  تحــويلاً خطيــمخً ه إذا زمخ ــه المتج ــمختnuuu ,...,, م ارطـــة  21
),()(...,)(ض م    1Vخطيمخ ص  21 nuTuTuT  2اكو  م ارطة خطيمخً صV ه 

 البرهان
nuuuعــــــــــمخ أ    ,...,, ــــــــــمخً ص متج ــــــــــمخ 21 ــــــــــ  اوجــــــــــد اامخصــــــــــ   1Vت م ارطــــــــــة خطي م  

nOOO ,...,,  ض لي  عيع مخ صة اً تحتق العلاقة : Fص اقتم  21
 0...2211  ��� nnuuu OOO  

 لما مخ نحلأم افى :
 � ���  )()...(0)0( 1122211 uTuuuTT n OOOO  
                 )(...( 22 nu uTuT OO ��  

 لافي  م   المتج مخت :
 )(,...,)(,)( 21 nuTuTuT ه  م ارطة خطيمخ ه � 
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طيــــمخً ليســــه زلضــــ لرو مســــتتفة لااــــمخ  أزــــد أ  صــــورو  مواــــة متج ــــمخت مســــتتفة خ
 ض ل ترك لفتمخرئ في ر مثمخ  يوفي  ذل  هخطيمخً 

 )نواة تحويل خطي(   12-5تعريف 
:21هي تحويـــم خطـــ   VVT o  ـــواو التحويـــم T (ker T)  يعـــ   افـــى أ ـــمخ

 المجمواة :
 Ker ^ `0)(|1  � vTVvT  

 Ker T  لـ  اللأة ييسمى أيضمخً الةضمخءT ه 

 12-6نظري  
:21إذا زمخ    VVT o :   تحويلا خطيمخً م 

(i)   Tker  1مضمخء ج ئ  منV ه 
(ii)     هي مضمخء ج ئW  1صV   يكو)(WT  2مضمخء ج ئيمخً منV ه 

 البرهان
)0(0عمخ أ   رiش  T هن ذل ر ض بش Tker0  ه IzTkerض لافي  م    �

 يكو  : 6.12قسر  ا ية 
)()()( yTxTyxT EDED � �  

       Tyx ker000 ��� � EDED  

 ر ه6.11ش ا ية  Vيكو  مضمخء ج ئيمخً ص الةضمخء  Tkerلزلتمخلي م   
 م و أخ ى م   : رiiش

)(0)0(0 WTTW � ��  
  Iz� )(WT  

),()()(زال  لكم االأ ين  WTvTuT Wvuقي   �  يكو  : ,F�EDض  ,�
 )(,()()( uTvuTvTuT �� � EDED  
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Wvuه   �� ED ه 
 �ه  2Vمضمخء ج ئ  ص  WT)(لزلتمخلي م   

إم أ اــمخ ص اللمخلــر  تعمخمــم مــع مضــمخءات  فةــه ا ترــمخ  التــمخرئ ن ا   ملأــمخاداً مــ   1ملاحظةة  
 متج ة مات ية الرعد ض ممخ لم ياز  خلا  ذل  ه

)(زحمخلـــة خمخصـــة لفاا يـــة الســـمخبتة ض نجـــد أ     2ملاحظةةة   1VT   2مـــن مضـــمخء ج ئـــV   ه افيـــ
)dim)((م    1VT مع   اع يةمخً جيداً ه 

 12-7تعريف 
:21لــــيكن   VVT o  تحــــويلاً خطيــــمخً ه مــــ   م ارــــةT )( Trank   لي مــــ  لهــــمخ زل مــــ

)(Tr  اع   س مخ اسمخلي))(dim( 1VT ه 
dim(ker(لاع   س مخ  Tv)(ي م  لهمخ زل م   Tصة ية التحويم  T ه 

 ملاحظ 
 )( 1VT  يع   أيضمخً س   مضمخء م ارةT ه 

 12-8قضي  
:21هي تحويم خط    VVT o  ض يكو^ `21 dim,dimmin)( VVTr d 

 البرهان
nVmV  امــــ      12 dim,dim   ه عــــمخ أ)( 1VT  2مضــــمخء ج ئــــ  مــــنV   يكــــو
mVTلديامخ  d)(dim mTrأي أ   1 d)( ه 

121مـــــــــــــــــــــــــــن المتج ـــــــــــــــــــــــــــمخت  1�nلا   هي  ,...,, �nwww  ص)( 1VT  للكـــــــــــــــــــــــــــم
1,...,2,1 � ni  1ض يمكااـــمخ إ ــــمخلVvi iiبحيــــ  يكــــو   � wvT  1Vه للمــــمخ زــــمخ  بعــــد  )( 
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121مــــــــــ   المتج ــــــــــمخت  nيســــــــــمخلي  ,...,, �nvvv  م ارطــــــــــة خطيــــــــــمخً ض لمــــــــــن   مــــــــــ   صــــــــــورهمخ
)(,...),(),( 112211 ��    nn vTwvTwvTw  ــــ  مــــ   12-4م ارطــــة خطيــــمخً ش ا يــــة ر ه لافي
)( 1VT  1لا يمكـــن أ   ـــوي�n   مـــن المتج ـــمخت المســـتتفة خطيـــمخً ض أي أnVT d)(dim ض  1

nTrإذ   d)( ه 
^من المامخقكمخت السمخبتة  ستاتج أ   `nmTr ,min)( d  ه� 

 12-9نظري  
:21شقمخ و  سفةستر لفلأة يةر ه إذا زمخ    VVT o :   تحويلًا خطيمخً م 

 )()(dim 1 TvkTrV �  

 البرهان
nVsTrtTvامــ   أ      1dim,)(,)(   ض ميكـــوtT  )dim(ker  عـــمخ أ  زـــم

ض م  اــمخ  ســتطيع  1Vيمكــن اوســيع مخ إم قمخاــدو لفةضــمخء  1V مواــة ج ئيــة مســتتفة خطيــمخً مــن 
^إ مخل قمخادو  `nuuu ,...,, ^بحيـ  اكـو  المجمواـة  1Vلفةضمخء  21 `tuuu ,...,, قمخاـدو لفةضـمخء  21

Tker   ض لهكاا م tiuT i ,...,2,1,0)(  �  
ـــــــــبر أي االأـــــــــ  اا 1Vwت nnuuuwض ميكـــــــــو   � DDD Fiقيـــــــــ   2211... ��� �D 

)()()(...)( ميكو  22211 nuTuTuTwT DDD ���  

         ¦
� 

 
n

ti
ii uT

1

)(D   )1,0)(( txuT i dd�  

)(هــــاا يرــــين أ  زــــم االأــــ  ص  1VT  هــــو ا زيــــر خطــــ  ص)(,...),(),( 21 ntt uTuTuT مــــ ذا  ��
tnVب هامخ أ  ها  العامخص  ه  أيضمخً مستتفة خطيمخً مسو  نحلأم افى أ   � 1dim ه 

Fnttلاامخ  ةتر  اك  ذل  أي أ ـ  يوجـد  ��� EEE ,...,, ليسـه عيع ـمخ صـة اً بحيـ   21
)()(...)(0 يكو  2211  ��� ���� nntttt uTuTuT EEE 
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TuuT ميكو 
n

ti
ii

n

ti
ii ker0

11

�� ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
¦¦

� � 

EE 

 ¦
� 

��� �
n

ti
ttii uuuu

1
2211 ... EEEE  ( Fi �E  (لرعض 

 0...... 22112211  ������� ���� nntttttt uuuuuu EEEEEE  
 nii ,...,2,10  � � E  

nuuuه   ,...,, ـــمخقض  21 ـــمخً لهـــاا يا tnVميكـــو   الةـــ   همســـتتفة خطي � )dim( أي أ   1
)()()( TrTvTrtn dim)()(أل ععأ آخ    � � 1 TrTvV  �ه   �

 12-10ري  نظ
ـــــــــيكن   :21ل VVT o   ـــــــــ ـــــــــمخً ه هي مضـــــــــمخء ج ئ ـــــــــ    1Vمـــــــــن  Hتحـــــــــويلاً خطي م

^ ` )(dim)(dim TvHHT �t ه 

 البرهان
شبـــــ هن  2Vإم  Hتحــــويلاً خطيــــمخً مــــن  1Tميكـــــو   Hافــــى  Tمتلأــــور  1Tلــــيكن  

 ذل ر لافي  يكو  :
 )())(dim()()(dim 1111 TvHTTvTrH � �   (1) 

 لا   :
 ))(dim())(dim()()( 11 HTHTHTHT  �   (2) 

HTT له زل افى ذل   � )(kerker  ماحلأم افى :شلممخذا ؟ر  1
 )()( 1 TrTv d       (3) 

 ر نجد أ  :3ر ض ش2ر ض ش1من ش
 > @ > @ )(dim)(dim)(dim)(dim 11 TvHTvHHTHT �t�   

 �هاا يثره المطفور ه 
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 تمارين
 

ـــع الةضـــمخءات المتج ـــة ص التمـــمخرين ا ايـــة   WVUض زمـــمخ ص الةلأـــم ض عي لغيرهـــمخ  ,,
 مات ية الرعد لمع مة افى  ة  اقتم ه

  اية تحويم خط  :ب هن أ  زلًا من ال لاس  ا -1
CCT رiش o:   قيC  افـى هو الةضمخء المتج ـ  لعاـدال الم زرـةR   قيـ

zzT Czzلكم  )(   ه Zي م  إم م امق العدل الم زر  ,�
^لــــيكن  رiiش `FcbacbaV ه اــــ    Fمضــــمخء متج ــــمخً افــــى اقتــــم  ),,(|,, �

VUT o: : افى الاحو ا تي 
),,(),,( cbacbaT Fcbaلكم    �,, 

:][][ رiiiش xFxFT o   قيF :  قتم لأ 

][)()()1()]([ xFxfxfxfxfT ����  
VUTويلًا خطيمخً ب هن أ  تح -2 o:  يكو  أقمخلياً إذا زـمخ  لمتـط إذا زـمخ  ياتـم زـم

 ه Vإم  مواة مستتفة خطيمخً ص  U مواة ج ئية مستتفة خطيمخً من 
VUTهي تحويم خط   -3 o:  ممخ يف  : صحةض أثره 

)(0اطريق أقمخلي إذا زمخ  لمتط إذا زمخ   T رiش  Tv ه 
VTrاطريق موق  إذا لمتط إذا زمخ   T رiiش dim)(  ه  
VUإذا زــــــمخ   رiiiش ــــــ      ــــــم أقــــــمخلي إذا لمتــــــط إذا زــــــمخ   Tض م  تحــــــويلاً  Tتحوي

 ه موقيمخً 
^امــ   أ   -4 `nxpxFxpVn �� )(deg|][)(   ه مــ ذا زــمخnn VVT o:  ًمع مــمخ

))(()1(زللأورو  � xpxpT   ب هن أT    ألاومورم ) لفةضمخء المتجnV ه 
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UVVTض لا متــــمخ  Vيــــمخً ص مضــــمخء متج ــــ  مضــــمخءً ج ئ Uإذا زــــمخ   -5 /: o  افــــى
 الاحو التمخلي :

VvUvvT UVافــى  Vتحويــم خطــ  مــن  Tض مأثرــه أ   )(, ��  Uلأ   /
 ه يمثم  واا 
ياــتج  fض بــ هن أ   Wافــى أي مضــمخء متج ــ   Vتحــويلاً خطيــمخً مــن  fلإذا زــمخ  

WfVfض  fأي لمــــــــــــورم )  oker/:   بحيــــــــــــ  يكــــــــــــو)()ker( vffvf  � 
WfVأ  تاتج لاســــــــ #)/(ker  ( شاســــــــمى هــــــــا  زلاا يــــــــة اهسمخســــــــية لهومومــــــــورم

 الةضمخءات المتج ةر ه
^ليكن  -6 `nxpxQxpVn �� )(deg|][)( ض 

^ ` )1(1)(deg|][)(1 !��� � nnxpxQxpVn 
:1ا    �o nn VVT افى الاحو ا تي )()]([ xp

dx
dxpT   

يمثــم  وااــ  ض لمــن   بــ هن أ   Qلأ   1�nVافــى  nV مــن تحويــم خطــ  Tبــ هن أ  
1/ �# nn VQV ه 

VxFبحي   شذل بعد غير مات ر Vل  مضمخء ج ئين معفيين  xF][ب هن أ   -7  ه ][#
UVلـــــــــــــــيكن  -8 ه أثرـــــــــــــــه أ   Wمـــــــــــــــن مضـــــــــــــــمخء متج ـــــــــــــــ     ج ئيـــــــــــــــمخ مضـــــــــــــــمخءا ,

)/(/)( UVVUVU  من   استاتج أ  : �#�
)dim(dimdim)dim( VUVUVU ��� �  

 شاهي لمورم ) السمخبق يسمى التمخ و  الثمخني لعي لمورم )ر ه
ـــــــــــيكن  -9 UVل ض زلإفيـــــــــــمخمة إم أ   n  متج ـــــــــــمخ  لهمـــــــــــمخ  ةـــــــــــ  الرعـــــــــــد مضـــــــــــمخءا ,

^ ` ^ `nn xxxyyy ,...,,,,...,,  افى التراير ه Vل  Uهممخ قمخادو لكم من  2121
VUTب هن أ  ال اس   o: :  بحي 
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� � ¦ ¦¦ �� UxyxT iiiiii DDD ,  

UVلاســـــــتاتج أ  أي مضـــــــمخئين متج ـــــــين  هـــــــو أي لمـــــــورم ) ض يكـــــــو  زـــــــم ما مـــــــمخ  ,
 أي لمورمي  للآخ  إذا لمتط إذا زمخ  لهممخ  ة  الرعد ه

 [ ه12-9استخد)  ا ية   إرشاد ]
VUTاذز  مثمخلًا ل اس  غير خطـ   -11 o:  ياتـم متج ـمخت م ارطـة خطيـمخً صU  إم

 ه Vج مخت مستتفة خطيمخً ص مت
QQTهــــــو مضــــــمخء متج ــــــ  افــــــى  ةســــــ  ه اــــــ    Q]  إرشةةةةةةاد ] o:   زــــــمخ تي
2)1(  T  لQxxxT �z� )1()(ه ] 

nVVVإذا زــــــــــــمخ   -11 ,...,, لزــــــــــــمخ   Fمضــــــــــــمخءات متج ــــــــــــة افــــــــــــى  ةــــــــــــ  اقتــــــــــــم  21
1: �o iii VVT   2,1,...,1قيـــــــــــــ � ni   هـــــــــــــ  تحـــــــــــــويلات خطيـــــــــــــة بحيـــــــــــــ 

 زمخ  :
ker)0( رiش 1  T  ه 
)ker()( رiiش 1 iii VTT  ه � 
nnn رiiiش VVT  �� )( 11 

¦أثره أ  
 

 �
n

i
i

i V
1

0)(dim)1( 

ــــدل  Cإذا زــــمخ   -12 RRfا  المتلأــــفة مضــــمخء ال // o:   ض لا ماــــمخ ال اســــCC o:I 
 افى الاحو :

³ 
x

dttfxf
0

)()())((I  

اتـأل  مـن زـم الـدلا  الـق مكـتتمخ مخ  II)(Imتحويم خط  لأ  صـورو  Iمأثره أ  
^اممخ متلأفة للهمخ التيمة صة  ااد اللأة  ض بي `0ker  I ه 
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ه  /Rالةضــــمخء المتج ــــ  لكثــــيرات اقــــدلل ذات المعــــمخملات اقتيتيــــة افــــى  Vلـــيكن  -13
VVا    o:\  : زمخ تي 

¦¦
 

�

 

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ k

i

i
i

k

i

i
i xiaxa

1

1

0

\  

 ه V \Imل  R/ \kerأ   تحويم خط  ه أثره زال  \ب هن أ  
TTإم  ةســ  بحيـــ  أ   Vمضــمخء متج ـــ   مــنتحــويلاً خطيـــمخً  Tلــيكن  -14 Imker   

 هو ادل زلج  ه Fافى  Vهن أ  بعد   ب
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 Algebra of Linear Transformationsجبر التحويلات الخطي     -2
ه  مواــة عيـع التحــويلات  Fافـى  ةــ  اقتـم   متج ــمخ  مضـمخءا Vل  Uلـيكن 

Hom),(م  لهمخ زل م  ي   Vإم  Uالخطية من  VUf  أل برسمخ ة),(Hom VU ه 

 12-11تعريف 
,,Hom),(هي  21 VUTTF ��D   21مـ   المجمـو TT  1TD  قيمخسـص لالضـ ر  �
))(()()(مخ  زـــــــــــــــــمخ تي مع مـــــــــــــــــ Vإم  U مـــــــــــــــــنرا ـــــــــــــــــمخ   2121 uTuTuTT زـــــــــــــــــال    � �

)()()( 11 uTuT DD Uuلكم     ه �

 12-12قضي  
,Hom),(هي االأـــــــــــــــــــ ين   21 VUTT 21مـــــــــــــــــــ   المجمـــــــــــــــــــو   � TT االأـــــــــــــــــــ  ص  �

),(Hom VU)),(Hom( 21 VUTT  ه ��

 البرهان
Uyxليكن   ,21عمخ أ   ,F�EDض  ,� TT : تحويلا  خطيمخ  ض يكو  لديامخ 

 )()()( 111 yTxTyxT EDED � �  
 )()()( 222 yTxTyxT EDED � �  

 لزلتمخلي ممن اع ي  المجمو  يكو  :
 )()()()( 2121 yxTyxTyxTT EDEDED ��� ��  

 )()()()( 2211 yTxTyTxT EDED ���  
 > @ > @)()()()( 2121 yTTxTT ��� ED  . � 

 12-13قضي  
,Hom),(إذا زمخ    VUTF ��D    ض م),(Hom VUT �D ه 
 البرهان

Uyxليكن  F�JEل  ,� )()()( ه م   , yTxTyxT JEJE � � 
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< هاا يعطيامخ @ > @)()()()( yTxTyxT JDEDJED � � 
 )()()()( yTxT DJDE �  
 )()()()( yTxT JDED �  
 > @ > @)()()()( yTxT DJDE �  

Hom),(تحويم خط  لزلتمخلي م    TDأي أ   VUT �D  ه� 

 12-14قضي  
^مضمخء متج ـمخً ذل بعـد ماتـ  ل  Uليكن   `nxxxB ,...,, قمخاـدو لـ  مـعي مضـمخء   21
VBfو  ال اسـ  ض يك Vمتج    o:   ممكـن التوسـيع بط يتـة لقيـدو إم تحويـم خطـT 

Tل  Tه إفيــمخمة إم ذلــ  مــ   التحــويلا  الخطيــمخ   Vإم  Uمــن  c  مــنU  إمV   يكــونا
)()(متسمخليا  إذا لمتط إذا زمخ   ii xTxT c   لكمni dd1 ه 

 البرهان
^عــمخ أ   `nxxx ,...,, Uyض مــ   زــم  Uلفةضــمخء قمخاــدو هــ   21  يمكــن التعرــير ااــ  �

¦للأــــــــورو متـــــــــط زبط يتــــــــة لاقــــــــدو 
 

 
n

i
ii xy

1

D   قيــــــــFi �D    ض اـــــــــVUT o:  

¦ زمخ تي
 

� 
n

i
iii FxfyT

1

),()( DD 

 تحويلًا خطيمخً شتحتق من ذل ر ه Tميكو  
njمــــن بــــين  jأي مــــ ذا ثرتاــــمخ  jiااــــدممخ  iD 0م  ــــ  سخــــا   2,1,..., z  1ل jD 

ixyنحلأم افى أ   ¦ ليكو   
 

  
n

i
jii xfxfyT

1

)()()( D 

 اهل  ه ه هاا يثره الج ء fاوسيع لف اس   Tلافي  م   
TTإ ـ  إذا زـمخ  ال ا ـمخ   للإثرمخت الج ء الثـمخني ض  رـين ,c  متةتـمخ  افـى^ `nxxx ,...,, 21 

Uxم  مـــمخ يكـــونا  متســـمخليين ض للكـــ   ـــ ى ذلـــ  ااتـــبر  ¦ميكـــو   �
 

 
n

i
ii xx

1

D  لـــرعض

Fi �D   ض لعمخ أ)()( ii xTxT c  كم لi :   ض م 
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 ¦ ¦
  

c c  
n

i

n

i
iiii xTxTxTxT

1 1

)()()()( DD  

TTلافي  م    c   ه� 
^أي مضــــمخء متج ــــ  لالمجمواــــة  Vإذا زــــمخ     ملاحظةةةة  `nxxx ,...,, أي  Wقمخاــــدو لــــ  ل  21

ـــــ  إذا أاطياـــــمخ أي مضـــــمخء متج ـــــين أ  المتج ـــــمخت  مـــــن n ـــــ  آخـــــ  ض مـــــ   التضـــــية الســـــمخبتة ار
Wyyy n �...,, شليســـــــــه زلضـــــــــ لرو مســـــــــتتفة خطيـــــــــمخرً ض م  ـــــــــ  يوجـــــــــد تحويـــــــــم خطـــــــــ   21
WVT o:   بحي  يكوii yxT  ه )( 

 12-15نظري  
Hom),(ض مـــــ    Fمضـــــمخءا  متج ـــــمخ  افـــــى  ةـــــ  اقتـــــم  Vل  Uإذا زـــــمخ    VU 

 ه Fيكو  مضمخءً متج مخً افى 

 البرهان
,Hom),(هي   21 VUTT  :ض إذا ا مامخ  F�Dض  �

 )()()()(),()()( 212111 uTuTuTTuTuT � � DD  

Uuلجميــــع  ــــ    � Hom21),(ض م VUTT Hom1),(ض  �� VUT �D  شقســــر التضــــيتين
Hom),(ه لمــن ذلــ  اكــو   ر13.12ل  12.12 VU  ص ملفتــة تحــه امفيــق الجمــع لالضــ ر
 قيمخس ه

Hom),(لافيامخ أ   تحتق من أ   VU ء متج   ه لاا م  امخ  ة   :مضمخ 
 ),(Hom,,,, 321 VUTTTFUu ��� ED  

 ميكو  :
(1)   )()()()()()( 122121 uTuTuTuTuTT  ه � � �

UuuTTuTT إبدالير Vشه  الجمع ص  ��� �� ),()()()( 1221 
 1221 TTTT � ��  
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 لافي  م   امفية الجمع المع مة إبدالية ه
<ر   2ش @ )()()()()( 321321 uTuTTuTTT �� �� 

    > @ )()()( 321 uTuTuT ��  
    > @)()()( 321 uTuTuT ��  

VuTiااسيتية ل  Vشه  امفية الجمع ص   ر ه)(�
    > @ )()( 321 uTTT ��  

)()( أي أ  321321 TTTTTT �� �� 
VUا     ر 3ش o:0 : افى الاحو ا تي 

0)(0ر Vص  المتج  اللأة ي 0ش   u  لكمUu  ه �
Uuuهي االأ ين  0)(00)(0)( يكو  ,�21 2121 uuuu EDED �  � 

Hom0),( أي أ  VU� 
)0()()(0)()(0)( لا   1111 uTuTuuTuT  � � � 

11هاا يرين أ   0 TT Hom),(هو العالأ  المحمخيد الجمع  ص  0لزلتمخلي م    �  VU ه 
VUTا     ر 4ش oc )()(بحي   1: 11 uTuT � c  لكمUu  ه �

UuuFهي  �� 21,,, ED  يكو )()( 211211 uuTuuT EDED �� �c 
  > @)()( 2111 uTuT ED ��  
  > @ > @ )()()()( 2112111 uTuTuTuT n c�c ��� EDED  

1Tلزلتمخلي م    c   تحويم خط  لافي),(Hom1 VUT �c :   ه لا 
 )(00)()()()()()( 111111 uuTuTuTuTuTT   � c� c�  

011 أي أ   c� TT   لأ),(Hom11 VUTT �c � ه 
Hom),(ععــأ أ  لكــم االأــ  ص  VU   اــير ععــ ),(Hom VU   لافــى ذلــ),(Hom VU 

 زم و أبيفية تحه امفية الجمع ه
 ا   : (i)  ر 5ش

 > @ > @ > @)()()()()( 21212/1 uTuTuTTuTT � � � DDD  

    )()()()()()( 2121 uTuTuTuT DDDD � �  
           )()( 21 uTT DD �  
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2121أ  أي  )( TTTT DDD  ه � �
> @ )()()()()()( 1111 uTuTuTuT EDEDED � � �  (ii) 

      )()()()()()( 1111 uTTuTuT EDED � �  
)(111 يعني أ لهاا  TTT EDED  ه � �

> @ > @)()()()()( 111 uTuTuT EDDEDE      (iii) 

            > @ > @ )()()()( 11 uTuT EDED    
)()( لالاي يعني أ  11 TT EDDE  ه  

)()(1)()1( 111 uTuTuT       (iv) 

111 افي  م   TT  ه  
Hom),( لهكاا م   VU  مضمخء متج   ه� 

 12-16تعريف 
��!ض إذا زمخ ـــه ال مـــ و الجمعيـــة  Fأ ـــمخ جـــبر افـــى قتـــم  Rيتـــمخ  لفحفتـــة   ,R 
Ryxض لهي  Fه  مضمخء متج   افى  Rلفحفتة   يكو  : F�Dض  ,�

 )()()( yxyxxy DDD    

 12-17نظري  
Hom),(يكو   FVهي مضمخء متج     VVF  جبراً افىF ه 

 البرهان
VUيأخا  Hom),( ستاتج أ   15.12ص  ا ية    VVF  مضمخء متج   افى 

F  ه لهي),(Hom, 21 VVTT F�  مــــــــ   الترزيــــــــرVVTT o:21  لكــــــــم معــــــــ   زــــــــمخ تي
VvvF �� 21,,, ED ه > @)()( 21212121 vvTTvvTT EDED � � 

<   ر  3.1شقسر  ا ية               @ > @^ `)()( 221121 vTTvTT ED �  
            > @ > @)()( 221121 vTTvTT ED �  
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Hom21),(ه افي  م    Vهو تحويم خط  افى  21TTأي أ   VVTT F� ه 
,,Hom),(لا   لكم  321 VVTTT F�  ضVv  يكو  : F�Dض  �

 > @ > @)()()()( 321321 vTTTvTTT � �  
        > @)()( 321 vTvTT �  
        )()( 3121 vTTvTT �  

3121321 لاا م   )( TTTTTTT � � 
1312132 لزلمثم م   )( TTTTTTT � � 

ض هـا  اللأــيلة  ةســ مخ  Vإم  Vلعـمخ أ  امفيــة الترزيــر هـا  ااســيتية بــين عيـع ال لاســ  مــن 
Hom),(اتحتق لجميع اامخص   VVF   لبهاا  لأم إم أ),(Hom VVF قفتة ه 
 لإفيمخمة لال  م   :

 > @ > @ > @ ^ `> @ > @ )()()()()()()()( 2121212121 vTTVTTvTTvTTvTT DDDDD      

)()()( إذاً اوصفامخ إم أ  212121 TTTTTT DDD    
Hom),(يكو   12-16لاستامخلاً لفتع ي   VVF  ارمخرو ان جبر افىF  ه� 

Hom),(سو  ي م     اصطلاح VVF   زل م)(VA أيضمخً ه 

 12-18نظري  
UVلـــيكن  افـــى الترايـــر ه  ,mnلهمـــمخ الرعـــدا   Fمضـــمخءا  متج ـــمخ  افـــى اقتـــم  ,
Hom),(اادئا يكو   VV  مضمخءً متج مخً افىF ذل بعد mn ه 

 البرهان
^لــتكن  `muuu ,...,, ^ل  21 `nvvv ,...,, UVقمخاـــدل  لفةضــمخئين  21 افـــى الترايـــر ه  ,

^اســ  مــن التمخاــدو عــمخ أ  زــم ر  `muuu ,...,,  Uيمكــن اوســيع  إم تحويــم خطــ  مــن  Vإم  21
miض م  ـــــــــــ  لكـــــــــــم  Vإم  njض   2,1,..., يمكااـــــــــــمخ إ ـــــــــــمخل تحويـــــــــــم خطـــــــــــ    2,1,...,
VUTji o:  بحي  يكو ikuT kji z� ,0)( ل jiji vuT  )( 
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Hom),(إذاً  VUTij  ه ,jiلكم  �
^أ  المجمواـــة  إذا ب هاـــمخ `njmiTij ,...,2,1,,...,2,1| هـــ  قمخاـــدو لفةضـــمخء    

),(Hom VU   ستاتج من ذل  أ > @ mnVU  ),(Homdim  البرهمخ  هلهاا يكمم 
ـــــبر أ   Hom),(اات VUT UuVuTه عـــــمخ أ  لكـــــم  � ii �� ^ل  )(, `nvvv ,...,, 21 
 م   : Vه  قمخادو لفةضمخء 

Fjiشلرعض  �D ر¦
 

 
n

i
jjii VuT

1

)( D ه 

jijiلا    vuT )(0ل  )(   ijk uT  لكمik z : يعطيامخ 

 ¦ ¦ ¦
   

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
  

n

j

n

j
i

m

k
jkjkijijii uTuTuT

1 1 1

)()()( DD  

jkjkTT ¦لهاا يرين أ   D ه 
Hom),(لبال  أثرتامخ أ  زم  VUT  ه jkTهو ا زير خط  من  �

Fjkلا   ام   أ  لرعض  �E    0زمخ
1 1

 ¦¦
  

n

j

m

k
jkjkTE ه 

 هاا يألي إم أ  :

 muT ii

n

j

m

k
jkjk ,...,2,1,0)(

1 1

 � 
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¼

º
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ª

¸
¸
¹

·
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¨
©

§
¦ ¦
  

E  

 ¦ ¦
  

 � 
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»
¼

º

«
«
¬

ª
�

n

j

n

k
ijkjk miuT

1 1

,...,2,1,0)(E  

 ¦
 

 � �
n

j
jji miv

1

,...,2,10E  

 njmiji ,...,2,1,,...,2,10   � � E  

nvvvه   ,...,, أيضـمخً ض  تفة خطيـمخً هـا  مسـت jkTافيـ  مـ   العامخصـ   Fمستتفة خطيمخً افـى  21
^ لزلتمخلي م   `mknjTjk ,...,2,1,,...,2,1|    
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Hom),(ه  قمخادو لفةضمخء  VV  قد قلأفامخ افى الاتيجة ه ض لبال   كو  � 

 12-19نتيج  
ذل بعــــد  Fجــــبر افــــى  VA)(ض مــــ    nذل بعــــد يســــمخلي  FVهي مضــــمخء متج ــــ  

 � ه 2nيسمخلي 

 12-20نظري  
,Hom),(إذا زمخ    21 VUTT  ض م   : �

FTrTr �z� )0(),()( 11 DD     (i) 
 )()()(|)()(| 212121 TrTrTTrTrTr �d�d�   (ii) 

 البرهان
1)(عمخ أ   UT  مضمخء ج ئ  صV   م )()()()( 111 UTUTUT � DD 

)()(للاة  السرر م    11
1 UTUT ��D   ه لاا م > @ )()( 11

1 VTUT DDD �� 
)()(أي أ   11 UTUT D�    ه زلتمخلي م)()( 11 UTUT D  :  لهاا يألي إم أ 

 > @)()(dim)dim( 1 UTU D  

)()(ميكو   11 TrTr D    ر ه12-7شاع ي 
(ii)  هيUu )()()()(م    � 2121 uTuTuTT  ه � �

)()()()( لاا م   2121 UTUTUTT ��� 
> @ > @ > @ > @)(dim)(dim)()(dim)(dim 212121 UTUTUTUTUTT �d�d��  

)()()( 2121 TrTrTTr �d��    (1) 

)()(لقي  أ   2211 TTTT  لاستامخلاً لفخطوات السمخبتة يكو  :  ���
 > @ )()()()()( 2211211 TrTTrTTTrTr ���d���  

)()(نحلأم افى أ   (i)من الةت و  D �1سخا  22 TrTr  ض لافي  م   : � 
 )()()( 2121 TTrTrTr �d�    (2) 
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 لزلمثم م   :
 )()()( 1212 TTrTrTr �d�    (3) 

|)()(|)()()(  ستاتج أ  (2)ل  (1)من  212121 TrTrTTrTrTr �d�d� 
 � لهاا يكمم البرهمخ  ه

 مــن الاا يــة  (ii)مخلو يمكــن أ  يتحتــق ص الةــ   لاهمثفــة التمخليــة ارــين أ  المترمخياــمخت اقــ
 السمخبتة ه

 6مثال 
^ ااتــــبر  `RyxyxR // ^ه لــــتكن  2),(:, � `21, ee  2قمخاــــدو لفةضــــمخءR/    ه اــــ

,21التحويلات الخطية  TT  2افىR/  : زمخ تي 
2211ط  هي ا زير خ ee DD ,R/�21قي   � DD : 

 22112122111 )43()2()( eeeeT DDDDDD ��� �  
 22112122112 )43()2()( eeeeT DDDDDD ��� �  

2121ميكو   4)( eeeT 2111ل   � 3)( eeeT  ه  �
)(بإمكمخ اـــــــمخ أ   ــــــــ ى بســــــــ ولة أ   11 eT  ض)( 21 eT لهــــــــاا يــــــــألي إم أ   مســــــــتتلا  خطيــــــــمخً ض

2)( 1  Tr   2ه لزال)( 2  Tr :  ه أي أ 
 0)()( 21  � TrTr     (1) 

112121لا    2)()( eeeTT DDD � �! يعطيامخ ��  1
2

21 )()( eRTT / 
 ض لافـــــى ذلـــــ   /2Rمخء ص الةضـــــ 1eالمولـــــد زلعالأـــــ   1لهـــــاا هـــــو الةضـــــمخء الج ئـــــ  ذل الرعـــــد 

 م   :
 1)( 21  � TTr      (2) 

 زممخ أ  :
 422)()( 21  � � TrTr    (3) 

  ستاتج مرمخش و أ  : (3)ل  (2)ض  (1)من 
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 )()()()()(| 212121 TrTrTTrTrTr �����  

ض مفـن يتحتـق أبـداً أ  تحـويلا  خطيـمخ  غـير صـة يا   2Tل  1T ترك لفتـ اء إثرـمخت أ ـ  إذا زـمخ  
|)()(|)()()( يكو  212121 TrTrTTrTrTr � � � 

 12-21نظري  
Hom1),(إذا زـــــــــــمخ    UVT Hom2),(ض  � VWT WVUقيـــــــــــ   � مضـــــــــــمخءات  ,,

 ض م   : Fمتج ة افى  ة  اقتم 
 ^ )̀(),(min)()()( 212121 TrTrTTrnTrTr dd��  

Vnقي   dim  ه 

 البرهان
UWTTلاقظ أ    o:21 تحويم خط  شلممخذا ؟ر 

> @)()(dim)( 2121 WTTTTr   
  ^ `> @)()(dim 21 WTT  

< ر8.12قضية ش @VWT dim),(dimmin 2d  
  )()(dim 22 TrWT  d   (1) 

)()(زال   121 VTWTT < افي  م   � @ )(dim)(dim 121 VTWTT d 
 أي أ  :

 )()( 121 TrTTr d     (2) 

  ستاتج أ  : (2)ل  (1)من 
 ^ )̀(),(min)( 2121 TrTrTTr d   (3) 

Vnعمخ أ   dim     م)()( 11 TrTrn  أي أ  :  �
 )()( 11 TrnTv �    (4) 

1Tليكن  c  1متلأورT  2)(افى WT    م)()(kerker 211 WTTT � c : يعطيامخ 
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 )()( 11 TvTv dc      (5) 

 نحلأم افى أ  : (5)ل  (4)ص 
 )()( 11 TrnTv �dc     (6) 

<ا    @ > @ )()()( 212121 WTTWTTWTT   c  يعطيامخ)()( 211 TTrTr  c ه 
<عمخ أ   @ )()()()()(dim 121112 TvTTrTvTrWT c� c�c  :  نجد أ 

)()()()()(ر 6شقسر  1211212 TrnTTrTvTTrTr ��dc�d 
 أي أ  :

 )()()( 2121 TTrnTrTr d��    (7) 

 اعطيمخنا : (7)ل  (3)إذاً 
 > @)(),(min)()()( 212121 TrTrTTrnTrTr dd�� . � 

 12-22نتيج  
,12إذا زمخ  أقد التحويفين   TT :   أي لمورم ) ض م 

 ^ )̀(),(min)( 2121 TrTrTTr   

 البرهان
هـــو أي لمـــورم ) ض اادئـــا يكــــو   1Tلااـــمخ  ةـــ   أ  التحويـــم  محـــدلينلكـــ   كـــو  

)( 21
1

12 TTTT < لهاا يعطيامخ  � @ )()(,)(min)( 21
1

1212 TTrTrTTrTr dd � 
)()(للكــن زمــمخ أ   221 TrTTr d    مــ)()( 221 TrTTr ي لمــورم ) مــ   أ 2Tض لزلمثــم إذا زــمخ    

)()( 121 TrTTr  �إذاً الاتيجة محتتة ه   

 7مثال 
ــــــــــيكن   ــــــــــى قتــــــــــم مضــــــــــمخء  Vل ــــــــــتكن المجمواــــــــــة  5ذل بعــــــــــد  Fمتج ــــــــــ  اف ض لل

^ `54321 ,,,, eeeee  قمخادو لفةضمخءFV    ه اVVT o:1  ضVVT o:2  : زمخ تي 

¦ هي
 

� 
5

1i
ii Vex D   3322111 م )( eeexT DDD ��  
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)44332212 ل eeexT DDD ��  
1)(افــــى الةــــور نجــــد أ  الةضــــمخء  VT  لــــ  التمخاــــدو^ `321 ,, eee  2)(لأ  الةضــــمخء VT  لــــ  التمخاــــدو

^ `432 ,, eee :   ض افي  م 
 3)()( 21   TrTr    (1) 

332221 لا   )()( eexTT DD �  
21)(هاا يعط  أ  الةضمخء  VTT  ل  التمخادو^ `31, ee :   ه لاا م 

)( 21TTr      (2) 

 افى الةور  ستاتج أ  : (2)ل  (1)من 
^ )̀(),(min)(5)()( 212121 TrTrTTrTrTr ����  

 
 محلول  تمارين

 
 1تمرين 

nWWWل  Fمضمخءً متج مخً افى قتم  Vليكن   ,...,, مضـمخءات ج ئيـة ص الةضـمخء  21
V   بحيــــ  زــــمخnWWWV ^ه لكــــم  21... ��� `ni iiاــــ    �2,1,..., WVE o:  

 زمخ تي :

iiهي : 

n

i
i Wvvv � ¦

 1

iiض  , vvE ^بين أ   لكم  )(  `nji ,...,2,1,  م   : �

 تحويم خط  ه iE رiش
ii رiiش WxxxE  ه )(, ��
jiij  0 رiiiش EEEE  اادممخji z  لii EE  ه 2 

¦ رivش
 

 
n

i
i IE

1

 ه Vهو التحويم المحمخيد افى  Iقي   
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 الحل
^معــــــــــــــ   اع يةــــــــــــــمخً جيــــــــــــــداً لكــــــــــــــم  iE رــــــــــــــين أللاً أ   رiش `ni ه لــــــــــــــيكن  �2,1,...,

¦¦
  

c  
n

i
i

n

i
i vvv

11

iiiمــع زــو    Wvv �c,   ض عــمخ أV  مــو  مرمخشــ  لفةضــمخءات 

nWWW ,...,, ـــــــمخ نحلأـــــــم افـــــــى أ   21 nivvم  ا ii ,...,2,1,  �c    ه إذ
iii vvvE c  )(  هن أ  هــاا يــبرiE    معــ   اع يةــمخً جيــداً ه إفيــمخمة إم ذلــ  امــ
FVvu �� ED,,, :  ميكو 

Vvuشلرعض  ii niض  ,� dd1ر ¦ ¦
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n

i
ii vvuu

1 1
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 ¦
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n

i
ii vuvu
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)()( EDED  
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iiشلرعض  Wu ¦ر �
 

 
n

i
iux

1

 ه 
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iju j z� ,0 لأ  xui xuxE ه إذاً    ii  ه )(  
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2)()(أالا  نحلأم افى أ   (ii)زستخدا)  vEvvE iii iiه لاا م       EE  ه 2 
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 2تمرين 
VVTيتمخ  لتحويم خط     1تعريف  o: ا زمخ  أ   إستمخ  إذTT  ه � 

 عمخمـدو إذا زـمخ  فيـ ر أي إسـتمخ ينتأ ـمخ م Vالإستمخ مخت افى  منيتمخ  لمجمواة    2تعريف 
 مي مخ مسمخلياً لفلأة  هتتفةين 

nEEEيتمخ  لمجمواـة مـن الإسـتمخ مخت المتعمخمـدو    3تعريف  ,...,, أ ـمخ متكمخمفـة إذا  Vافـى  21
¦زمخ  
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 ه Vهو التحويم المحمخيد شالااتير افى  Iقي   

أثرــه أ ــ  يوجــد ااــمخ   أقــمخلي بــين التحفـــيلات المرمخشــ و لةضــمخء متج ــ  ل ــمخميع مات يــة مـــن 
 ء المتج   هالإستمخ مخت المتعمخمدو المتكمخمفة افى ذل  الةضمخ

 الحل
421لكـــــم تحفيـــــم مرمخشـــــ  معطـــــى   ... WWWV ض نحلأـــــم افـــــى المجمواـــــة   ���

^ `nEEE ,...,,  ه 1لإستمخ مخت متعمخمدو متكمخمفة زممخ ب هامخ ص با ين  21
^لتكن  `nEEE ,...,,  ه V مواة مات ية ص الإستمخ مخت المتعمخمدو المتكمخمفة افى  21

Vv ةـــ   أ   ¦مرمـــمخ أ   �
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مرمخشــ  ه لبــال  قلأــفامخ افــى  

 ه Vمرمخش  لفةضمخء  تحفيم
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Wviقي    � )1( ni dd    ض افي  مii vvP  ه )( 

zEvWv)(لا    iiii ��� 
Vzلرعض  iiii أ  إمهاا يألي  � vzEzEvE    )()()( 2 
)()(إذاً  vEvp ii Vvلكم    ,)1(باـمخء افيـ  يكـو   � niEp iii dd�    لبـال

 نحلأم افى المطفور ه
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 3تمرين 
ـــــــــــ هن أ  ـــــــــــ  إذا زـــــــــــمخ  ب  21, EE   ـــــــــــ 1221إســـــــــــتمخ مخ  بحي EEEE ـــــــــــ        21EEض م

2121ل  EEEE  اكو  إستمخ مخت ه ��

 الحل
1221شه    EEEE 22112121ر  

2
21 )( EEEEEEEEEE    

 21
2
2

2
1 EEEE  �  

 هو إستمخ  ه 21EEلزلتمخلي م   التحويم 
211122 إفيمخمة إم ذل  لاقظ أ 

2
12121 2)( EEEEEEEEEEE  � � 

21 ل
2
211212121 2)( EEEEEEEEEEE  � � 

 أي أ  :
 2

212121
2

21
2

2121 )()(2)()( EEEEEEEEEEEE ���� ��  

212121
2
2

2
1 42 EEEEEEEE ����  

2121 EEEE ��  

2121إذاً  EEEE  هو إستمخ  ه ��
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 تمارين
 

الةضمخءات المتج ة ذلات أبعمخل مات يـة إلا إذا ذزـ  غـير ذلـ  ص التممخرين ا اية عيع  
 ه
ـــتكن  -1 ^ل `neee ,...,, Fnل  FVقمخاـــدو لفةضـــمخء  21 �OOO ,...,, تتفةـــة ه إذا   قيمخســـيمخت 21

,Hom),(زــــــــــــــمخ   VVUT iiiبحيــــــــــــــ  زــــــــــــــمخ   � eeT O )(  لUTTU بــــــــــــــ هن أ    
iii eeU P )(  التيمخســـيمختلـــرعض nPPP ...,, إذا لم  Uض مـــمخ الـــاي يمكـــن قولـــ  قـــو   21

 عيع مخ تتفةة ؟ iOاكن 
TUإذا زمخ   -2 TUUTبحي  زمخ   VA)(تحويلا  خطيمخ  ص  , ض مـبرهن  Uمترمخل  مـع  �

 يكو  : kأ  لكم ادل صحي  موجر 
)(1 TUUTkUTUTU kkk � � �  

 لةضـــــــمخء متج ـــــــ   VA)(يمكـــــــن أ  يلمـــــــ  ص  محمخيـــــــدلـــــــ   Fبـــــــ هن أ  زـــــــم جـــــــبر افـــــــى  -3
FV   ه محمخيده ام  ها  الاتيجة إذا زمخ  الجبر بدل 

1dimإذا زمخ   -4 !V   ض ب هن أ)(VA غير إبدالية ه 
)0()(إذا زـــمخ   -5 VAT �z  ض مـــبرهن أ ـــ  يوجـــد)(VAS  0z TSEبحيـــ  يكـــو   �

 مممخثفة هاالأ  ذل قوو 
VAT)(ليكن  -6 ^ ل � `0)(,|0  ��� � vTZkVvV k 

)(0لإذا زـمخ   Vمضمخء ج ئ  من  0Vب هن أ   VvTm لكـم اـدل صـحي  موجـر  �
m    0ض مVv  ه �

VAT)(إذا زمخ   -7 ياتم زم مضمخء ج ئـ  ذل بعـد لاقـد إم  ةسـ  ض بـ هن أ   Tبحي   �
IT O  لتيمخس  F�O   قيI التحويم المحمخيد ه 
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ـــــــــــــــــــ   أ     إرشةةةةةةةةةةةةةةةةةةةاد] ^ام `neee ,...,, ض ميكـــــــــــــــــــو   Vقمخاـــــــــــــــــــدو لفةضـــــــــــــــــــمخء  21
nieeT iii ,...,2,1,)(  � O : لم و أخ ى 

!����!���� nn eeeeeeT ...... 2121  

nOOO    � ...21 [ 
TUاذز  تحويفين خطيين  -8 0,0 تتمخ   /2R افى ,  z TUUT ه 
02بحي   /2Rافى  Tاذز  مثمخلًا لتحويم خط   -9  T  0ص قينzT ه 
VWلــيكن  -11 افــى  Vأي لمــورم ) مــن  Tللــيكن  Fمضــمخءا  متج ــمخ  افــى  ةــ  اقتــم  ,

W   ـــــــــــــــــــ هن أ  ال اســـــــــــــــــــ :)()(ه ب WAVAf o  المعـــــــــــــــــــ   افـــــــــــــــــــى الاحـــــــــــــــــــو ا تي
)(,)( 1 VAUTUTUf  هو أي لمورم ) ه � ��
VAT)(إذا زمخ   -11 الـق تحتـق  Vافـى  Uض ب هن أ   مواـة عيـع التحـويلات الخطيـة  �

0 TU  ه  مضمخء ج ئ  من)(VA ه 
VAT)(إذا زـــمخ   -12 02 تـــق  �  �� ITT   قيـــI  افـــى التحويـــم المحمخيـــد هـــوV  ض

 ل  معكوس ه Tب هن أ  
,12ض بـــ هن أ ــ  إذا زــمخ   2قتــلاً مميـــ  لا يســمخلي  Fإذا زــمخ   -13 EE افــى مضـــمخء  إســـتمخ ين

21بحي  زمخ   Fافى  Vمتج    EE ,12إستمخ مخً م    � EE يكونا  متعمخمدا  ه 
rEEEإذا زــــمخ   بــــ هن أ ــــ * -14 ,...,, ض بحيــــ  زـــــمخ   Vإســــتمخ مخت افـــــى مضــــمخء متج ــــ   21

)(...)()( 21 VEVEVE r     لFr �DDD ,...,, ¦ض  21
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1D    مـــــــ¦
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 ه iEهو إستمخ  باة  مضمخء رارة الإستمخ  
JEDتكن ل** -15  إم  ةس  ب هن أ  : Vتحويلات خطية من مضمخء متج    ,,

)()()()(ر م لبياي شمترمخياة  DEJEEJDE rrrr �d� ه 
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مـبرهن  3Rإم  2Rتحـويلاً خطيـمخً مـن  Uزـمخ  ل  2Rإم  3Rتحـويلاً خطيـمخً مـن  Tإذا زمخ   -16
 لي  ل  معكوس ه UTأ  التحويم 

)()(بحيـــــــ  زـــــــمخ   Vإم  Vتحـــــــويلاً خطيـــــــمخ مـــــــن  Tإذا زـــــــمخ   -17 2TrTr ض مأثرـــــــه أ    
^ `0ker)(  � TVT ه 
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 Dual Spacesالفضاءات الثنائي     -3
 12-23تعريف 
يســمى  Fإم  Vمــأي تحويــم خطــ  مــن  Fمضــمخءً متج ــمخً افــى قتــم  Vإذا زــمخ   

 ه Vلالي خط  افى 

 12-24تعريف 
Hom),(الةضــمخء المتج ــ    FVF  المألــ  مــن عيــع الــداليمخت الخطيــة افــىV  يســمى

 هه ليسمى أقيمخناً الةضمخء الم امق  V*لي م  ل   Vثامخئ  الةضمخء 
 12-18افى ااترمخر  مضمخء متج   افى  ةسـ  هـو لاقـد ض مـ    ا يـة  Fعمخ أ  بعد 

 ر يكو  :مات  شذل بعد FVارين أ   هي مضمخء متج   
 > @ VFVFVF dimdim.dim),(Homdim    

VVأي أ   dimdim * مخااــمخ لعلاقــة م مــة بــين ســو   عــول ل ــبرهن هــا  العلاقــة ااــد إثره   
 ه لثامخئيت مضمخء متج   

 12-25نظري  
^لالمجمواـــــة  Fافـــــى قتـــــم  nمضـــــمخء متج ـــــ  ذل بعـــــد  Vإذا زـــــمخ    `neee ,...,, 21 

ــــــ  ض مــــــ    ^قمخاــــــدو ل `**
2

*
1 ,...,, neee  قمخاــــــدو لفةضــــــمخء*V   ــــــ *)(0قي  ji ee  ــــــدممخ jiاا z  

*)(1ل   ii ee   ض لزال*dimdim VV  ه  

 البرهان
^عـمخ أ  زـم راسـ  مـن   `neee ,...,,  Vيمكـن اوسـيع  إم تحويـم خطـ  افـى  Fإم  21
niر ض مــــــ   لكــــــم 12-14شقضــــــية   Vافـــــــى  e*بإمكمخ اـــــــمخ اع يــــــ  لالي خطــــــ    2,1,...,
 :زللأورو
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^لا    برهن أ   `**
2

*
1 ,...,, neeeB  ه V*قمخادو لفةضمخء   

Vf*كن لي niه لكم  � dd1    امFef ii � D)( : ه ااتبر 
 **

22
*
11 ... nneeeg DDD ���  

niلكم  dd1  يكو )()...()( **
22

*
11 inni eeeeeg DDD ���  

*)(0مـــ    (1)شه ـــ  قســـر   ij ee  ااـــدممخij z ر)()(*
iiiii efee    DD    لهكـــاا مـــ

f  لg  ياطرتمخ  افـى التمخاـدو^ `neee ,...,, gfه لافيـ   Vلفةضـمخء  21 قسـر التضـية   
ـــــ   أ ـــــ  لـــــرعض  V*يولـــــد  Bض لهـــــاا يرـــــين أ   14-12 Fiه ام �E  ضni dd1  زـــــمخ 

¦
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* 0E  ميكو ¦
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jjii njee
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* ...,2,1,00)()( EE 

 Bه لعــمخ أ   V*قمخاــدو لفةضــمخء  Bاكــو  مســتتفة خطيــمخً أيضــمخً ه زلتــمخلي مــ    Bلــال  مــ   
VVمن العامخص  م    nاض   dimdim *  �ه لهاا يكمم البرهمخ  ه   

 12-26تعريف 
),,...,(مضـــمخءً متج ـــ  ذل بعـــد ماتـــ  لأ   FVلـــيكن   21 neee    قمخاـــدو م ارـــة لـــ  ه مـــ

ــــــــة ا ),,...,(لتمخاــــــــدو الم ار **
2

*
1 neee  لفةضــــــــمخء*V   0بحيــــــــ  يكــــــــو)(*  ji ee  ــــــــدممخ jiاا z  

*)(1ل   ii ee  يســــمى ثامخئيــــة التمخاــــدو),...,,( 21 nj eeeV  شأل برســـــمخ ة قمخاــــدو ثامخئيــــة لفةضـــــمخء 
*Vر ه 

 12-27تعريف 
 لفةضـــمخء الثـــمخني يســـمى الثاـــمخئ   V*لفةضـــمخء  V**ض الثاـــمخئ   FVلكـــم مضـــمخء متج ـــ   

V ه 
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 12-28قضي  
 Vص  zv)0(ض مـ   لكـم  F مضـمخء متج ـمخً شمات ـ  الرعـدر افـى قتـم Vإذا زمخ   
Vg*يوجد  )(0بحي  يكو   � zvg ه 
 البرهان
^مــــ    0zvعــــمخ أ    `v  هــــ   مواــــة ج ئيــــة مســــتتفة خطيــــمخً مــــنV  افيــــ  يمكــــن ض

),,...,(للــــتكن  Vاوســــيع مخ إم قمخاــــدو م ارــــة لفةضــــمخء  21 nvvvv ),,...,(لــــتكن ه    **
2

*
1 nvvv 

),,...,(الثامخئيــــــــــة لفتمخاــــــــــدو  V*هــــــــــ  قمخاــــــــــدو لفةضــــــــــمخء  21 nvvv   ض ممــــــــــن التع يــــــــــ  يكــــــــــو
01)( 1

*
1 z vv  لسخا*

1vg )(0نجد أ     zvg  ه لهاا يكمم البرهمخ  ه� 

 )قاعدة الثنوي (   12-29نظري  
افــى  V مــنمضــمخءً متج ــمخً ذل بعــد ماتــ  ض م  ــ  يوجــد أي لمــورم ) قــمخ وني  FVإذا زــمخ   

**V ه 

 البرهان
:**ا     VV oV  : زمخ تي 

Vvهي  FVvض أللًا ا    � o*:K  : زمخ تي 
*),()( Vfvffv �� K  ه عمخ أ  لكم*, Vgf  ,F�EDض  �

 )()()()()()()( vgvfvgfgfv EDEDEDK � � �  
             > @ > @)()( vgvf ED �  
             > @ > @)()( gf vv KEKD �  

Vv**ض أي أ   V*لالي خط  افى  vKم    �K ه 
vvفيع  KV Vvuلكم  ه ا   )(   كو  :ي ,F�EDض  ,�

 
vuvu EDKEDV � � )(     (1) 
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Vf*لم و أخ ى لكم  )()()()( م   � vfufvuffvu EDEDK ED � � � 
     )()()()( fff vuvv EKDKEKDK � �  
     vuvu EKDKK ED � � �    (2) 

)()()( نحلأم افى (2)ل  (1)من  vuvu EVDVEDV � � 
 ه  تحويم خط Vلبال  م   

Vffvv لا   v �� � �� ,0)(0)(ker KVV 
      *,0)( Vfvf �� �    (3) 

Vf*يوجـــــد  12-28م  ـــــ  قســـــر التضـــــية  0zvإذا زـــــمخ   )(0بحيـــــ   � zvf   ض لافيـــــ
 ه V 0أ   (3) ستاتج من 

dimdim)(مو ومورم ) لذل  يرين أ   Vلبامخء افي  م    VV V   من ناقيـة أخـ ى لقسـر
***مـــ    12-25 ا يـــة  dimdimdim VVV  V**مضـــمخء ج ئـــ  مـــن  VV)(لافيـــ  مـــ      
dim)(dim**قيـــ   VV  V   لهـــاا يمكـــن قدلثـــ  متـــط ااـــدممخ يكـــو**)( VV  V  زلتـــمخلي

  V**افــــــــــــــــــــــــــى  Vأي لمــــــــــــــــــــــــــورم ) مــــــــــــــــــــــــــن  Vمــــــــــــــــــــــــــوق  أيضــــــــــــــــــــــــــمخً ه أي أ   Vمــــــــــــــــــــــــــ   
 �هو اهي لمورم ) التمخ وني المطفور ه  Vل 

:**يــة الســمخبتة لاقــظ أ ــ  ص الاا     ملاحظةة  VV oV  لا يعتمــد افــى أي اختيــمخر خــمخص
 لهاا هو سرر اسميت  زهي لمورم ) التمخ وني ه Vلتمخادو الةضمخء 

 12-30تعريف 
 Vمــن  Sج ئيــة  الةضــمخء الثاــمخئ  لــ  ه هيــة  مواــة V*مضــمخءً متج ــمخً ل  FVلــيكن  

 م   المجمواة ه
^ `SssfVfS �� � A  المعدمـــــــــــــةاســـــــــــــمى زلمجمواـــــــــــــة المتعمخمـــــــــــــدو أل  *|)(0,

ـــــــــــــــــة  V*ص  Sلفمجمواـــــــــــــــــة  مـــــــــــــــــ   المجمواـــــــــــــــــة  V*مـــــــــــــــــن  Tه هيـــــــــــــــــة  مواـــــــــــــــــة ج ئي
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^ `TfvfVvT �� � A لفتحويــم المعدمــة اســمى المجمواــة المتعمخمــدو أل  |)(0,
T  صV ه 

 12-31قضي  
 Sالةضمخء الثامخئ  ل  ه إذا زمخ ـه  V*ل  Fأي مضمخء متج   افى اقتم  Vليكن  

همــمخ مضــمخءا  ج ئيــمخ   ATل  ASافــى الترايــر ض مــ    V*ل  V مــواتين جــ ئيتين مــن  Tل 
 افى التراير ه Vل  V*من 

 البرهان
Sssعمخ أ    ي م  لفـدالي الخطـ  اللأـة ي ض يكـو  لـديامخ  0ض قي   0)(0, ��

A� S0    ه افي  مIzAS ه 
�Aا   لاة    Sgf Ssل  ,F�EDض  , )()(0ه عمخ أ   �   sgsf :   م 

 0)()()()(  � � sgsfsgff EDED  

��Aأي أ   Sgf ED   ه هاا يرين أAS  مضمخء ج ئ  من*V ه 
Tffلم و أخ ى عمخ أ   �Aم    )0(0, �� T0   لافيIzT ه 

�Aامــــ    Tvu,  ضF�ED,  ضTf )(0)(مــــ    T*ه قســــر اع يــــ   � vfuf    
 لزلتمخلي م   :

 000)()()(  � � � EDEDED vfufvuf  

��A لهكاا م   Tvu ED   ه هاا يبرهن أAT  مضمخء ج ئ  منV  ه� 
 ليترك إثرمخ مخ لفت اء ه 12-30التضية التمخلية ه   تيجة بسيطة لفتع ي  

 12-32قضي  
   الثامخئ  م   :مضمخء V*مضمخءً متج مخً ل  FVليكن  
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(a)    12هية  مواتين ج ئيتين, SS  منV :  يكو 
AA ��� 1221 SSSS  

(a')    12هية  مواتين ج ئيتين, TT  من*V :  يكو 
AA ��� 1221 TTTT  

  (b) ئية هية  مواة ج S  منV  يكو AA� SS ه 
(b')    هية  مواة ج ئيةT  من*V   يكوAA� TT  ه� 

 12-33نظري  
   Wه هي مضمخئين ج ئيين  Fد مات  افى قتم مضمخءً متج مخً ذل بع Vليكن 

Wل  c  منV  ل*V  افى التراير يكو VWW dimdimdim  � A 
 *dim)dim(dim VWW  c� A  

 البرهان
nVلـــيكن   dim  ضrW  dim  ه عـــمخ أ  زـــم  مواـــة ج ئيـــة مســـتتفة خطيـــمخً مـــن

V  يمكـن اوسـيع مخ إم قمخاــدو لفةضـمخءV  ض يمكااـمخ إ ــمخل قمخاـدو م ارـة),...,,( 21 nvvv  لفةضــمخء
V   بحيــ),...,,( 21 rvvv  لـــ اكــو  قمخاــدوW  ه لــتكن),...,,( **

2
*
1 nvvv  التمخاــدو لـــ*V  الثامخئيــة

),,...,(لفتمخاـــــدو  21 nvvv  ـــــة ض ااـــــدممخ riه اســـــتامخلاً إم اع يـــــ  التمخاـــــدو الثامخئي dd1   ـــــ م
 nrrjvv ij ,...,2,1,0)(* �� �  

Wwتبر أي االأ  اا rrvvvwض  � DDD Fiلرعض العامخص   2211... ��� �D  لالـاي
)()()(...)(1,0 يعطيامخ *

2
*

21
*

1
* �t� ��� rvvwvvvwv jrjrjjj DDD 

�Aإذاً  Wv j
1�tلكم  * rj :  لهكاا م   الةضمخء الج ئ 

 A
�� �!� wvvv nrr

**
2

*
1 ,...,,    (1) 

�Aأي االأ  ااتبر  Wf   ه لممخ زمخ*Vf  م   : �
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 **
22

*
11 ... nnvvvf EEE ���    (2) 

Fiلرعض العامخص   �E  ه لقي  أ   لكمri dd1  ضWvi )(0يكو   �  ivf ه 
iivfنجد أ   (2)من  E )(    0لافي  م iE  لكمri dd1 :  ه ليكو 

 **
22

*
11 ... nnrrrr vvvf EEE ��� ����  

��!ل  ��
**

2
*

1 ,...,, nrr vvvf ه 
 لهاا يألي إم أ  :

 !�� ��
A **

2
*

1 ,...,, nrr vvvW    (3) 

 نحلأم افى : (3)ل  (1)من 
 !� ��

A **
2

*
1 ,...,, nrr vvvW    (4) 

^مخلية اهخـــــــيرو يتضـــــــ  أ  ص المتســـــــ `**
2

*
1 ,...,, nrr vvv rnتحـــــــوي  AWقمخاـــــــدو لفةضـــــــمخء  �� �  

WVrnW ص المتج مخت ض لافي  م   dimdimdim � � A 
VWW إذاً  dimdimdim  � A 

ـــمخني امـــ   أ   tWلإثرـــمخت الجـــ ء الث  cdim ـــديامخ  ه nVVل   *dimdim   افيـــ
),,...,(يمكااـــمخ إ ـــمخل قمخاـــدو م ارـــة  21 nfff  لفةضـــمخء*V   بحيـــ  اكـــو^ `tfff ,...,, قمخاـــدو  21

Wلفةضــــــــــــمخء  c  ليمكــــــــــــن إ ــــــــــــمخل قمخاــــــــــــدو),...,,( 21 nFFF  لفةضــــــــــــمخء**V مخاــــــــــــدو ثامخئيــــــــــــة لفت
),...,,( 21 nfff   ه لا   مــــــ   ال اســـــــ**: VV oV  المعطــــــى قســـــــر> @ )()()( vffv  V 

Vvلكــم  Vf*ل  � nvvvلافيــ  ميمكااــمخ إ ــمخل ر 12-29هــو أي لمــورم ) ش ا يــة  � ,...,, 21 
iiبحيــــــ   Vص  Fv  )(V  لكــــــمni dd1  ــــــا لكــــــم ijلاادئ z   ــــــ njiقي dd ,1 

< يكو  @ )()()()(0 ijiiji vffvfF    V 
jiلاادممخ  1)()(م      jjjj vffF  ه   

^لهكــــــاا مــــــ   المجمواــــــة  `nvvv ,...,, ),,...,(ل  Vهــــــ  قمخاــــــدو لفةضــــــمخء  21 21 nfff  قمخاــــــدو
),,...,(ثامخئيــــة لفتمخاــــدو  V*لفةضــــمخء  21 nvvv  1ض لا   لكــــم�t tj  ضti dd1   يكـــــو

0)(  ji vf  مألياً إم)( A� Wv j ه 
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 افي  م   :
 A

�� c�!� )(,...,, 21 Wvvv ntt    (5) 

�Ac ة   أ   )(Wv  حي  أ  مهVv  ض م   : �
nnvvvv DDD ��� ...2211  

ـــــــــرعض العامخصـــــــــ   Fiل �D   ـــــــــ niقي dd1  ـــــــــا jjض اادئ vf D  )(0 مخ زـــــــــمخ   مخلمـــــــــ
tj dd1  هاا يعط !���� ���� nttnntt vvvvvv ,...,,... 2111 DD 

 ليكو  :
 !��c ��

A
ntt vvvW ,...,,)( 21    (6) 

c �! نحلأم افى أ  (6)ل  (5)من  ��
A

ntt vvvW ,...,,)( 21 
WntnW لافي  م   c� � c A dim)dim( 

dim)dim(dim* لهاا يثره أ  VnWW   c�c A 
 � لبهاا يكمم البرهمخ  ه

 12-34نظري  
STإذا زمخ     م   : FVمضمخءا  ج ئيمخ  ص مضمخء متج   ذل بعد مات    ,

(a)   SS  AA 
(b)   AAA � � TSTS )( 
(c)   AAA � � TSTS )( 

 البرهان
nVام      dim  ضrS  dim  ضmT  dim ه 

�AAمـــــــــــــ    12-32قســـــــــــــر التضـــــــــــــية  رaش TS  ـــــــــــــة ـــــــــــــ    12-33ض لقســـــــــــــر الاا ي م
rnS � Adim  لSrSnS dimdimdim   � AAA 
AA SSبحي   AAS منمضمخء ج ئ   Sإذاً  dimdim أ   ض هاا يبنAA SS ه 
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)()(0,)( رbش TSxxfTSf ��� ��� AA   لعــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــمخ أTSS ��  
TSTل  )(0م    ��  tf  0ل)(  sf  لكمTt Tsض  � � 

AA ��� TfSf ,  
AA ��� TSf  

 افي  م   :
AAA ��� TSTS )(     (1) 

AAAA زال  م   ����� TgSgTSg , 
TtSstgsg ���  � ,,0)(,0)(  

TtSstsg ��� �� ,,0)(  
A��� )( TSg     (2) 

AAA افي  م   ��� )( TSTS 
AAAنحلأـــــم افـــــى أ   (2)ل  (1)مـــــن  � � TSTS  12-32لتضــــــية بتطريـــــق ا )(

يمكـن اقلأـو  افي ـمخ لفةضـمخءات  bل  a ةـ  الاتـمخئج زمـمخ ص مـ    12-33لالاا ية 
 ه Vض الثامخئية لفةضمخء  V*من  Tل  Sالج ئية 

AAا    رcش ST  يكو  : (b)ض ممن  V*مضمخءا  ج ئيمخ  ص  ,
AAAAAAA � � )()()( TSTS  

 TSTS � � AAAA    ( a  (قسر 

AAAAAAA لهكاا م   � � � TSTSTS )()( 
 �لبهاا يكمم البرهمخ  ه  cهاا يثره 
لالةضــمخءات الج ئيــة  Vثامخئيــة بــين الةضــمخءات الج ئيــة مــن الةضــمخء متج ــ   الاا يــة التمخليــة تحتــق

 ه 12-34ض ل ا ية  12-32ه لها  الاا ية ه   تيجة مرمخش و لفتضية  V*من الةضمخء 

 12-35نظري  
Al  ال اسـ  مضــمخءً متج ــمخً ذل بعـد ماتــ  ض مــ  FVإذا زـمخ    WW   قيــW  مضــمخء

 V*لالةضــمخءات الج ئيــة مــن  Vهــو اتمخبــم أقــمخلي بــين الةضــمخءات الج ئيــة مــن  Vج ئــ  مــن 
 بحي  :
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(a)   WW  AA 
(b)   21 WW AAإذا لمتط إذا زمخ   � � 12 WW 
(c)   AAA � � 2121 )( WWWW 
(d)   )( 2121 WWWW � � AA 
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 مسائل
 

FV)3(امـــــ    -1 1)0,0,1(إذا زـــــمخ      e  2)0,1,0(ض  e  3)1,0,0(ض  e  اـــــين
),,(التمخادو  *

3
*
2

*
1 eee  لفةضمخء*V  الثامخئية لفتمخادو الم ارـة),,( 321 eee  لفةضـمخءV   لإذا

1)2,1,1(زــــمخ    f  2)1,2,0(ض  f  3)5,0,0(ضf  زــــمخ ل F يترــــم قتــــلاً مميــــ  لا 
^مأثرــه أ    5ل  2التســمة افــى  `321 ,, fff  قمخاــدو لفةضــمخءV  ض لألجــد التمخاــدو

^الثامخئية  `*
3

*
2

*
1 ,, fff  لابر ان زم*

if   زترزير خط  ص*
3

*
2

*
1 ,, eee ه 

Vf*لكـــم  FVئيـــمخً مـــن مضـــمخء متج ـــ  ذل بعـــد ماتـــ  مضـــمخءً ج   Wلـــيكن  -2 فيـــع  �
Wff |* **ر ه بــــ هن أ  Wافـــــى  fشمتلأــــور    Wf ff*لأ   � o  هـــــو

 ه AW واا   W*افى  V*تحويم خط  من 
 ه 12-35ازتر زلتةلأيم ب همخ   ا ية  -3
VWلـــــــيكن زـــــــم مـــــــن * -4   Fمضـــــــمخء متج ـــــــ  ذل بعـــــــد ماتـــــــ  افـــــــى  ةـــــــ  اقتـــــــم  ,

WVAل  o: تحويم خط  ه 
***ا    : VWA o : افى الاحو ا تي 

WffAfA �� ,)(*  

مضمخءً متج ـمخً آخـ  افـى  Uر ه لإذا زمخ  Aتحويم خط  شيسمى مدلر  A*بين أ  
F  لVWB o: أثره أ  تحويم خط  ض م***)( BABA  :لزال    
(i) > @)(ker * VAA )()(ل    * AvAv   

:**لإذا زــــــــمخ   VWA oc    اــــــــWVA o c Vxزــــــــمخ تي هي   )(* ض  �
yxAفيع   c )()( )()(),(*إذا لمتط إذا زمخ   * WfyfxfA �� c ه 

(ii)  زســـتخدا) قتيتـــة أ ـــ  بـــينV  ل**V   (*أي لمـــورم ) قـــمخ وني بـــ هن أ(Ac  تحويـــم
 خط  ه
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(iii)   هي تحويـــم خطـــWVA o:   أثرـــه أ**AA AA*لاســـتاتج أ     o 
Hom),(هو تحويم خط  أقمخلي لموق  من  WV  افى),(Hom ** VW ه 

gfإذا زـــمخ   -5 )(0بحيـــ   V*االأـــ ا  ص  ,  vf   0يـــألي إم أ)(  vg  ض بـــ هن
fgأ   O   لرعضF�O ه 

BAVإذا زـــــــــــــــــــــــــــــمخ   -6 ـــــــــــــــــــــــــــــ هن أ    � AAض ب � BAV   اســـــــــــــــــــــــــــــتاتج أ   *
AA # BAV  ه*/

 [ ه12-34]إرشمخل : استخد)  ا ية 
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 المصفوفات والتحويلات الخطي  -4
UVزــــــــم مــــــــن لــــــــيكن      F ةــــــــ  اقتــــــــم مضــــــــمخءً متج ــــــــمخً ذل بعــــــــد ماتــــــــ  افــــــــى  ,

VUTل  o: ــــــــم خطــــــــ  ه ),,...,( امــــــــ   أ  تحوي 21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv  قمخاــــــــداين
إم  Uمــن افــى الترايــر ه لااــمخ  تــاز  أ  تحــويلاً خطيــمخً  Vل  Uمثرتتــين لفةضــمخئين  مــ ارتين

V  يتحدل بتأثير  افى قمخادو الةضمخءU  لص المتمخبـم أي راسـ  مـن قمخاـدو لفةضـمخءU  إمV 
niلكـــم للمـــمخ زــمخ   Vإم  Uيمكــن اوســيع  بط يتـــة لقيــدو إم تحويـــم خطــ  مــن  dd1  ض

VuT i )(ض م    يمكاامخ التعرير ان  )(� iuT : بط يتة لقيدو زللأورو 

 ¦
 

� 
m

j
jijjii FvuT

1

,)( DD  

nm السعةمعادئا نحلأم افى الملأةومة ا اية من  u 
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21

22221

11211

ji
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DDD
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  (1) 

),,...,(زملأـــةومة  21 nTuTuTu  ســـرة إم ),...,,( 21 mvvv لص المتمخبـــم إذا أاطياـــمخ الملأـــةومة  ه
^ مـــــــــــــن fم  اـــــــــــــمخ  ســـــــــــــتطيع اع يـــــــــــــ  راســـــــــــــ   (1) `nuuu ,...,, بحيـــــــــــــ  يكـــــــــــــو   Vإم  21

¦
 

 
m

j
jjii vuf

1

)( D  ه هـــاا ال اســـ  يمكـــن اوســـيع  بط يتـــة لقيـــدو إم تحويـــم خطـــ  شتهخر

VUT oc  ه :
),,...,(مـــن الوافيـــ  أ  ملأـــةومة  21 nuTTuuT cc إم  ةً  ســـر),...,,( 21 nvvv   هـــ   ةـــ

)(الملأةومة  (1)الملأةومة  jiD طـ  اسمى ملأـةومة التحويـم الخT  زلاسـرة لفتمخاـداين المـ ارتين
),...,,( 21 nnuu  ل),...,,( 21 mvvv ه 
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VUزلإفيـمخمة إم ذلــ  إذا زــمخ   iiلأخـانا    vu niلكــم    dd1  مــ   الملأــةومة)( ijD 
),,...,( سرة إم  Tى ملأةومة اسم 21 nuuu ه 

 12-36قضي  
FFليكن   UV Hom),(افـى الترايـر ه مـ    mض  nمضمخءا  متج مخ  برعـدين  , VU 
nm السعةلأةوممخت من لفةضمخء المتج   لجميع الم أي لمورص u  افىF ه 

 البرهان
),,...,(لــــتكن   21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv  قمخاــــدل  م ارتـــــمخ  لكــــم مــــنUV افـــــى  ,

Hom),(ه هي  الترايـــر VUT ¦ض يكـــو   �
 

 
m

j
ijii vuT

1

)( D امخصـــ  لقيـــدو لعFji �D  ض

شزمـــمخ أزـــدنا ص الةلأـــم الســـمخبق افـــى أ ـــ  لا يوجـــد مـــ ض بـــين مضـــمخء متج ـــ  يســـمخري لمضـــمخء 
 متج   يميني افى قتمر ه  ستطيع أ   كتر :

 ¦
 

 
m

j
jiji vuT

1

)( D , Fji �D   (1) 

)(لـــال  مـــ    jiD  الســـعةملأـــةومة مـــن nm u   ه إذا زـــمخ)(, FM nm   ي مـــ  لفةضـــمخء المتج ـــ
nm السعةلجميع الملأةوممخت من  u  افىF :   ه ا 

 )()( jiT DV       (2) 

ــــيكن ,Hom),( ل VUTT �c  ضF�D  ه للكــــمni dd1    امــــ¦
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m

j
jiji vuT

1

)( E  ض
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j
jiji vuT

1

)( D  لرعضFji �E  ضjiD :   ض م 
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j
jijijiii vuTuTuTT
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¦ زال  ¦ ¦   )()()()( jijjijjiji vvvuT DDDDDDD 
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)()()()( لمن   م   TTTT jiji c� � c� VVEDV 
 )()()()( TT jiji DVDDDDDV     

 هو تحويم خط  ه Vإذاً 
jijijijijiTT ا   ,,)()()()( � � �c EDEDVV 

 ¦ ¦
  

c   �
m

j

m

j
ijijjiji uTvvuT

1 1

)()( ED  

niلكم  dd1    ه افي  مـTT ,c  متوامتـمخ  افـى قمخاـدو لفةضـمخءU    ه زلتـمخلي مـTT c  
 ر ه12-14شقضية 

ـــــ    ـــــه ملأـــــةومة  الملاقاـــــةراســـــ  أقـــــمخلي ه  Vلهكـــــاا م ـــــ  إذا أاطي ـــــين أ  قرـــــم التضـــــية ار
)()( , FM nmji �D   م  ـــ  يوجــــد تحويـــم خطــــT   بحيـــ  يكــــوjiT DV راســــ   Vه إذاً  )( 

 � موق  ه لهاا يكمم البرهمخ  ه

 12-37نتيج  
nn الســــعةقفتــــة الملأــــةوممخت مــــن  FMn)(أي لمــــورص مــــع  UA)(الةضــــمخء   u  افــــى
 ه Fاقتم 

 البرهان
VUلسخـــا  12-36ص التضــية   iiض    vu niلكـــم    dd1   لنحلأــم افـــى أ ـــ

:)()(يوجـــــد أي لمـــــورم ) مضـــــمخء متج ـــــ   FMUA noV   ـــــ  يكـــــو )()(بحي jiT DV إذا   

¦لمتط إذا زمخ  
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)( D  لكم)(UAT  ه �

Tليكن  c اً آخ  ص االأ )(UA  ل¦
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¦¦ ميكو 
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1 11

JED  

¦قي  
 

 
n

j
jkkjki

1

EDJ ه 

)()()()(لهكاا م    TTTT ki c  c VVJV ه 
)()( مخمظ افى امفية الض ر لزلتمخلي م    Vإذاً  TMUA n#  ه� 

 12-38نظري  
ــــــــيكن  Hom),(ل VUT ــــــــتكن  � ),,...,(ه لل 21 nuuu  ض),...,,( 21 mvvv  قمخاــــــــداين
UVمــ ارتين لكــم مــن  )(افــى الترايــر ل  , ijD  ملأــةومةT مــ ذا زــمخ  ين  ســرة لهــمخاين التمخاــدا

),...,,( 21 nuuu ccc  ض),...,,( 21 nvvv ccc  قمخاـــداين أخـــ يين لفةضـــمخئينUV افـــى الترايـــر مـــع زـــو   ,
P  لQ  ســــرة لفتمخاــــداين ملأــــةومتي ممخ ),...,,( 21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv فــــى الترايــــر ض ا

PQ ين التمخاداين اكو  معطمخو زمخ تي سرة لهمخا Tم   ملأةومة  ijij )()( 1 DD � c 

 البرهان
)(عمخ أ    ijpP ),,...,(ه  ملأةومة    21 nuuu ccc  سرة إم ),...,,( 21 nuuu :   م 
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jiji puu

1
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1)(زلمثم إذا زمخ   c �
ijqQ :   م 
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 زلإفيمخمة إم أ  :
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 التحويلات الخطيـــة

643 

 

¦¦ يكو  (1)لزلتمخلي م    من 
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D  [قسر (2)]  
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DD 

)(لـــــــــاا مـــــــــ    c
tiD ملأـــــــــةومةT  ســـــــــرة لفتمخاـــــــــداين ),...,,( 21 nuuu ccc  ل),...,,( 21 mvvv ccc   هـــــــــ

PQ nj )(1 D�  ه� 

 12-39نتيج  
)(إذا زمخ ـــــه  ijA D   لســـــعة املأـــــةومة مـــــنnm u  افـــــى قتـــــمF  ض م  ـــــ  اوجـــــد

^ ي بح Pل  Qملأةومتمخ  غير ماة لاين  `0,...,0,0,1,...,1,1diagQAP   

 البرهان
افــى الترايــر ه قســر التضــية  mل  nين مضــمخئين متج ــين برعــد FVض  FUلـيكن  

Hom),(يوجـــد  36-12 VUT )(بحيـــ   � ijD  هـــ  ملأـــةومةU  ســـرت  لفتمخاـــداين المثرتتـــين 
),...,,( 21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv مخئين لفةضU  لV افى التراير ه 

),,...,(م  ــــ  يمكااــــمخ إ ــــمخل قمخاــــدو  Tr U)( ةــــ   أ   21 nuuu ccc  لفةضــــمخءU   بحيــــ  يكــــو
!ccc� �� nuuuT ,...,,ker 21 UU  ر متكــو  المتج ــمخت 12-9ش ا يــة)(,...),(),( 21 UuTuTuT ccc 

),,...,(لافي  اوجد قمخادو  ه Vمستتفة خطيمخً من  21 mvvv ccc  لفةضمخءV :  بحي  يكو 
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 Udd i1 )( لكم  ii uTv c c  

Uddلا   زـــم  i1    مـــii vuT c c)(  1للكـــم�t Ui    0مـــ)(  ciuT    ه لهكـــاا مـــ
),,...,(زلاســــــــــــــــــــــــــــرة لفتمخاـــــــــــــــــــــــــــداين  Tملأـــــــــــــــــــــــــــةومة  21 nuuu ccc  ل),...,,( 21 mvvv ccc   هــــــــــــــــــــــــــــ

°¿

°
¾
½

°̄

°
®


0,...,0,0,1,...,1,1
���� U

diag  ــــــــــــــى أيــــــــــــــة قــــــــــــــمخ  م  ــــــــــــــ  قســــــــــــــر الاا يــــــــــــــة الســــــــــــــمخبتة  لاف

PAQdiagيكـــــــــــــو   cc 
°¿

°
¾
½

°̄

°
®


�1)(0,...,0,0,1,...,1,1
���� U

ملأـــــــــــــةومق  همـــــــــــــمخ Qcل  Pcقيـــــــــــــ  ض  

),...,,( 21 nuuu ccc  ل),...,,( 21 mvvv ccc  ًإم  ســـــــــــــــــــرة),...,,( 21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv  افـــــــــــــــــــى
)(1التراير ه لسخا  �c QQ  لPP c  ى المطفور ه نحلأم اف� 

 12-40نتيج  
Hom),(إذا زـــــــــــــمخ    VUT ـــــــــــــ   � ),()(ل ijij AA DD  c c   زملأـــــــــــــةومتين  ســـــــــــــرة

),,...,(لفتمخاــــداين  21 nuuu  ل),...,,( 21 nuuu ccc  لفةضــــمخءU    ض مــــAPPA 1� c   ــــ  Pقي
),,...,(ومة ه  ملأة 21 nuuu ccc  سرة إم ),...,,( 21 nuuu ه 

 البرهان
VUسخــــــا   iiض    vu iiض    vu c c  لكــــــمni dd1  ض ص الاا يــــــة الســـــــمخبتة ض

APPAل  QP �1نحلأم افى أ   1� c  ه� 
 السمخبتتمخ  تحثامخ افى اتديم التعمخري  ا اية : الاتيجتمخ 

 12-41تعريف 
nm الســعةمــن  Aيتــمخ  اــن الملأــةومة   u  افــىF لفملأــةومة أ ــمخ مكمخم ــة Ac  مــن
nmالسعة  u   إذا زمخQAPA  c  لرعض ملأةومتين غير ماة لاينPQ,  افىF ه 
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 12-42تعريف 
nn الســعة مــن Aيتــمخ  اــن ملأــةومة   u  افــى قتــمF  أ ــمخ مكــمخبهة لفملأــةومةAc 

nn السعة من u  افىF   إذا زمخAPPA 1� c  لملأةومة غير ماة لوP  افىF ه 
nmارــين أ  زــم ملأــةومة  12-39لــاا مــ    تيجــة  u  قتــم افــىF  اكــو  مكمخم ــة

^لملأةومة  `0,...,0,0,1,...,1,1diag ه 

 12-43تعريف 
ـــــــــــــــــتكن   )(ل ijA D   ـــــــــــــــــة ملأـــــــــــــــــةومة افـــــــــــــــــى امـــــــــــــــــول ععـــــــــــــــــأ  nه لهـــــــــــــــــمخ  Fأي

),...,,( 21 njjjj aaaA )2,1,...,(ض    nj لاقـــد مـــن هـــا  اهامـــدو اترـــمخر زـــم ه يمكااـــمخ ا  
المولـــد بهـــا  اهامـــدو ض م  اـــمخ  mF)(هـــو الةضـــمخء الج ئـــ  مـــن  Wه مـــ ذا زـــمخ   mF)(اضـــواً ص 
ه افياــــمخ أ   Aامـــول م ارـــة يســــمى  Wه لبعُـــد الةضـــمخء  Aهـــو مضـــمخء امــــول  W تـــو  أ  

 ه Aلم ارة ص   A سوض اع يةمخً مكمخبهمخً لةضمخء ص  

 12-44نظري  
FFلــــيكن  VUT o:  تحــــويلاً خطيــــمخً ض مــــ ذا زمخ ــــه)( ijA D  ومة ملأــــةT  ســــرة 

),,...,(لتمخاــــدتي  21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv  لفةضــــمخئينU  لV  افــــى الترايــــر ه مــــ   م ارــــة
 ه Tr)(يسمخلي  Aامول 

 البرهان
niلكم   dd1 :   م 

 ¦
 

 
m

j
jiji vuT

1

)( D     (1) 

 ه sاسمخلي  A ة   أ  م ارة امول 
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siiiماســـــتطيع إ ـــــمخل  ,...,, siiiبحيـــــ  اكـــــو  اهامـــــدو ذات الترقـــــي   21 ...,,  Aلفملأـــــةومة  21
 هــــــا   مــــــنتتفة خطيــــــمخً لعيــــــع اهامــــــدو اهخــــــ ى يمكــــــن التعرــــــير اا ــــــمخ زترزيــــــر خطــــــ  مســــــ

 اهامدو ه
)()(...)(0  ة   أ  2211  ��� sisii uTuTuT EEE 

Fsلرعض  �EEE ,...,, ¦ نحلأم افى (1)ممن  21 ¦
  

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§m

j

s

k
kjij k

v
1 1

0ED 

 ¦
 

dd �
s

k
kji mj

k
1

1,0ED  

ـــــــــــمخً  ض لهكـــــــــــاا اكـــــــــــو  المتج ـــــــــــمخت  kلكـــــــــــم  kE 0لعـــــــــــمخ أ  اهامـــــــــــدو مســـــــــــتتفة خطي
)(,...),(),( 21 isii uTuTuT مستتفة خطيمخً أيضمخً ه 

ــــبر أي  )(اات iuT عــــمخ أ  زــــم امــــول لفملأــــةومة  هA  ـــــ ــــر خطــــ  ل مــــن  sهــــو ا زي
Fsز  م    بإمكمخ امخ إ مخل اهامدو المستتفة خطيمخً سمخلةة الا  �DDD ,...,,  بحي  يكو  : 21

 ¦
 

dd 
s

k
kijij nj

k
1

1,DDD    (2) 

¦ نحلأم افى أ  (2)ل  (1)من  ¦ ¦
   

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
  

m

j

m

j

s

k
kjijjiji k

vvuT
1 1 1

)( DDD 

 ¦ ¦
  

¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
 

s

k
k

m

j
kjj iv

1 1

DD  

 ¦
 

 
s

k
kikuT

1

)( D  

),(),(...,)(مولـــــــــــداً زلمتج ـــــــــــمخت  UT)(لا   يكـــــــــــو  الةضـــــــــــمخء  21 nuTuTuT   لأ)( ikuT  ض
),...,2,1( sk )(مســتتفة خطيــمخً لعيــع    iuT  اهخــ ى يمكــن التعرــير اا ــمخ زترزيــر خطــ  ص

^ه لزلتــمخلي مــ    sهــا  المتج ــمخت لاــدلهمخ  `)(,...),(),(
21 siii uTuTuT  قمخاــدو لفةضــمخء)(UT 

A  =sUTTrه لهكاا م   م ارة امول    )(dim)(  لهاا يثره الاا ية ه� 
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 مخوالمعطــقوااــد الةضــمخءات المتج ــة عــمخ أ  م ارــة تحويــم خطــ  لا اعتمــد افــى اختيــمخر 
)(لزــم ملأــةومة  ijA D   الســعةمــن nm u بف ــمخ تحويــم خطــ  ملأــةومت  هــ  يتمخA  لةضــمخء

 متج   مامخسر ض م  امخ نحلأم افى ا تي :

 12-45نتيج  
nm الســــعةمــــن  ,BAالملأــــةومتين   u  افــــى قتــــمF  لهمــــمخ  ةــــ  م ارــــة العمــــول إذا

 ه لمتط إذا زمخ تمخ متكمخم تين
 � لاترك التةمخصيم لفتمخرئ ه 12-44ل ا ية  12-39يعتمد افى  تيجة  البرهمخ 
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 مسائل
 

),,...,(مضـــــمخءا  متج ـــــمخ  مـــــع  FVل  FUلـــــتكن  -1 21 nuuu  ل),...,,( 21 mvvv   قمخاـــــدل
VUTمتمخبفتــمخ  لهمــمخ ه لــيكن م ارتــمخ   o:  تحويــم خطــ  ل)( ijA D   هــ  ملأــةومة

T   ســـــرت  لفتمخاـــــداين أاـــــلا  ه إذا زـــــمخ ),...,,( **
2

*
1 nuuu  ل),...,,( **

2
*
1 mvvv   التمخاـــــدل

 افى التراير ه ب هن ممخ يف  : UV,**الثامخئيتمخ  لفةضمخءا  
(a) � � )()()( **

ijkjkjik uuuTv ¦  DD  لكمni dd1 
(b) ¦ **

jkjk uTv D 
(c) ¦ *** )( jkjk uvT D  ر3ض باد  4شا ا  المسألة 
(d)  ملأةومة*T   سرة لفتمخاداين أالا  ه Ac  لـ  المدلر أل الماتوA 
(e)   ارة امول مAc  =)()( *TrTr  A= م ارة امول   
(f)   م ارة صA  م ارة امول =A 
(g)   م ارة صA  م ارة امول =Ac 

 VA)(ه بـــ هن افـــى أ  زـــم االأـــ  ص  Fافـــى قتـــم  2مضـــمخءً متج ـــمخً بعـــد   Vلـــيكن  -2
,)(ه بــــ هن زـــال  أ  لكــــم  Fافـــى  2 تـــق متعـــدلو قــــدلل مـــن الدرجــــة  VATS � 

)(2ميكو   TSST  ه VA)(مع عيع اامخص   مترمخللاً  �

ــــيكن  -3 FU)3(ل لامــــ   أ    
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§
�

310
121
211

VAT)(هــــ  ملأــــةومة    ســــرة لفتمخاــــدو  �

),,( 321 eee   1)0,0,1(قي  e  2)0,1,0(ض  e  3)1,0,0(ض  e ه 
),,( ســــــــــــرة إم التمخاــــــــــــدو  Tألجــــــــــــد ملأــــــــــــةومة  321 fff   1)1,1,1(افمــــــــــــمخً س  f  ض

)1,1,0(2  f  3)1,0,0(ل  f ه 



 
 
 

 التحويلات الخطيـــة

649 

 

]الجوار 
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§
��

212
102
234

 [ ه

لالــق لرجت ــمخ  Fعيــع زثــيرات اقــدلل افــى  هــو الةضــمخء المتج ــ  المكــو  مــن Vلــيكن  -4
 زمخ تي :  Tا    VA)(ه من  3أقم من أل اسمخلي 

��� ��� )1()( 10
3

3
2

210 xxxxT DDDDDD  
   3

3
2

2 )1()1( ��� xxa D  

  سرة لفتمخاداين : Tاقسر ملأةومة 
(a) ),,,1( 32 xxx  ض(b) )1,1,1( 32 xxx  ه ���

 Cض ألجــد ملأــةومة  Bهــ   (b)لص الةتــ و  Aهــ   (a)لإذا زمخ ــه الملأــةومة ص الةتــ و 
 ه CACB �1بحي  
 ]الجوار

(a) 
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13 

 الحقـــــــــــول
Fields 

 
  1عنــم انشتنــلنش ين الحـــت الحفقــشلح عاعنـــش الحقــ  عفــي  بـــر محفقــت   ماي ـــت   ن ــا  شلحـــم 

بح ث ك  عن ا غير صفاي ع هش هـو ومحـم، و واـلم اد كـم  ق ايقـش لا تـم لامحـ   0لا لحسشوي 
 ذ  بـر ذو  الجـر وعت ب الحت ايفضشءالح ادلجهت عفي محق  .  ق دفهوم الحق  اوت ـش   ي سـ ش    

تطب قــشلح واةــ ت   الجــر اظطــ  وب الحــت اد ــشبلالح ادل فقــت  م اةــت  ــ و  ك ــيرالح الحــموب و 
ويسنش هنش ا ن وق بمنشتنت كشعت  وابـ  ب الحـت الحفقـشلح وياننـش اهلباـوق ةيم  ـت اطور  لطـو  

 ذيك الجشب  الم ب الحت الحقول اي ي ير تطب قشلح ابششاة عفي ب الحت اد شبلالح .

 الحقول الجزئية والحقول الأولية -1

 )الحقل الجزئي(   13-1تعريف 
و  ذا   F نهــش محقــ    يــ  يف قــ   Fاــلم محقــ   Sلحقــشل وباوعــت   ي ــت غــير  شي ــت  
 كشق :

(i) Sa Sbو  � Sbaلح بي  ر  ق  � Sbaو  �� �. . 
(ii) S . محق  تحت عباف تي الجباع وايضاب ادسل مثلين 

محقـ    يـ   Sف بقـول  ق و عسـو  Fلا لحسشوي  Fمحقلا    ي ش  الم  S ذا كشق    ةـملاحظ
تنــا  راــاة   ي ــت  Sو عــ ق  Fمحقــلا    ي ــش  اــلم الحقــ   S. و ذا كــشق  Fع فــ  اــلم الحقــ  

تنـا  راـاة   ي ـت  Sجم ـع اي نشصـا غـير اي ـفالحت اـلم  تباوعتحت عباف ت الجباع و ق مج Fالم 
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Sba. وةيلـــشإ ع بـــر طي عن ـــالحلم  Fي اــاة ايضـــاب اـــلم  Sbaعـــ ق  ,� و و ذا كـــشق  ��
0zb  عـــ قSb Sab و ��1 المحشلحــــم ي اــــاة اــــش لحنلباــــ   ر كــــ  راــــاة  اي ن ــــا. بمــــش  ق  ��1

 Sوهاـــ ا عـــ ق  Sكلاهمـــش لحنلباـــ   ر   F  ي ـــت انهـــش و عـــ ق اي ـــفا واي ن ـــا المحشلحـــم يف قـــ  
 . 0 ,1تحوي عفي اطت  عن الحلم و همش 

 وكباش   اي اا الج ي ت والحفقشلح الج ي ت ع بر يماننش  ق ب بت الآتي لحق    ي  . 

 13-2نظرية 
تحـوي عفـي اطتـ  عن ـالحلم هـ  محقـ    يـ  اـلم  Fاـلم محقـ   S لحت مجباوعـت   ي ـت  

F : ذا وعقط  ذا كشق  
(i) SbSa �� Sbaلح بي  ر  ق  , �� 

(ii) SbSa �� Sabلح بي  ر  ق  0zbو  , ��1 

 13-3نظرية 
 هــــو محقــــ    يــــ  اــــلم  Fلحقــــول   ي ــــت اــــلم الحقــــ  تقــــشيع  لحــــت عشيفــــت غــــير  شي ــــت  
 . Fالحق  

 البرهان
^يــلالم   ` IiiS �و  Fعشيفــت غــير  شي ــت لحقــول   ي ــت اــلم الحقــ   �

Ii
iSS

�

. بمــش  ق    

.  ي  S�1,0. وعف ـر عـ ق  iياـ   iS�1,0و ع ق  1و  0يحوي  Fك  محق    ي  الم 
 تحوي عن الحلم عفي اطت  . S ق 

Sbaيـــ الم  iSa. عــــ ق  ,� iSbو  � عــــ ق  13-2نظريــــة و ومحســــ   iياـــ   �
iSba  . iيا   ��
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IiSabعـــ ق  0zb ذا كـــشق  i ���� �وهـــ ا لحـــ بي  ر  1,
Ii

i SSab
�

�  �1 

 �. وه ا لحابا  ايرهشق .  Fمحق    ي  الم الحق   Sوها ا ع ق 
محقـ    يـ  اـلم  Pو عـ ق  Fهو تقشيع جم ع الحقول الج ي ت الم الحق   P ذا كشق 

F  وك  محق    يـ  اـلمF  يحـويP  وعف ـر لا لحو ـم محقـ    يـ  اـلم .F ف ـش     لـو  ع 
P   ي  بر لا لحو م محق    ي  ع ف  يف ق  .P . ه ا لحقوبنا  ر ت الحف الحق  اطوإ . 

 13-4تعريف 
  بر محق   وإ  ذا كشق لا يحوي محقولا    ي ت ع ف ت . Pلحقشل يف ق   

 1مثال 
�! ي عـــــمب صـــــ  ن  وإ و عـــــ ق  pيـــــ الم  p  ا ـــــشإ  ع باـــــ  يف فقــــــتZ  و ق

!� pZ  ي محقـــ    يـــ  اــــلم  Sعـــ ذا كـــشق  .اـــلم اي نشصــــا  pعبـــش ة عـــلم محقـــ  يحـــوي  /
!� pZ بــر يحــوي عن ــالحلم عفــي اطتــ  و وعنميــ  وكباــش   اي اــاة ايــتي  تبلهــش عــمب  وإ ع  /

pZS �!ي س لهش رااة   ي ت ع ف ت ع ق  �!. وه ا لح بت  ق  / pZ  محق   وإ . /

 2مثال 
ـــش  اـــلم محقـــ  اطعـــماب اينســـب ت  Xيـــ الم  . اعـــان  ق  X�1و عـــ ق  Qمحقـــلا    ي 

Q
n
m

Znmو مح ث  �  . 0znو  ,�
Xmmالآق  Xnnو  1 � 01و عف ــــر عــــ ق  0znو وياــــلم  1 � z nn 
X ي  ق  Xهو عن ا   

n
m

XQ. ةيلشإ ع ق  �  محق   وإ . Qو  يك لحاوق   
ـــت تبـــين  ق  �!و  Qاين الحـــت ايلشي  pZ همـــش  ةشةـــش  الحقـــلاق  pياـــ  عـــمب  وإ  /

 اطوي شق ايومح ماق .
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 13-5نظرية 
 ي محقــ   وإ لحاــوق  اــش  لح واو ع ــش   ر محقــ  اطعــماب اينســب ت  و  ر محقــ  اطعــماب 

 اي    ت بم  ش  عمب  وإ اش .
 البرهان

PZf. ب ـــاف  Pاي ن ـــا المحشلحـــم يف قـــ   eمحقـــ   وإ و  Pيـــ الم   o:  عفـــي
 اين و الآتي :

Znnenf �� ,)(  .f  عبش ة علم هواواو ع م محفق ت وfker  هو ا شإ يف فقـتZ  و
 . وت ها الحشلالح الآت ت : qfker �!بح ث  q ذق لحو م عمب ص  ن غير ةشي  

 عبــــــــــــــــــــش ة عــــــــــــــــــــلم اوبواــــــــــــــــــــو ع م  fو   هــــــــــــــــــــ ، الحشيــــــــــــــــــــت عــــــــــــــــــــ ق  I   0 qة ـحالــــــــــــــــــــ
PZfZو ق  �# -25)نظريـة  Zf)(يفسشمحت ايلشاـت  Qcيحوي محق  ايقواةم  P. الآق  )(

QPمحقـــ   وإ و عـــ ق  P. ومح ـــث  ق ( 8 c   . عفـــي  لحـــت محـــشل عـــ قQ  هـــو محقـــ  تواةـــم
لــــين   نهباــــش  لح واــــو ع م ع بــــر لحو ــــم . وياننــــش ب فــــم  بــــر  ذا كشبــــت  ي ةــــشمحلين  ا Zالحفقــــت 

QQ لح واو ع م  ين محقف  تواسمهباش و ع ق  c#  ي  ق QP # . 
01و نح ــــ  عفــــي  q 1.  ذا كــــشق  q!0و يــــ ا لحاــــوق  II   0zqحالـــــة   e  ي  ق 

0 e  1وه ا تنشتض و وعف ـر عـ ق!q  بـمع   ق .q  عـمبا   وي ـش  . و لاعـش  يـ يك بفـان
abq ق  عــــــمبلحلم صــــــ   ين كلاهمــــــش  كــــــر اــــــلم ايوامحــــــم . عنميــــــ  لحاــــــوق  ,baمح ــــــث   

)()()(0 beaeeabqe  . وةيلشإ ع ق :    
0 ae  0 و be  وهاـــــــــ ا عـــــــــ ق .!�� qa  و !�� qb  و هـــــــــ ا لح ط نـــــــــشaq |  
bq و   وإ وةيلـــشإ  q. عف ـــر عـــ ق  q تــ  اـــلم  ,ab. وهــ ا لحنـــشتض محق قـــت  ق كـــلا  اـــلم  |
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�!لحاــوق  qZ /ker)(محقــلا  ومحســ  اين الحــت اطةشةــ ت يفهواواــو ع م عــ ق  / ZffZ # 
/)( ي  ق  ZfqZ #!� . 

محقـــــ   وإ و عـــــ ق  P. وبمـــــش  ق  Fمحقـــــ    يـــــ  اـــــلم الحقـــــ   Zf)(وهاـــــ ا عـــــ ق 
PZf PqZ. وه ا  مو ، لح بي  ر  ق  )(   و وها ا نح   عفي اينل جت . /�!#

PQاــلم اين الحــت ايســش قت عــ ق اطلح واــو ع م  Iحالــة    ثبــشلح    ةـملاحظــ ا طــي ةيااةــم  #

me
ne

m
nx o    و ياQ

m
nx �  . 

PqZاطلح واــــــــــــــــو ع م  IIحالــــــــــــــــة و   nenا طــــــــــــــــي ةيااةــــــــــــــــم  /�!# o   و ياــــــــــــــــ
!��!�� qZqnn /  .� 

 13-6تعريف 
 لحســــــباي الحقــــــ  الج يــــــ  اطوإ  Fلجبا ــــــع الحقــــــول الج ي ــــــت اــــــلم محقــــــ   Pايلقــــــشيع  
 . F  الحق  

 13-7تعريف 
ذالح مم ـ  صـفا  D. لحقـشل  ق  0zeمح ـث  eةشمحت  ات   ن ا  شلحـم  Dيلالم  
ذالح مم ــــ  انلــــر  ذا كــــشق  D. ولحقــــشل  ق  nياــــ  عــــمب صــــ  ن او ــــ   0zne ذا كــــشق 

0 ne   يــب ض عــمب صــ  ن او ــn  و ذا كــشق .s  ا عــمب صــ  ن او ــ  بح ــث  صــ
0 se   بقول  ق مم ـD  لحسـشويs   عفـي ةـب   اد ـشل مم ـ .Q  هـو صـفا وياـ  عـمب  وإ

�!ع ق مم   الحفقت  Pاو    PZ  . Pلحسشوي  /
 13-8نظرية 

 لحاوق  اش صفاا   و عمبا   وي ش  . Dةشمحت  ات   ن ا  شلحم ع ق مم    D ذا كشق  
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 البرهان
01و بمــش  ق  pبا ــ  انلــر بم Dيــ الم   z ee  1عــ ق!p  بفــ ن  ق .abp   

ba,1ي ـــــــــــــمبلحلم صـــــــــــــ   ين  pbaع اـــــــــــــوق  � �� . ةلإضـــــــــــــشعت  ر ذيـــــــــــــك عـــــــــــــ ق  1,
)()(0 beaepe  p ا لحنـــشتض محق قـــت  ق و وهـــ be 0 و  ae 0لحـــ بي  ر  اـــش  ق    

عـــمب  وإ . وهـــ ا  p. و ـــ يك عـــ ق  pe 0هـــو  صـــ ا عـــمب صـــ  ن او ـــ  يـــر اظشصـــ ت 
 �لحرهلم اين الحت . 

 
 تمارين محلولة

 
 1تمرين 

ـــــــماق اـــــــلم    همـــــــش الهواواـــــــو ع م اي ـــــــفاي  /R  ر /R ـــــــاهلم  ق الهواواو ع اـــــــشق ايومح 
  و الهواواو ع م المحشلحم .

 الحـل
RRfيـــــــــ الم   // o:  هواواـــــــــو ع م . بمـــــــــش  قfker    ـــــــــشإ  /Rو ق  /Rا 

 و ع ق :محق 
 ^ `0ker  f و  Rf / ker 

Rf ذا كــــــــــــــــشق  / ker  و عــــــــــــــــ قRxxf  هــــــــــــــــو الهواواــــــــــــــــو ع م  f ي  ق  )(0, ��/
 اي فاي .

^  الحشيــــت عنــــماش  `0ker  f  عــــ قf  بمــــش  ق  (1-1)بايــــت  محشبلحــــت .Rf /zker  و لحو ــــم
Rr frبح ث  �/ ker�  0 ي  ق)( zrf . 
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)()1()()1( ويالم frfrfrf    
 ^ ` 1)1(0)1(1)(  � �� ffrf  

 . ع ق : 0�عمبا  ص   ش   mي الم 
 ...111()( ��� fmf داالحالم ا    )m  

...)1()1( �� ff m الم اداالح   

...111 m الم اداالح   ���  
m  

 هواواو ع م ع ق : f وياوق m 0عنماش لحاوق 
0)0()(   fmf  ي  ق mmf  )( . 

nmعمبا  ص   ش  ةشيبش  و ع بر  وضع  mو ذا كشق   لحاوق : n!0مح ث   �
 )()()( nfnfmf f هواواو ع م)   � �  (طق 

  n�    (  عمب ص  ن او n  (طق 
  m  

qعمبا  بسب ش  ع ق  rالآق ي الم 
Pr ZqPqمح ث    �! ,,0 . 

? Pqr   

PPfqrf   � )()(  )كباش  اهنش ةش قش ( 
...( ��� rrf q الم اداالح    P  

...)()( ��� rfrf Pq الم اداالح     

r
q
PrfPrqf   � � )()(  

ـــــــ الم  ـــــــر لحو ـــــــم عـــــــمب محق قـــــــ   0tDوالآق ي ـــــــث  �d0. ع ب  f. وبمـــــــش  ق  D �2بح 
< هواواو ع م ع ق @22 )()()( � � fff D 

 0)( t� Df     ( Rf ��)(  (طق 

0)(0  ضشعت  ر ذيك ع ق t��t��t EDEDED f 
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  )()(0)()( EDED ffff t�t��  

EDيــ الم  )()(بح ــث  ! ED ff ED محــشبي عــ ق  fو ومح ــث  ق    وهــ ا تنــشتض .   
EDعف ر ع ق  )()(لح بي  ر  ق  ! ED ff ! . 
���بح ث  sو عنمي  لحو م عمب بسبي  �!0اعان  ق  s0 . 

saxو ع ق  s Gضع   �� G|| ق لح ني  saxs ���� 
�  )()()( sfaxfsf ����  

�  )()()()( sfafxfsf ����  

�  )(|)()(| sfafxf ��  

�  safxf �� |)()(| s عمب بسبي)             ssf مح ث   )(  (طق 

�  ��� |)()(| afxf  

 بايت محق ق ت ال فت . xf)(وعف ر ع ق 
عمبا  محق ق ش  و ع بر تو م اللش  ت كوش  الم اطعماب اينسـب ت  xو  يرا   ذا كشق 

¿
¾
½

¯
®


n

n

q
P  تاـوق

 ي  ق  xالقش  ت  ر 
¿
¾
½

¯
®


 
fo n

n
n q

Px lim .  بمش  قf : بايت ال فت ع ق 

 x
q
P

q
Pfxf

n

n
nn

n   ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

fo
limlim)(  

 هو الهواواو ع م المحشلحم . fوةيلشإ 

 2تمرين 
هــو الهواواــو ع م اي ــفاي  C ر  C ــاهلم  ق الهواواو ع اــشلح ادل ــفت ايومح ــمة اــلم 

  و الهواواو ع م ادااعق  و الهواواو ع م المحشلحم .
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 الحـل
ـــــر  ذا كـــــشق  1محقـــــ  و ع بـــــر وكباـــــش   ايلباـــــالحلم  C ق  بمـــــش ـــــ س  fنح ـــــ  عفـــــي  ب ي

 : الهواواو ع م اي فاي ع ق
rrf  . rيا  عمب بسبي  )( 

  ي عمب محق ق  . xي الم 
ماب اينسب ت الم اطع تو م اللش  ت كوش 

¿
¾
½

¯
®


n

n

q
P  بح ـث

¿
¾
½

¯
®


 
fo nn q
Pnx lim  مح ـث  قf   ال ـ

x لحاوق ايفانع س  
q
P

q
Pfxf

n

n
nn

n
n

  
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 

fofo
limlim)( 

1,1)()1(1 ب لر 22 � � �� � fifii 
   > @ 1)( 2 � � if  

iifلح بي  ر  ق  iif و  )(  � )( . 
iif  الحشيت اطور عنماش  CizRعفا   )(  �� � EDED ),(  لحاوق : /

)()()()()( EDED fiffifzf � �  
        zi  � ED  

 هو الهواواو ع م المحشلحم . f ذا  
iifاي شب ت عنماش الحشيت    CizRطي  )( � �� � EDED ),(  لحاوق : /

 )()()()()( EDED fiffifzf � �  
         ED i�  

 هو الهواواو ع م ادااعق . fوةيلشإ ع ق 
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 مسائل
 

 : /R اهلم  ق اوباوعشلح الآت ت ه  محقول   ي ت الم الحق   -1
(i) ^ `Qbaba �� ,|2 

(ii) � �
¿
¾
½

¯
®
 ��� Qcbacba ,,|55

233 
(iii) ^ `Qdcbadcba ���� ,,,|632 

  اهلم  ق مم   الحق  لحاوق اسشويا  دبا   محقوير الج ي ت . -2
محســـبباش لحاـــوق محقفـــر الج يـــ   Pعـــمبا   وي ـــش   و لحاـــوق صـــفاا   F ـــاهلم  ق مم ـــ  محقـــ   -3

�! و  Q ر اطوإ  لح واو    PZ / . 
عن ـاا  غـير تـش لا  يفل ف ـ     Pوكـشق  PIDهـو  D اهلم ص ت  و  طأ  بـر  ذا كـشق  -4

D    ع ق مم!� PD  .انلر  /
<]  ششب : اعلر الحق   @

!� x
xQ. ] 

Fa ـــاهلم  بـــر  ذا و ـــم عن ـــا غـــير صـــفاي  -5 � (F  و ) 0محقـــ na  يـــب ض عـــمب
Fbبجبا ــع  nb 0عــ ق  nصــ  ن  . واةــلنلأ  بــر  ذا و ــم ي ن ــا غــير صــفاي  �

x   عمبا  ص   ش  او بشn  0بح ث nx    و ع ق ممF .  لحاوق عمبا  انله ش 
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 توسيع الحقول -2
 13-9تعريف 
),(عبــش ة عــلم رو   Fمحقــ  اوةــع يف قــ    VK  مح ــثK  محقــ  وV  اوبواــو ع م

 . K ر  Fالم 
EFiو عــ ق  اةــم الإب ـــشل  Fمحقــلا    ي ــش  اــلم  Fمحقــلا  و  Eعــ ذا كــشق  o: 
xxiاد ــــاف محســــ   Fxياــــ   )(  ),(. وةيلــــشإ عــــ ق اوبواــــو ع م هــــو  � iE   هــــو محقــــ
ــــماش لحاــــوق اــــ لا   Fاوةــــع يف قــــ   ــــرايااةــــم  i.   هــــ ، الحشيــــت عن ــــلم بنــــير  ر  ايلشع  iعف

),(.   الحشيــت اي شاــت لحقــ  توةــ ع  Fمحقــ  اوةــع يف قــ   Eو بســشيت بقــول  ق  VK  عــ ق
K   يحــوي محقــلا    ي ــش)(EV ر  ش   لح واو ع ــ F  كباــش  كــمنا   ايبمالحــت ع بــر ةةــلطشعلنش  ق .

 ب لر  ي ب شاين  رلحين   نهباش  لح واو ع م ش ئش  وامحما  .
كأبــر محقــ    يــ    Fلا عــاب   نهباــش واــلم ل ب شاــ   FV)(و  Fع بنــش هنــش ب لــر  ق 

. اـلم الآق ع ـشعما  عـ ق  Fهـو محقـ  توةـ ع يف قـ   Kو و بسشيت ةوف بقـول  ق  Kالم 
F  يم   محقلا  وK   محق  توة ع يف قF . 

Kxو  F�Dبمــش  بــر طي  Kxلحاــوق  � �D  ع بنــش نح ــ  عفــي عباف ــت  ش   ــت
KKF ou  ا طشةxx DD o),( . 

��! ق راــاة الجباــع   ق نجــمابششــاة يماننــش  ,K  عــلم عضــشء الجهــ  عفــي عبــش ةF 
تشعـــمة  Kاد اعـــت ةـــش قش  و وعف ـــر عـــ ق يف قـــ   Fةينســـبت  ر  Kبســـبت يف باف ـــت اظش   ـــت   

 . Fو  م عفي 

 13-10 تعريف
 . Kلحسباي ب  ت  Fةعلبش ، عضشء  الجهش  عفي  K م   

]:[اصطلاح :  FK  يم  ت ةوف لحاا K  عفيF . 
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 3مثال 
> @ ^ `QbabaQ . اوباوعـــت الج ي ـــت  Qهـــ  محقـــ  اوةـــع يف قـــ   22|, ��

^ <تم   تشعمة يففضشء  2,1` @2Q  عفيQ  وةيلشإ .> @> @ 2:2  QQ . 

 4مثال 
<محقـ  ايقواةـم يف قـ   K. يـ الم  Fعفي الحق    مبغير  xاعلر  @xF   عنميـ .
Fnوكباش ب فم يا   �DDDD ,...,,,  و لحاوق : 210

 0...1 2
210  ���� n

nxxx DDDD  

iiلح بي  ر  ق  � ,0D  و وانهـش بسـلنلأ  ق^ `...,,...,,,1 2 nxxx  هـ  مجباوعـت   ي ـت غـير
<. وةيلشإ ع ق  F عفيوه  اسلقفت  ط ش   Kانله ت الم  @FK  غير انله ت . :

 13-11 تعريف
 Fعفـي  Kمحسبباش تاوق ب  ـت  Fتوة  ش  انله ش   و غير انلر يف ق   Kلحقشل  ق  

 انله ت  و غير انله ت .
<و  3وهاــــ ا   ا ــــشل   @2Q   هــــو توةــــ ع انلــــر يف قــــQ  و  4و  ا ــــشلK  هــــو

 ع لهش  هم ت كبيرة .. اين الحت ايلشي ت محول ب  ت توة  Fتوة ع غير انلر يف ق  

 13-12 نظرية
 Lو عــــ ق  Kتوةــــ  ش  انله ــــش  يف قــــ   Lو  Fتوةــــ  ش  انله ــــش  يف قــــ   K ذا كــــشق  

]:[]:[]:[و  Fلحاوق توة  ش  انله ش  يف ق   FKKLFL   . 

 البرهان
nFKبفــــــــــان  ق   mKLو  ]:[  . عنميــــــــــ  اااشبنــــــــــش   ــــــــــشب تشعــــــــــمة  ]:[ 

^ `nxxx ,...,, ــــــ  21 ـــــي  Kي ^وتشعـــــمة  Fعف `myyy ,...,, ــــــ  21 ـــــر اي نشصـــــا  Kعفـــــي  Lي . ب ل
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mjniyx ji ,...,2,1,...,,2,1, ادــ كو ة  Lاــلم عنشصــا  mn.  ذا اةــلط نش  ق ببــين  ق    
عــ ق ذيــك لحبــين  Fلبــش ، عضــشء الجهــ  عفــي ةع Lو نهــش تويــم  Fتاــوق اســلقفت  ط ــش  عفــي 

]:[]:[]:[ ق  FKKLmnFL وتاــوق اين الحــت تــم  اهنــت . واــلم نامح ــت الاةــلقلال    
¦اظطـــــــــــــــــ  اعــــــــــــــــــان   

ji
jiij yx

,

0D .  يـــــــــــــــــب ضFij �D  وانهــــــــــــــــــش نح ـــــــــــــــــ  عفــــــــــــــــــي .

¦ ¦
  

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§m

j
j

n

i
iij yx

1 1

0D  وبمــــــــــــــــــــــــش  ق .myyy ,...,,   Kاســــــــــــــــــــــــلقفت  ط ــــــــــــــــــــــــش  عفــــــــــــــــــــــــي  21

¦و  � KxiijD    كــــــــــj  ــــــــــ ق ¦ع
 

 � 
n

i
iij njx

1

,...,2,1,0D   وطق .nxxx ,...,, 21 

ijijعــــــــ ق  Fاســــــــلقفت  ط ــــــــش  عفــــــــي  � ,0D  ي  ق اي نشصــــــــا  .ji yx   اســــــــلقفت  ط ــــــــش 
 . Fعفي 

^. ع  ــث  ق  x   Lاعلــر  ي عن ــا  `myyy ,...,, ـــ  21 عــ ق  Kعفــي  Lتشعــمة ي

¦
 

 
m

j
jj yax

1

ــــــ  Kajب ض ي mjو  � ^و واــــــاة   ــــــا  بمــــــش  ق   2,1,..., `nxxx ,...,, 21 

¦لحاــوق  jع بــر ياــ   Fعفــي  Kتشعــمة يففضــشء 
 

 
n

i
iijj xa

1

D  يــب ضFij �D  . ةيلــشإ و

 :ع ق 

¦¦
  

 
m

j

n

i
jiij yxx

1 1

D  مح ثFij �D   ياji, . 

ji ي  ق اي نشصـــــا  yx  مح ـــــثni mjو   2,1,..., تم ـــــ  تشعـــــمة  mnوعـــــمبهش   2,1,...,
 �و  يك نح   عفي اينل جت .  Fعفي  Lيففضشء 

 13-13 تعريف
K. لحقـــشل  ق الحقـــ  الج يـــ   Kمجباوعـــت   ي ـــت   الحقـــ   Sيـــلالم   c  اـــلمK  اويـــم
  ذا كشق : Sةوباوعت 
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(i) KS c� . 
(ii)   يا  محق    يL  المK  وLS LKلح بي  ر  ق  � �c . 

�! ةياا  Sلحاا  يف ق  الج ي  ادويم بمجباوعت   ي ت   اصطلاح  S . 
عبــش ة عــلم تقــشيع جم ــع الحقــول الج ي ــت اــلم  S ةشةــش  الحقــ  الج يــ  ادويــم ةوباوعــت 

K  وايــتي تحــويS  .ذا كــشق  الآق K   محقــ  توةــ ع يف قــF  وS  لحــت مجباوعــت   ي ــت اــلم 
K  و ع ق الحق  الج ي  المK  ادويم ةوباوعتSF ادويـم  Kلحقشل  بر الحق  الج يـ  اـلم  �

 . SF)(وه ا الحق  الج ي  لحاا  ير  Fفي ع Sةوباوعت 
naaaمجباوعــــت انله ــــت وعنشصــــاهش  Sاــــلم نامح ــــت  ب ــــت  ذا كشبــــت   ,...,, و عنميــــ   21
)(),,...,(بال   21 naaaFSF   . 

 13-14 تعريف
 ذا و ـــــم عـــــمب انلـــــر اـــــلم اي نشصــــــا  Fبأبـــــر انلـــــر ايلويـــــم عفــــــي  Kلحقـــــشل يف قـــــ   

naaa ,...,, 21   K  بح ث),...,,( 21 naaaFK   . 
لحســـباي توةـــ ع  Kو عـــ ق  Fاويـــم   ن ـــا وامحـــم عفـــي  Kمحشيـــت  شصـــت :  ذا كـــشق  

ــــ ق  < ســــ ط . عف ــــر ع @ � �22 QQ ـــــ    . اعلــــر  ي عن ــــا  Qهــــو محقــــ  توةــــ ع  ســــ ط ي
Ka ــــــ الم  � ــــــ     aF)(وي ـــــــ  Kهــــــو الحقــــــ  الج ي ــــــي  aادويــــــم   ــــــ  ياــــــ   Fعف . عنمي
Fn �DDDD ,...,,, 2...)(و عـــــــ ق  210

210 aFaaa n
n ����� DDDD  هـــــــ ا لح ـــــــني  ق .

> @ )(aFaF <يـــ  T. وةيلــشإ عــ ق محقــ  ايقواةــم  � @aF     لــو   لحضــش )(aF  اــلم نامح ــت .
TF  ـــــا   Taو  � TaFو وعف ـــــر  � aFT)(ونح ــــــ  عفـــــي  )(� و بم ـــــ    ــــــا   

)(aF  هــو محقــ  ايقواةــم يف فقــت الج ي ــت اــلمK  ادويــمة اــلم^ `aF . هــ ، ادنشتنــت يماــلم  �
<هـــو محقـــ  ايقواةـــم يــــ  SF)(واااشبنـــش ايقـــول  ق  S ق توةـــع ياـــ  مجباوعـــت  @SF  و الحفقـــت

SFادويمة الم  Kالج ي ت الم  � . 
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nطي بعنــش بنــير  ر  بــر  
nxxxf DDD ��� ...)( 10   > @xF  وطيKa و  �

)(af  لحااــــــ  يف ن ــــــاn
naa DDD ��� و وةلإااــــــشق  لحضــــــش  ايل قــــــق اــــــلم  ق ايااةــــــم  10...

)()( afxf o  هو هواواو ع م محفقت الم> @aF ر  K . 

 13-15 تعريف
< بــــر  ــــ    و صــــفا يا ــــيرة محــــموب  a   Kلحقــــشل ي ن ــــا   @xFxP  ذا كــــشق  )(�

0)(  aP  ه ، الحشيت بقول  لحضش   ق   .)(xP  ال قق ةي ن اa . 

 13-16 تعريف
 ـــ  ا  يا ـــيرة محـــموب  a ذا كـــشق  F بـــر عن ـــا  ـــري عفـــي  a   Kلحقـــشل ي ن ـــا  

)()(غير صفالحت  xFxf  K ذا كشق كـ  عن ـا    Fتوة ع  ري يف ق   K. لحقشل  ق  �
 . F ريا  عفي 
ـــــــــــــــــــــــــــــت   n ذا كشب

nxxxf DDD ��� ...)( ـــــــــــــــــــــــــــــث  10 00مح  zD  و عـــــــــــــــــــــــــــــ ق
n

naaaf DDD ��� ...)( )(0. و ذا كــــشق  10  af  0عــــ قzn  0وهاــــ ا عــــ ق!n 
deg)(0و ق  !xf  بم     ا  ق)(xf . ه  ك يرة محموب غير   لت 

 13-17 تعريف
<   xf)(لحقـــــــشل يا ــــــــيرة محــــــــموب غــــــــير صـــــــفالحت   @xF  امحملحــــــــت  نهــــــــش ك ــــــــيرة محــــــــموب و 

المحشلحـــم يف قـــ   اي ن ـــااســـشويا  يفوامحـــم و  x   )(xf ذا كـــشق ا شاـــ   عفـــي تـــوة يــــ  Fعفـــي 
F. 

 13-18 نظرية
Ka ذا كـــشق   و ع بـــر تو ـــم ك ـــيرة محـــموب وامحملحـــت وامحـــمة  Fعن ـــاا   ـــريا  عفـــي  �

 بح ث : Fذالح ب  ت او بت عفي  xP)(عقط 
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(i) 0)(  aP  و(ii)  ذا كشق طي > @xFxf )(0و  )(�  af  ع ق)(xP  لحقسم)(xf . 
 البرهان

 
  ــــــــ   يــــــــب ض ك ــــــــيرة محــــــــموب غــــــــير صــــــــفالحت  aو  K ــــــــري عفــــــــي  aمح ــــــــث  ق  

)(0واطت  ب  ت بح ث  Fك يرة محموب غير صفالحت عفي   xt)(. يلالم  Fعفي   at  بفـان
 و ق : 0�n. ع ق  nلحسشوي  xt)( ق ب  ت 

n
nxxxxt DDDD ���� ...)( 2

210  
Finاع  �z DD  نأ   : 0,

 )(...)( 1
0

12
2

11
1

1 xtxxxxP nn
n

nn
n

nn
n ���

�
��

�
�  ���� DDDDDDD  

)(0ونجــم  ق   aP  اــع كــوق)(deg)(deg xtnxP ك ــيرة محــموب   xP)(بــين  ق لح. هــ ا    
هـ  اطتـ  ب  ـت اـلم  ـين جم ـع ك ـيرالح الحـموب اي ـير صـفالحت  xP)(بح ـث  ق  Fوامحملحت عفي 

 . a وايتي ه   ققت ةي ن ا Fعفي 
)(0 لحت ك يرة محموب بح ـث  xf)(يلالم   af  اااشبنـش و محسـ   وا را ـت ايقسـبات

),()(  شب ك يرتي محموب  xgxr   > @xF : و بح ث 
 )()()()( xrxqxPxf �  

)(0و   xr  و )(deg)(deg xPxr � . 
0)()()()()(الآق  araraqaPaf  �   . 

ــــشإ  )(0وةيل  xr  و طبــــر لا تو ــــم ك ــــيرة محــــموب غــــير صــــفالحت وب  لهــــش  تــــ  اــــلم
)(deg xP  ال ققـــــت ةي ن ـــــاa  وعف ـــــر عـــــ ق .)()()( xqxPxf .  xf)(لحقســـــم  xP)(و   

ــــــان الآق  ق  0اع
1

1 ...)( EE ��� �
�

m
m

m
i xxxP   ك ــــــيرة محــــــموب وامحملحــــــت   ــــــا  بح ــــــث

0)(1  aP  وطلحــــــت ك ــــــيرة محــــــموب)(xf   > @xF  0و)(  af  1)(لحــــــ بي  ر  ق xP  لحقســــــم
)(xf  ـــــــــت  شصـــــــــت عـــــــــ ق 1)(|)(. عنميـــــــــ  وك شي xPxP  ـــــــــر )()()(وعف  1 xPxlxP ـــــــــب ض    ي
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> @xFxl هــــ  ك ــــيرة محــــموب   لــــت غــــير  xl)(تبــــين  ق  xP)(. عنميــــ  اطصــــ الحت يم  ــــت  )(�
cxl. يــلالم صــفالحت  nxPو  )(   )(deg   عنميــ  بمقش بــت ا شاــ .nx   )(xp  و)(1 xcP 

ـــش  c 1نح ـــ  عفـــي  ق  )()(وايـــ ي لح ط ن 1 xpxp ومح ـــم . هـــ ا لحاباـــ   xp)(.  ي  ق   
 �ايرهشق . 

 13-19تعريف 
اطتــ  ب  ــت ايوامحملحــت و عــ ق ك ــيرة الحــموب  F ــريا  عفــي  Kعن ــاا     a ذا كــشق  

 . Fعفي  aتسباي ال مبة الحموب اطص الحت يـ  aوادل ققت ةي ن ا  Fعفي 
 aو عنميــــ  لحقــــشل  ق  nهــــو  a ذا كشبــــت ب  ــــت ك ــــيرة الحــــموب اطصــــ الحت يف ن ــــا  

 . nب  لر  Fعن ا  ري عفي 

 5مثال 
32 ق  ب كــــم  �x  ـــــ . اــــلم ايواضــــن  ق  Qعفــــي  3هــــ  ك ــــيرة الحــــموب اطصــــ الحت ي

32 �x   عـمب غـير بسـبي ع بـر لا يحقـق  3ق . ياـو  3ك يرة محموب وامحملحت و نهـش ال ققـت  ــ
 . وعف ر ع ق تأك منا ص  ن . Q لحت ك يرة محموب ب  لهش تسشوي وامحم عفي 

 6مثال 
 23 �x  ـــــــــــــ ــــــــــــيرة الحــــــــــــموب اطصــــــــــــ الحت ي 3هــــــــــــ  ك  ــــــــــــي  2 23و  Qعف �x   هــــــــــــ 

3ك ــــــــــيرة محــــــــــموب وامحملحــــــــــت ال ققــــــــــت  ـــــــــــ  23  لح بســــــــــن. محســــــــــ  ا لبــــــــــش   2 �x  غــــــــــير 
ـــ  3ب  لهــش  تــ  اــلم  Qوعف ــر لا تو ــم ك ــيرة محــموب عفــي  Qتش فــت يفل ف ــ  عفــي  ال ققــت  

3 23( . وها ا ع ق 13-18)ب الحت  2 �x  3ه  ك يرة الحموب اطص الحت يـ  . Qعفي  2
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Kaك ـــيرة الحـــموب اطصـــ الحت يــــ   قتبـــين   13-18ب الحـــت  كا ومح ـــمة . تـــ   Fعفـــي  �
 ق ك ـيرة الحـموب  . بـمع   ن ـا  شلحـم  Dت الحف عن ا غير تش ـ  يفل ف ـ  عفـي ةـشمحت  اـت 

محـ   ولا  هـو عن ـا غـير تش ـ  يفل ف ـ  . لا Fعفـي  a   Kي ن ا  ري  xP)(اطص الحت 
deg)(0 ق  !xp  وعف ر ع ق)(xP . ي ست  ومحمة 

)()()(ي الم  xsxqxp <   xs)(و  xp)(يب ض ك يرتي محموب غـير صـفالحلين    @xF 
ــــ   0)()()(. عنمي asaqap )(0 لح ط نــــش     aq  0 و)(  as  عف ــــر .)(|)( xqxp  و 

)(|)( xsxp  و بمش  ق)(|)( xpxq  و )(|)( xpxs  و)(xp   اعقـت اـع  اـش ا)(xq  و ا اعقـت 
 D كا  لحضـش   بـر   ةـشمحت  اـت تـعن ا غير تش ـ  يفل ف ـ  .  xp)(. ه ا لحبين  ق  xs)(اع 

Daعـ ق طي  Dعن ا غير تش ـ  يفل ف ـ     p ذا كشق  PIDوايتي ه   ap اـش  �  و  |
� 1.  ي  ق  1هـــــــو  pو  a( يــــــــ اطكــــــــر)اي شاـــــــ  ادنـــــــ    HCF ق  PO ap  يــــــــب ض
D�PO,  ك شيـــــــــــــــــــــــــــــــــت  شصـــــــــــــــــــــــــــــــــت طلحـــــــــــــــــــــــــــــــــت .> @xFxf )(|)( اـــــــــــــــــــــــــــــــــش  )(� xfxp  

),()( و تو م ك يرتي محموب  xBxA   > @xF  1بح ث)()()()(  � xBxfxAxp . 
 والآق برهلم الآتي :

 13-20نظرية 
< ذا وعقط  ذا كشق  Fلحاوق  ريا  عفي  a   Kاي ن ا  @FaF  .انله ش   عمبا   )(:

 البرهان
ـــــ الم   <ي @ nFaF ـــــ   ي  nمح ـــــث  )(:     1�nعـــــمب صـــــ  ن او ـــــ  . عنمي
naaaو ةط ــ   Fتاــوق ااتبطــت  ط ــش  عفــي  aF)(عنشصــا  ,...,,,1 ااتبطــت  ط ــش  عفــي  2

F  وعف ر لحو م .Fn �DDD ...,,  ي س جم  هش صفاا  و بح ث : 10
 0...2

210  ���� n
naaa DDDD  
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 . Fعن ا  ري عفي  aه ا لحرهلم  ق 
 aك ـيرة الحـموب اطصـ الحت يف ن ـا   xp)(و  Fعن اا   ريا  عفـي  a الم ةي اس ي 
ــــــــــــــــــــــــ الم  Fعفــــــــــــــــــــــــي  deg)(. ي xpn . اعلــــــــــــــــــــــــر  ي عن ــــــــــــــــــــــــا غــــــــــــــــــــــــير صــــــــــــــــــــــــفاي   

n
naaaf DDD ��� ...)( 10   > @aF   و عنميــــ)(xp  لا لحقســــم)(xf  وةيلــــشإ تو ــــم .

)(xA  و)(xB  1بح ـــــــــث)()()()(  � xBxfxAxp  ادلامح ـــــــــشلح ايســـــــــش قت لهـــــــــ ، )اب ـــــــــا
 .اين الحت(
1)()()()()()(هـــ ا لح طـــ    aBafaBafaAap )0(0)طق   �   p وعف ـــر . )

> @ > @aFaBaf � � )()( <. وةيلشإ ع ق  1 @aF .  محق 
<هـو محقـ  تواةـم  aF)(الم نامح ت   ا    @aF  . عفـي  نح ـ> @aFaF . الآق  )( 

12اعلـــر اي نشصـــا  ,...,,,1 �naaa   )(aF  و  ذا و ـــملح عنشصـــاFn ��1210 ,...,,, DDDD 
 ي س جم  هش صفاا  بح ث :

 0...1 1
1

2
210  ���� �

�
n

n aaa DDDD  

ــــــ ق  ــــــيرة الحــــــموب اطصــــــ الحت . هــــــ ا  n !تحقــــــق ك ــــــيرة محــــــموب ذالح ب  ــــــت  aع  ب  ــــــت ك 
12ق تنشتض . و  يك ع  ,...,,,1 �naaa  اسلقفت  ط ش  عفيF . 

ــــــــــــــــــــــــــــــر  <اعل @ )(...)( 2
210 afaFaaaaf m

m  ����� EEEE  ــــــــــــــــــــــــــــــث مح 
m

mxxxf EEE ��� ...)( ــــيرتي محــــمو  10 ــــت ايقســــبات تو ــــم ك  و  xq)(. محســــ   وا را 
)(xr بح ث )()()()( xrxpxqxf �  

)(0مح ث   xr  و )(deg)(deg xpxr �  
)(0وبمــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــش  ق   ap  عـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ق)()()()()( ararapaqaf )(0وطق   �   xr  

deg)(deg)( و  xpxr 1لحاـــــــــوق :  �
11 ...)( �
�� ��� n
n aaxr GGG  ـــــــــب ض Fiي �G  و

1وعف ــر عــ ق 
110 ...)()( �
����  n
n aaaraf GGG  وايــ ي لحبــين  ق)(af   تاك ــ   طــ
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1,,...,1اـــــلم اي نشصــــــا  �naa  و  ي  ق^ `12 ,...,,,1 �naaa   تشعــــــمة يف قــــــ)(aF  عفــــــيF  .
<ةيلشإ ع ق  @ nFaF  �و وهو انلر .  )(: 

 13-21نظرية 
 انلر لحق  هو توة ع  ري .ك  توة ع  

 البرهان
<و  Fتوةـــ  ش  انله ـــش  يف قـــ   Kيـــ الم   @FK Ka. طي  : محقـــ   aF)(عـــ ق  �

<. وياــــــــــــلم  K  يــــــــــــ  اــــــــــــلم  @ nFaF <و عف ــــــــــــر عــــــــــــ ق  )(:| @FaF ــــــــــــر و  )(:  عــــــــــــمب انل
ــــــــي  a ي  ق  ــــــــت  Fعن ــــــــا  ــــــــري عف ــــــــ ق 13-20)ب الح ــــــــشإ ع  توةــــــــ ع  ــــــــري  K( . ةيل
 �.  Fيف ق  

 . 15ه ا ايس شب اب ا ا شل   ش  .  ايسش قت ي س ص   عاس اين الحت   1ملاحظة 
KFFمحقــــ  بح ــــث  1Fيــــ الم    2ملاحظــــة  �� Ka. اعــــان  ق اي ن ــــا  1  ــــري  �

عن ــا  aو عــ ق  1Fهــ  ك ــيرة محــموب عفــي  F. مح ــث  ق كــ  ك ــيرة محــموب عفــي  Fعفــي 
و  Fعفـي  aك يرة الحموب اطصـ الحت يف ن ـا   xp)( لحضش  .  ي  بر  ذا كشبت  1F ري عفي 

)(1 xp  ـــــــيرة الحـــــــموب ا <وطق  1Fعفـــــــي  aطصـــــــ الحت يف ن ـــــــا ك  @xFxp 1)( نح ـــــــ  عفـــــــي  �
)(|)(1 xpxp   > @xF1  وانهـــش بســـلنلأ  ق)(deg)(deg 1 xpxp d  اـــلم  هـــت   ـــا  ب فـــم .

< ق  @ )(deg:)( xpFaF <و    @ )(deg:)( 111 xpFaF ويــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ يك عــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ق   
> @ > @FaFFaF :)(:)( 11 d . 

 والآق برهلم اين الحت ادهبات الآت ت .
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 13-22 نظرية
 Lو عـــ ق  Fتوةـــ ع  ـــري يف قـــ   Kو و  Kتوةـــ  ش   ـــريا  يف قـــ   L ذا كـــشق 

 . Fتوة ع  ري يف ق  

 البرهان
ــــــ الم   و لحو ــــــم   ــــــض  Kتوةــــــ ع  ــــــري يف قــــــ   L. بمــــــش  ق  Lعن ــــــاا     aي

Kni i � D),...,2,1(  وnd1 : بح ث 
 0...2

2
1

1  ���� ��
n

nnn aaa DDD  

FFينأ    1)(و  0  iii FF D�    ياni dd1 . 
KFFو و  Fعن ـا  ـري عفـي  iDبمش  ق كـ   i ��  لحضـش   1�iF ـري عفـي  iDعـ ق  �1

<و ق  @ > @FFFF iii :)(: 1 Dd� ( 2الامح ت . )ايسش قت 
<ه ا لح بي  ر  ق  @1: �ii FF . انلر 

<اي لاتـــــــت  @ > @ > @ > @FFFFFFFF nnnnn :...::: 1211 <تبـــــــين  ق   ��� @FFn انلـــــــر . الآق  :
ni F�D   ياــni طبــر يحقــق ك ــيرة محــموب  iFعن ــا  ــري عفــي  aو وكــ يك   2,1,...,

<.  ذا   nFغـــــــــــــــــــــــير صـــــــــــــــــــــــفالحت بم ـــــــــــــــــــــــشالالح    @nn FaF عـــــــــــــــــــــــمب انلـــــــــــــــــــــــر . عـــــــــــــــــــــــ ق  )(:
> @ > @ > @FFFaFFaF nnnn ::)(:)( <لحــــ بي  ر  ق    @FaFn  aFn)(لــــر . عف ــــر عــــمب ان )(:

طق  Fعن ـــــــا  ـــــــري عفــــــــي  a( . وةيلـــــــشإ 13-21)ب الحــــــــت  Fتوةـــــــ ع  ـــــــري يف قـــــــ  
)(aFa n�  و و  يكL   توة ع  ري يف قF  .� 

 13-23نظرية 
 Fتحـوي  Kه  محق    يـ  اـلم  Fالجرلحت عفي  Kايتي تضم عنشصا  Sاوباوعت 
 . Sولا لحنلبا   ر  S ري عفي  a   Kولا لحو م عن ا 
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 البرهان
 و عف ـــــــــــر عـــــــــــ ق  Fعفـــــــــــي  D�xيحقـــــــــــق ك ـــــــــــيرة الحـــــــــــموب  F�Dبمـــــــــــش  ق كـــــــــــ   

S�D  ـــــــــــــــ ق SFوهاـــــــــــــــ ا ع ـــــــــــــــر  � Sba. اعل ـــــــــــــــ ق كـــــــــــــــ  اـــــــــــــــلم  ,� <ع @FaF :)(  
<و  @FbF   ـــــــــري  bو عــــــــ ق  Fعن ــــــــا  ــــــــري عفــــــــي  bعــــــــمب انلــــــــر و ومح ــــــــث  ق  )(:

ــــــــــــــــــي  ــــــــــــــــــشإ aF)(عف < . وةيل @)(:),( aFbaF  ــــــــــــــــــ بي  ر  ق ــــــــــــــــــر . هــــــــــــــــــ ا لح عــــــــــــــــــمب انل
> @ > @ > @FaFaFbaFFbaF :)()(:),(:),( ـــــ ق    ـــــر ع ـــــر . وعف  ),(انل baF  توةـــــ ع  ـــــري

),(. الآق  Fيف ق   baFba baو عف ر  �� Sbaو  F ـري عفـي  � .  طالحقـت  ��
Sabعـــ ق  0zbانـــشإت  ذا كـــشق   Fيحـــوي  Kمحقـــ    يـــ  اـــلم  S. وهاـــ ا عـــ ق  ��1

 F ـملا  اـلم  Sيسـش قت  ذا   ـ نا لإثبشلح الج ء اطول الم اين الحـت .   ادنشتنـت اابا  وه ا لحا
.  Sيحــوي  Kتاــوق محقــلا    ي ــش  اــلم  Sالجرلحــت عفــي  Kو مجباوعــت جم ــع عنشصــا  1Sعــ ق 

توةـــ ع  1S. وهاـــ ا عـــ ق  F ـــري يف قـــ   Sو  Sتوةـــ ع  ـــري يف قـــ   1Sوعف ـــر عـــ ق 
SS(  ذا  13-22)ب الحـــــــت  F ـــــــري يف قـــــــ   1SSوعف ـــــــر  �1 Ka.  ذا كـــــــشق     ي  �

1Saعــ ق  1Sع بـــر محســ  ت الحـــف  Sعن ــا  ـــري عفــي  Saوةيلـــشإ  � 1SSطق  �   
 . Sولا لحنلبا   ر  Sلحاوق  ريا  عفي  K  ةيلشإ لا لحو م عن ا 

 13-23نتيجة 
 :ع ق  F رلحين عفي  K   ي عن الحلم  ,ba  ذا كشق 

(i) ba  . Fهمش  رياق عفي  abو  �
(ii)  0 ذا كشقzb  1ع ق�ab  ري عفي F . 

 البرهان
baلحلبـــــــع اـــــــلم الحق قـــــــت    توةـــــــ ع  ـــــــري يف قـــــــ   Sو  Sعن ـــــــااق    1�abو  �

F  .� 
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  F كــــر توةـــــ ع  ــــري مماــــلم يــــــ  Sاااشبنــــش تفســــير اين الحــــت ايســـــش قت ةيقــــول  ق  
  K  و و قS  ا فق  ريا  ةينسـبت  رK   و بم ـ   بـر لا لحو ـم توةـ ع  ـري ع فـ  يف قـ
S   K .   هــ ا   فنــش  ق بســباS  ةلاب ــلاب الجــري يـــF  بســبت  رK  ك شيــت  شصــت .

KSع ق  Fبفسر توة ع  ري يف ق   Kعنماش لحاوق    . 
Kaعنـــماش لحاــــوق  . aF)(بعنـــش بن ــــا اا ــــشق يف قــــ   . يقــــم  F ــــريا  عفــــي  �

 Fعفـــي  aك ـــيرة الحـــموب اطصـــ الحت يــــ   xp)((  بـــر  ذا كشبـــت 13-18 ثبلنـــش   ايبمالحـــت )ب الحـــت 
<عــ ي  @xFxf )(0عــ ق  )(�  af  ذا وعقــط  ذا كشبــت !�� )()( xpxf .  الآق ايااةــم

> @ > @aFxF o:V  اد ـــــاف كـــــشلآتي> @ )()( agxg  V   ياـــــ> @xFxg هـــــو هواواـــــو ع م  )(�
)(Vkerعــــــــــــوت  . اــــــــــــلم ايواضــــــــــــن  ق  �xg  0 ذا وعقــــــــــــط  ذا كــــــــــــشق)(  ag  و ــــــــــــ يك .

!� )(ker xpV طةشةـــــــ ت يفهواواـــــــو ع م و نح ـــــــ  عفـــــــي . وهاـــــــ ا ومحســـــــ  اين الحـــــــت ا
> @ > @aF
xp
xF

#
!� )(

<. اــلم نامح ــت   ــا    @ )(aFaF -20)كباــش  اهنــش  ــلال  ثبــشلح ب الحــت   

<( .  ي  ق 13 @ )(
)(

aF
xp
xF

#
!�

 و  يك مح فنش عفي اينل جت الآت ت . 

 13-24نظرية 
الحــموب اطصــ الحت  ك ــيرة xp)(وكشبــت  F ــريا  عفــي  a   K ذا كــشق  ي عن ــا  
<ع ق  Fعفي  aيف ن ا  @ )(

)(
aF

xp
xF

#
!�

  .� 

 ملاحظة
<  اطلح واو ع م   @ )(

)(
: aF

xp
xF

o
!�

K : نجم  ق 

> @ > @xFxgagxg �� )()()(K   عف ـــر وةط ـــ  ياـــ .F�D DDK ـــر  ذا   )(  ]طب
 [ .ag)( Dع ق  xg)( Dكشق 
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 13-25نظرية 
 xp)(يحققــــشق بفــــس ك ــــيرة الحــــموب اطصــــ الحت  b   Kو  a ذا كــــشق  ي عن ــــالحلم  
DDVبح ــــــث  bF)(عفــــــي  aF)(اــــــلم  Vو ع بــــــر لحو ــــــم  لح واــــــو ع م  Fعفــــــي  لجبا ــــــع  )( 

F�D  و قba  )(V  و بم     اV  لحبق  عنشصاF   لش  ولحنق  a  عفيb . 

 البرهان
ـــــــــــت   <اـــــــــــلم  1Kلحو ـــــــــــم  لح واـــــــــــو ع م  13-24محســـــــــــ  ب الح @

!� )(xp
xF  ـــــــــــي   aF)(عف

<اــــــــلم  2Kو  @
!� )(xp

xF  عفــــــــي)(bF   بح ــــــــث ياــــــــ> @xFxf <عــــــــ ق  )(� @ )()(1 afxf  K  

<و  @ )()(2 bfxf  K  1ع ق
12
� KKV  هو  لح واو ع م الم)(aF  عفي)(bF  بح ث: 

DDKDKKDV    � )(()( 2
1

   F�Dيا   12
bxaaو     � )()()( 2

1
12 KKKV . 

 )نظرية العامل(   13-26قضية 
Ka ي عن ــا   ذالح ب  ــت او بــت  ذا  Fعفــي  xf)(هــو  ــ   يا ــيرة محــموب  �

)(|)(وعقط  ذا كشق  xfax �   > @xK . 

 البرهان
<بمــــــش  ق   @xKxf <و عــــــ ق  )(� @xKax و محســــــ   وا را ــــــت ايقســــــبات تو ــــــم   ��

<ك ــــيرتي محــــموب ومح ــــم ق  @xFxrxq )()()()(بح ــــث  ),()(� xrxqaxxf و بــــر  اــــش   ��
0)(  xr  1 و)deg(),(deg  �� axxr  ةيلشإ ع ق .cxr Kcيـب ض  )(  ونح ـ   �

 عفي  ق :
 cxqaxxf �� )()()(    (1) 
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)(0 . عــــ ق xf)( ــــ  ا  يا ــــيرة الحــــموب  aيــــ الم   af  ل ــــولحض و a  ــــملا  اــــلم x   (1) 
caqaaaf نح   عفي ��  )()()(0 

)()()(. عف ر ع ق  c 0 ي  ق  xqaxxf )(|)( ق   � xfax � . 
)(|)(وةي اـــــس  ذا كـــــشق  xfax �   > @xK  ـــــ ق )()()(ع xgaxxf يـــــب ض   �

> @xKxg )()()(0.  ذا   )(�  � agaaaf  و قa  يا يرة الحموب    )(xf  .� 

 13-27تعريف 
Ka ذا كــشق اي ن ــا   عفــي محقــ    يــ   xf)(ا ــيرة محــموب غــير صــفالحت  ــ  ا  ي �

F   الحقــ  K  و ع بــر لحقــشل عــلمa   بــر  ــ    لاــاا m  ذا كــشق )(|)( xfax m�  وياــلم
)(|)( 1 xfax m �� �   > @xK  ذا   ذا كــــــــــــــــــشق  .a   ــــــــــــــــــ  ا   لاــــــــــــــــــاا m   K  ــــــــــــــــــ ق و ع
)()()( xqaxxf m�   يــــــب ض> @xKxq و  xq)( ــــــ  ا  يا ــــــيرة الحــــــموب  a.  ذا كــــــشق  )(�

ـــــــــــــ  ومحســـــــــــــ  ايقضـــــــــــــ ت  ـــــــــــــ ق  13-26عنمي )(|)(ع xqax ـــــــــــــمو ، لحـــــــــــــ بي  ر  � وهـــــــــــــ ا  
)(|)( 1 xfax m��  ــــــــــــــشتض عاضــــــــــــــ ت  ق   ي  ق  m   K ــــــــــــــ   تاــــــــــــــاا ،  a. هــــــــــــــ ا لحن
0)( zaq . 

 ايلشي ين محول الج و  لهباش صفت ةدوضوع .ايس ايين 
< ذا كشبت  -1 @xFxf ك ـيرة محـموب ذالح ب  ـت او بـت و عاـم  ـ  ا  يماـلم  ق   )(�

 ؟ Fلحاوق لهش   
 عـمب  كـر xf)(بح ث لحاوق يا ـيرة الحـموب  Fه  لحو م محق  توة ع يف ق   -2

 ممالم الم الج و  ؟ واش هو ه ا اي مب اطكر ؟
   ش لر ةين الحت ايلشي ت : (1)ايس ال 

 13-28نظرية 
 nلا يماـــلم  ق لحاـــوق لهـــش  ك ـــا اـــلم  Fعفـــي الحقـــ   nd1ك ـــيرة محـــموب ب  لهـــش  

 . F   ا     ي محق  توة ع يف ق  
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 البرهان
<   nd1ك ــــــــيرة محــــــــموب ب  لهــــــــش   xf)(يـــــــلالم   @xF  بطبــــــــق الاةــــــــلنلش  عفــــــــي . 

n  1. يـــ الم n  عـــ قED � xxf ��1.  ذا   0zDو  ,F�EDيـــب ض  )( ED  هـــو
. و ـــ يك عـــ ق اينل جـــت  F   ي محقـــ  توةـــ ع يف قـــ   xf)(الجـــ   ايومح ـــم يا ـــيرة الحـــموب 

واينل جـــت ال ققـــت  1�nن  ق . يلطب ـــق الاةـــلنلش  اياياضـــ  و بفـــا  n 1ال ققـــت عنـــماش 
محقــــ  توةــــ ع  Kعفــــي  ي محقــــ  . يــــ الم  n!لجبا ــــع ك ــــيرالح الحــــموب ذالح ب  ــــت او بــــت 

عـــ ق اينل جـــت ال ققـــت .  xf)(لا يحـــوي  ي  ـــ   يا ـــيرة الحـــموب  K.  ذا كـــشق  Fيف قـــ  
Kaاعـــــــــــــــان  ق  عـــــــــــــــ ق  md1   Kو  لاـــــــــــــــاا   xf)( ـــــــــــــــ   يا ـــــــــــــــيرة الحـــــــــــــــموب  �

)()()( 1 xfaxxf m�   يب ض> @xKxf �)(1 . 
nmnxfالآق  �� )(deg 1)(يا ـــيرة الحـــموب و ـــ يك لا يماـــلم  ق لحاـــوق  1 xf  ك ـــا اـــلم 
mn  ك ــــــا اــــــلم  xf)(ةيلــــــشإ ع بــــــر لا يماــــــلم  ق لحاــــــوق يا ــــــيرة الحــــــموب  . K ــــــ  ا     �
mmnn  �.  K   ا     )( ��

  ــم   ش لنــش عفــي ايســ ال اطول و باكــ  اهلباشانــش يفســ ال اي ــشن . بعنــش بلــ كا  بــر  ذا  
Kaكشق  عفـي  aيف ن ـا  xp)(و ع ق ك يرة الحموب اطص الحت  F ي عن ا  ري عفي  �

F  2غير تش فت يفل ف   و ق)(deg txp  يشدشFa � . 
 نأ    ولا  عاس اين الحت ايسش قت .

 )كرونيكر(   13-29نظرية 
 Eةـ ع و عنميـ  لحو ـم تو  Fك ـيرة محـموب غـير تش فـت يفل ف ـ  عفـي   xp)( ذا كشبت  
<بح ث  Fيف ق   @ )(deg: xpFE  . Eير        xp)(و ق   

 البرهان
� !غـير تش فـت يفل ف ـ  و  xp)(دش كشبت   )(xpV  ا ـشإ  ع باـ  يف فقـت> @xF  .

<ع ق  @
V
xF  .  نأ   يمحق> @

V
xFE EFوب اف ايااةم    o:V  : كشلآتي 
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 FEV ����  DDDDV ,)(  

V    عبــــــش ة عــــــلم هواواــــــو ع م محفقــــــت . ومح ــــــث  ق ب  ــــــت كــــــ  ك ــــــيرة محــــــموب غــــــير صــــــفالحت
!� )(xpV  0و ع ق  1 كر الم  و لحسشويzD  0عنماشzD . 

),(اوبواــو ع م وةيلــشإ  V ي  ق  VE   توةــ ع يف قــF  محســ  اتفشتنــش ع بنــش لا   ــ   ــين .
F  وصو تر)(FV   E   وكD   F  اعD   E : ي الم . 

 Fxxxp in
n

n �z��� DDDDD ,0,...)( 10  

nعـــــ ق 
n xxxaxp )(...)()(0 2

210 DDD  ـــــ   يا ـــــيرة الحـــــموب  xهـــــ ا لحبـــــين  ق    ���
)(xp  وعف ـــــر عـــــ ق .E  يحـــــوي  ـــــ  ا  يا ـــــيرة الحـــــموب)(xp  و وهـــــ ا ابششـــــاة لحـــــ بي  ر  ق

> @ nxpFE  t )(deg: . 
ـــــــــــــــت  <الآق طلح @xFxf ـــــــــــــــت  )(� ـــــــــــــــش كلش  )()()()(يمانن xrxqxpxf ـــــــــــــــب ض   � ي

> @xFxrxq )(0اــــــــع  ),()(�  xr  و )(deg)(deg xpxr )()(نح ــــــــ  عفــــــــي  � xrxf   
)(0طق   xp  .0كـــــــــــــــــــــشق   دـــــــــــــــــــــش)(  xr  و )(deg)(deg xpxr يماننـــــــــــــــــــــش كلش ـــــــــــــــــــــت  �

1
110 ...)( �
���� n
n xxxr EEE  يب ضFi �E  1,0,...,1و � ni : وعف ر 

 1
110 )(...)()( �

����  n
n xxxrxf EEE  

12تاك    ط  الم  Eه ا لحبين  ق ك  عن ا الم  )(,...,)(,, �nxxxI . 
<وعف ــــــر عــــــ ق  @ nFE d:  كباــــــش  اهنــــــش ةــــــش قش  عــــــ ق و> @ nFE t: يلــــــشإ نح ــــــ  عفــــــي وة
> @ nFE  :  .� 

 . 2الآق نحلم عفي اةل ماب لإعطشء   ش ت كشافت يفس ال 

 13-30نظرية 
و عنميـــ  لحو ـــم  Fعفـــي الحقـــ   nd1 لحـــت ك ـــيرة محـــموب ب  لهـــش  xf)( ذا كشبـــت  

<و  E   ا     nلهش  xf)(و ق  Fيف ق   Eمحق  توة ع  @ !: nFE d . 
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 البرهان
. يـــــــــ الم  xf)(ايرهـــــــــشق لح لباـــــــــم عفـــــــــي الاةـــــــــلنلش  عفـــــــــي ب  ـــــــــت ك ـــــــــيرة الحـــــــــموب  

1)(deg  xf  ــــــ ق EDهــــــ  ةي ــــــ  ت  xf)(ع �x  ــــــب ض  0zDاــــــع كــــــوق  ,F�EDي
��1و   ، ايومح م هو  ED  واي ي لحنلبا   رF   هنش نأ ـ .FE عف ـر نجـم  ق اينل جـت و   
deg)(1صـــ   ت عنـــماش   xf  يلطب ـــق الاةـــلنلش  اعـــان  ق اينل جـــت صـــ   ت طلحـــت ك ـــيرة .
ا ـيرة الحــموب يعشاـ  غــير تش ـ  يفل ف ــ   xp)(عفــي  ي محقـ  . ينفــان  n!محـموب ب  لهـش 

)(xf   لهش ويلالم بm   عنمي .nm d  ولحو م محق  توةـ عEc   يف قـF  بح ـث)(xp 
<و  a   Ecويـ الم  لهش    ا  و @ mFE  c  ـ   ك ـيرة الحـموب  a( . عـ ق 13-29 الحـت )ب :

)(xf  لحضــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــش  و و )()()( 1 xfaxxf 1)()(يــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــب ض   � xExf c�  
nxf]دــــشذا ؟[ . الآق  � 1)(deg وةيلــــشإ ةةــــلضمام عــــاون الاةــــلنلش  لحو ــــم محقــــ   . 1

1)(بح ـــث  Ecيف قـــ   Eتوةـــ ع  xf  1لهـــش�n     ـــ  ا E  و> @ !)1(: �dc nEE   و لحضـــش
Ea 1)(اـــلم  ـــ و   1�nو  aهـــ   xf)(يا ـــيرة الحـــموب  n. مح ـــث  ق الجـــ و  ايــــ  � xf 
 . ك يك : Eتقع    nوعمبهش  xf)(نلأ  ق جم ع   و  بسل

 > @ > @ > @ !!)1(::: nnnFEEEFE  �dcc  

naaaسش قت  ذا كشبت   اين الحت اي   ملاحظة ,...,, و nوعـمبهش  xf   K)(هـ   ـ و   21
),,...,(عـــ ق  21 naaaF  هـــو محقـــ    يـــ  اـــلمE  يحـــويF   بح ـــث لا لحو ـــم  ي محقـــ    يـــ
),,...,(يف قـــــــ   K ع فـــــــ  21 naaaF  يحـــــــويF   وجم ـــــــع  ـــــــ و)(xf  ضـــــــشعت  ر ذيـــــــك  .

 ةةلضمام الاةلنلش  يمالم الإثبشلح  بسشيت  ق :
)(...)()()( 21 naxaxaxxf ��� D  

F�zيب ض  )0(D : عف ر ع ق . 
)(...)()()( 21 naxaxaxxf ��� DD  عبش ة علم ضابn . الم اي واا  اظط ت 
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 13-31تعريف 
. عــ ق محقــ  ايلوةــ ع  Fعفــي الحقــ   nd1 لحــت ك ــيرة محــموب ب  لهــش  xf)(يــلالم  

E ف ق  يF لاب ك يرة الحموب فلحسباي محق  اب)(xf : ذا كشق  
a- )(xf  تش لا  يفل ف    رn  الم اي واا  اظط ت عفيE . 
b-   لا لحو ـــم  ي محقـــ    يـــ  ع فـــEc  اـــلمE  يحـــويF  بح ـــث  ق)(xf  يماـــلم

 . Ecالم اي واا  اظط ت عفي  nتحف فر  ر 
يحــوي  E ذا كــشق  xf)(هــو محقــ  ابفــلاب يا ــيرة الحــموب  E  ــو ة ااشعئــت يماــلم ايقــول  ق 

),,...,(و  xf)( ـ و   21 naaaFE naaaاـلم الجــ و   nو  Fو الحقـ  ادويـم  ــ    ,...,, 21 
وهــ ، اين الحــت لا تبــين شــ ئش  عــلم  ابفــلابالحــت ايســش قت تبــين و ــوب محقــ  . اين  xf   E)(يـــ 

 و ــــــــــــــوب علاتــــــــــــــت  ــــــــــــــين  ي محقفـــــــــــــــ  ابفــــــــــــــلاب يــــــــــــــنفس ك ـــــــــــــــيرة الحــــــــــــــموب اــــــــــــــلم عـــــــــــــــمم 
 و وبهش . ه ا اش ةوف بلنشوير الآق .

عفــي  Rاــلم  V ي محفقلــين بح ــث لحو ــم  لح واــو ع م  Rcو  Rتــ كا  بــر  ذا كشبــت  
Rc   و ع بــر ةلإااــشق توةــ عV  ر  لح واــو ع م W  اــلم> @xR  عفــي> @tRc  مح ــثxt,  همــش غــير
txمبلحلم بح ــث  ــ  )(W  ذا كــشق A  ي ا ــشإ يف فقــت > @xR  عــ ق)(AW  ا ــشإ يف فقــت> @tR 
< اااشبنش ت الحف  لح واو ع مو @ > @

)(
:

A
tR

A
xR

W
K

c
o  : كشلآتي 

> @ > @ )()()( AxfAxf WWK <ا  ي � � @xRxf  . الآق يا  : )(�
 > @xRxxxxf n

n ����� DDDD ...)( 2
210  

< ع ق @� � n
n ttxf )(...)()()( 10 DVDVDVW ���  
FFك شيــــــت  شصــــــت نأ ــــــ  محقفــــــين  ,c  ونأ ــــــ   لح واــــــو ع مV  اــــــلمF  عفـــــــيFc  

<اطلح واـــو ع م ادوةـــع ادنـــش ا اـــلم  Wو  @xF  عفـــي> @tFc   يفبالايباـــت ياـــ .F�D   بااـــDc 
<ويا   DV)( و تر ي @xFxf tf)(باا   )(� c  ي و تر> @)(xfW . 
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)()()(. اعـان  F لحت ك اة محموب غير تش فت يفل ف ـ  عفـي  xp)(يلالم  tstrtp cc c 
),()(يب ض ك ـيرتي محـموب  tstr cc    اـو بتي ايم  ـت)(tFc  بمـش  ق .W  لح واـو ع م نح ـ  عفـي 

< ق  @xFxsxr ),()(بح ـث  ),()(� tstr cc  هـ  اي ـو ة ادنـش اة يــ)(),( xsxr  تحـتW   لامحــ .
),()(يحـــــشع  عفـــــي ايـــــم  شلح وعف ـــــر  W ق  xrxs  و بـــــت بح ـــــث ـــــيرتي محـــــموب ذالح ب  ـــــت اك

 > @ > @ > @ > @)()()()()( xsxrxsxrxp WWWW    
)()()(وةيلـــشإ  xsxrxp تش فـــت يفل ف ـــ  و هـــ ا لحل ـــش ن اـــع ايفـــان  ق  xp)(و   

)(xp  غير تش فت يفل ف   . وها ا ع ق)(tpc    نش ةش قش  ع بـر لحو ـمغير تش فت يفل ف   . وكباش 
<  لح واو ع م @ > @

!c�
c

o
!� )()(

:
tp
tF

xp
xF

K 

<بح ث  @ !c��c !�� )()()()( tptfxpxfK   يا> @xFxf  والآق برهلم الآتي . )(�

 13-32نظرية 
<ك ـيرة محــموب غـير تش فــت يفل ف ـ      xp)(يـلالم   @xF  و)(tpc   اة ك ــيرة الحـموب ادنــش

  > @tFc  اعــــان  ق .u  وv  ـــــ  ي ك ــــيرتي الحـــــموب همــــش )(xp  و)(tpc     عفــــي اي ت ـــــ
FFيف قفــين  Ecو  E  ــض محقفــ  توةـــ ع  ,c  عفــي اي ت ـــ  و عنميــ  لحو ــم  لح واـــو ع مP 

DDPبح ث  vFc)(عفي  uF)(الم  c )(   ياF�D  وvu  )(P . 

 البرهان
 )(tpc  غير. )تش فت يفل ف   )محس  ادلامح شلح ايتي تسبق ه ، اين الحت 

< الآق لحو م  لح واو ع م @ )(
)(

:1 uF
xp
xF

o
!�

V 

< و لح واو ع م @ )(
)(

:2 vF
tp
tF co

!c�
c

V 

1))()(()(بح ـــــث  ufxpxf  !��V  2))()()(و vftptf c !c��cV  محســـــ  ب الحـــــت( .
< وادلامح ت(  ضشعت  ر ذيك ع ق ايااةم 24-13 @ > @

!c�
c

o
!� )()(

:
tp
tF

xp
xF

K 
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<اد اف ةي و ة  @ !c��c !�� )()()()( tptfxpxfK . هو  لح واو ع م 
uxpxلامحــــــــ   ق   !�� ))((1V  وvtpt  !c�� ))((2V  1. الآق

12
� KVVP  هــــــــو

 . vFc)(عفي  uF)( لح واو ع م الم 
)()()( لحاوق F�Dطي  1

12 DKVVDP �  
           > @!�� )(2 xpDKV  
           > @ DDV c !c��c )(2 tp  
 > @!��  � )()()()( 2

1
12 xpxuu KVKVVP  

           > @ vtpt  !c�� )(2V . � 

 13-33نتيجة 
KFي الم   ك يرة الحـموب اطصـ الحت لهباش بفس   ,K�ED ي محقلاق .  ذا كشق  �

)(xp  عفـــيF  و عنميـــ  لحو ـــم  لح واـــو ع مP  اـــلم)(DF  عفـــي)(EF  بح ـــثEDP و  )( 
aa  )(P   ياFa � . 

 البرهان
FF  اين الحت  علا، نأ     c   وV ن  ـ  عفـي اينل جـت عان )المحشلحـم(  ايااةم ايـ

 .� 

 13-34تعريف 
 ذا كـــشنا  Kاـــلم  F نهباـــش ا اعقـــشق عفـــي محقـــ    يـــ   ba,   Kلحقـــشل ي ن ـــالحلم  

 . Fولهباش بفس ك يرة الحموب اطص الحت عفي  F رياق عفي 
 7مثال 

32طق  Qا اعقــــشق عفــــي  /Rعن ــــااق اــــلم  �3و  3  �x  هــــ  ك ــــيرة الحــــموب
 . �3و  3يا  الم  Qاطص الحت عفي 
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 8مثال 
3 3و  2 2Z  3و 22Z  012مح ـــث  �� ZZ    هـــ  عنشصـــاC  ا اعقـــت عفـــي

Q  23. اي نشصا اي لاثت لهش بفس ك يرة الحموب اطص الحت �x  عفيQ . 

 13-35نظرية 
FFيــ الم   c#

V  ويــلالم)(xf ك ــيرة محــموب ب  لهــش    لحــتd1  عفــيF  و)(tf c   ك ــيرة
EE.  ذا كـــــــــشق  Fcالحـــــــــموب ادنـــــــــش اة عفـــــــــي  ,c   ابفـــــــــلابمحقفـــــــــ )(xf  و)(tf c  عفـــــــــيF  

\DDبح ـــث  Ecعفـــي  Eاـــلم  \عفـــي اي ت ـــ  و ع بـــر لحو ـــم  لح واـــو ع م  Fcو  c )(   ياـــ
F�D . 

 البرهان
nxfيــ الم   )(deg محــ   ق ب  ــت . لا> @FE انلــر . بســلضمم الاةــلنلش  عفــي  :

> @FE <. اعـــــــان  : @ 1:  FE   عنميـــــــFE naaaوجم ـــــــع الجـــــــ و     ,...,,  xf)(يــــــــ  21
)()()( و ةلإضشعت  ر Fتقع    nوعمبهش  21 axaxxf �� D 
ــــــــب ض  F�zي )0(D  ــــــــ ق )()()(...)(. ع 21 natatattf c�c�c�c c D  ــــــــي  ق عن  ــــــــ  عف

naaa ccc ,...,, FE. وعف ر  Fcتقع كفهش    21 c c . 
. عف ـــر عـــ ق  Fcعفـــي  F اـــلم Vبأق لحاـــوق اطلح واـــو ع م  \عنميـــ  اااشبنـــش   ـــ  

<اينل جـــت ال ققـــت عنـــماش  @ 1:  FE  يلطب ـــق الاةـــلنلش  اعـــان .> @ 1: !FE  وبفـــان  ق
<ب  لــر  Fعفــي  ي محقــ   Eب ع محقــول الابفــلا ــاينل جــت صــ   ت لجبا @ !FE . بمــش  ق  :

> @ 1: !FE   ع بــر عفــي اطتــ   محــم  ــ و)(xf  ويــ المu    لا لحقــعF  ذا كــشق  .)(xp  
deg)(1عــ ق  Fعفــي  uك ــيرة الحــموب اطصــ الحت يف ن ــا  !xg  يــلالم .)(tpc   ك ــيرة الحــموب

)(|)(ل ف ــ  . ومح ــث  ق غــير تش فــت يف tpc)(. ك ــيرة الحــموب  Fcادنــش اة عفــي  xfxp   نح ــ
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)()()(عفــي  ق  xqxpxf <يــب ض    @xFxq )()()(وةيلــشإ عــ ق  )(� tqtptf cc c  يــ الم .
v  ـــــــــــــــــــــ  ا  يــــــــــــــــــــــ )(tpc   Ec .  لحو ـــــــــــــــــــــم  لح واـــــــــــــــــــــو ع م)()(: vFuF coT  بح ـــــــــــــــــــــث
F��c  DDDVDT vuو  )()(,  )(T  ب الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــت( 

32-13. ) 
)()()(الآق  1 xfuxxf )()()(و   � 1 tgvttf � c  يــــــــــــــــــــــــب ض> @xuFxf )()(1 �  

<و  @tvFtg )()(1 c�  . 1 ذا كــشقT لحااـــ  ي لح واــو ع م اـــلم > @xuF <عفــي  )( @tvF )(c  بح ـــث  ق

1T  واو ع م لحتوة  ش  ي T  وtx  )(1T : ع ق 
 > @ > @ > @)()()()()()( 11111 xfvtxfuxxftf TTT � �  c  

<وه ا لح ط نش  @ )()( 111 tgxf  T  طق)()()( 1 tgvttf � c . 
يحـــوي كـــ   ـــ و   E عـــ ق nوعـــمبهش  xf)(يحـــوي كـــ   ـــ و   Eعت  ر ذيـــك ياـــوق  ضـــش

)(1 xf  1وعــمبهش�n  1.  ذا كــشقE  1)(محقــ  ابفـــلاب xf  عفــي)(uF     لــو E  و ع بـــر
1)( ضــشعت  ر امحلوايــر كــ   ـــ و   xf  1وE  يحــويu  1 لحضــش  . ةيلـــشإE   يحــوي جم ــع  ـــ و

)(xf  1. وعف ـــــر محســـــ  ت الحـــــف محقـــــ  الابفـــــلاب نح ـــــ  عفـــــي  قEE . وهاـــــ ا عـــــ ق  �

1EE 1)(هــو محقــ  ابفــلاب  E عف ــر. و    xf  عفــي)(uF  . ــو ة انــشإت عــ ق  Ec   محقــ
1)(ابفلاب  tg  عفي)(vFc . 
<الآق  @ > @ > @FuFuFEFE :)()(:: <و    @ 1)(deg:)( ! xfFuF  وايـــــــــ ي لح ط نـــــــــش .

> @ > @FEuFE :)(:  اـلم \. عنمي  ومحس  عاون الاةلنلش  اياياض  لحو ـم  لح واـو ع م  �
E  عفــيEc  وهــو توةــ ع ي لح واــو ع م)()(: vFuF coT   اــلم  هــت   ــاT  توةــ ع يـــV 

\F��c  DDDTDوةيلشإ نجم  ق   �وه ا لح بت اين الحت .  )()(,
FF ذا    نا   c   وكشبتV : ايمايت اي ات ت بسلنلأ الآتي 
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 13-36نتيجة 
عفــي  d1ذالح ب  ــت  xf)(يــنفس ك ــيرة الحــموب  محقفــ  ابفــلاب Eو  Ec ذا كــشق  
ــــــــ  لحو ــــــــم   Fمحقــــــــ   ــــــــث  Ecعفــــــــي  Eاــــــــلم  \لح واــــــــو ع م و عنمي \DDبح   ياــــــــ   )( 

F�D . � 
ـــــ الم  ـــــي الحقـــــ   Kعن ـــــاا   ـــــريا     aي ـــــيرة الحـــــموب اطصـــــ الحت   xp)( و Fعف ك 
)()(. ياــ  عن ــا غــير صــفاي  Fاي ن ــالحت عفــي  aFaf ك ــيرة محــموب عفــي   xf)( مح ــث �

F  ق ا اــو   (13-20.   َّنــش )ب الحــت )(af ض ك ــيرة محــموب هــو   ــ)()( aFag وبوضــن  �
 ذيك   اد شل الآتي .

 9مثال 
�اعلـــــــــــــــــــــــــــــــر الحقـــــــــــــــــــــــــــــــ    �2Q . مح ـــــــــــــــــــــــــــــــث  ق � �223 Q��  و عــــــــــــــــــــــــــــــــ ق

2
7
1

7
3

7
23

23
1

� 
�

 
�

 . Qعفي  2ه  ك يرة محموب    

 10مثال 
< اعلــــــــــــــــــــــــــــــــــــر  @ � �3333 22421 QQ )(2. يــــــــــــــــــــــــــــــــــــلالم  ���  3 � xxp  و

1)( 2 �� xxxf  و)(xp  3هــ  ك ـــيرة الحـــموب اطصــ الحت يــــ �. لإ ـــشب ا اـــو   2 �3 2f 
),()(نجم ك يرتي محموب و  xgxh  1بح ث)()()()(  � xhxpxgxf  ك ـيرتي الحـموب .)(xh  و

)(xg  يمالم   شبهش  طالحقت  وا را ـت ايقسـبات . الآق)(deg)(deg xgxf  xp)(و  قسـبات  �
 :نح   عفي  xf)(عفي 

 3)1()1(2 23 ���� � xxxx  

1 عف ر ع ق
3
1

33
)1(

3
1)2(

2
3  ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§
����¸

¹
·

¨
©
§��

xxxx 

3و ل ولحض  2 x نح   عفي � � � � 1124
3

12 33
3

 ��
� 
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� ي  ق  �
3
2

3
1124

3133 � ��
3ه  ك يرة محموب    �  . Qعفي  2

 محقــ   الآق بــم   ك ــيرتي محــموب  محــشبلحلين غلففلــين وغــير تــش فلين يفل ف ــ  لهباــش بفــس
 الابفلاب .

 11مثال 
12اعلــر ك ــيرتي الحــموب  �� xx  32و �x  عفــيQ  وهمــش اــلم ايم  ــت اي شب ــت ويــ س

  xf)(لهباش   و  بسب ت . وةيلشإ عهباـش غـير تش فلـشق يفل ف ـ  )لامحـ    ـو ة عشاـت  ذا كشبـت 
و ع بـــر لا يماـــلم ايقـــول بأق  Fيـــ س لهـــش  ـــ      Fعفـــي محقـــ   3�ة محـــموب ب  لهـــش ك ـــير 

)(xf  غــــــير تش فــــــت يفل ف ــــــ) .  32 ــــــ  ا �x  3همــــــش�r  و  ي  ق� �3�Q   هــــــو محقــــــ
32ابفلاب  �x . 

 ذا كــشق 
2

31 ���
 Z  عــ قZ  2وZ  12همــش  ــ  ي �� xx  و وةيلــشإ عــ ق

)(ZF  12هو محق  ابفلاب �� xx  ؟( .)دشذا 
123)(والآق  ZZ Q�� �   لح ط� � )(3 ZQQ �� . 

�اــــاة   ــــا   �3
2

3
2
1

��
�

� QZ  لح ط نــــش� �3)( �� QQ Z  وةيلــــشإ عــــ ق
� �3)( � QQ Z . 

32وهاــــ ا عــــ ق  �x  12و �� xx هنــــش  ق لهباــــش بفــــس محقــــ  الابفــــلاب . لامحــــ  
> @ 2)1deg(:)( 2  �� xxQQ Z . 

 12مثال 
23اعلـــــــــــر ك ـــــــــــيرة الحـــــــــــموب  �x  عفـــــــــــيQ    ـــــــــــ و هش  .C   3هـــــــــــ 2 D  و 

ZD  وDZ2  مح ــثZ  ، هــو الجــ   ايلا  ــبي ايلض فــ  يفوامحــم اي ــ  ن . ولا وامحــم اــلم هــ
23الج و  هو عمب بسبي و عف ر عـ ق  �x  غـير تش فـت يفل ف ـ  عفـيQ  وهاـ ا  ذا كـشق .E 

ــــــــــــــيرة الحــــــــــــــموب  23محقــــــــــــــ  ابفــــــــــــــلاب ك  �x  عفــــــــــــــيQ  عــــــــــــــ ق> @ 6!3:  dQE الآق . 
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> @ 3:)(  QQ D  ،> @ 2:)(  QQ Z  لأن)(ZQ  ،)(DQ      كلاهمااااااااااا   اااااااااال    ااااااااااE  ،
<نحصااااااااااااااااااااااااال ع ااااااااااااااااااااااااا   ن  @QE <و  3|: @QE <، وبالتاااااااااااااااااااااااااا   2|: @QE .  ي  ن  6|:

> @ !36:   QE . 
 13مثال  

اعتاااث كثاااود ا ااا و    ِ133 �� xx   ع اااQ   كثااااود ا ااا و   اااجذ لااا    اااا  ااااج ا . 
 اااااا   R.  ااااااجو  ا    Qنساااااا  ا  ، ع  اااااال  لاااااا  لااااااو  ا  اااااا  ل ت   اااااال ع اااااا  

9
cos2

S
�  ،

9
2

cos2
S  ،

9
4

cos2
S     لاااااا .

9
cos2

SD EQ. اعتااااااث   � �)(D  ، ااااااث  E  اااااال  
123انفلاق  �� xx . 

22)( الآن
9

cos4
9

2
cos2 22 DDSS Q�� �  

)(2)2(2
9

2
cos4

9
4

cos2 222 DDSS Q��� �  

133 اااااا   ااااااجو  وع  اااااال  اااااا ن م �� xx     ت اااااا)(DQ  و  ااااااجا  اااااا ن .)(DQE  . إذا   �
)(DQE <بالإضااااااا   إف ذلاااااا   اااااا ن    @ > @QQQE :)(: D   و ااااااجا دساااااااوي    اااااا  كثااااااود

)13deg(ودساوي  Qع    Dا  و  الأصغرد  لا  3 �� xx  3و و . 
<   جذ ا ال   @ !33: � QE . 

 14مثال  
14اعتااااااااااااااااث كثااااااااااااااااود ا اااااااااااااااا و   �x   ع ااااااااااااااااQ   1,1,,1.  ااااااااااااااااجو  ا  اااااااااااااااا �� i  

14.  ي  ن   ل انفلاق  i �1  ث  �x    عQ  و )(iQ  و ن> @ 2:)(  QiQ . 
 15مثال  

،   ااال  Q نااال عااا    اااثي إذا كاااان  اااث   ع ااا   Dد اااال ل  ااا   ا ركااا  تعريففف    
يمثال  A ار   ن ا( ، 13-23لأع ا  الجثد  ت ون   الا  ننرردا  الأع ا  النس    .   ث  ن ا
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 A ع   ن ناا . Q ااو توعاا    ااثي ل   اال  A  اال الأعاا ا  الجثداا  .  ساا  الت رداا  ، 
<. إذا كان كجل  ، ا ر   ن  Qل   توع  ا  منتل ا لا  @ nQA  : . 

31اعتااث كثااود ا اا و   ��nx   ع ااQ  ساا  ابت ااا   د نساا  كثااود ا اا و   ااجذ  .
31ا ا و   ج ا  كثاود  D. ل     Qلو  ا    ل ت   ل ع    ��nx  ا ن D   اثي ع ا Q 

31.  ااا كانا   A�Dوع  ال  ��nx   لااو  ا  اا  ل ت   ال ع ااQ  اا ن > @ 1:)( � nQQ D 
AQدااي ي إف  ن  A�D، ول اا   �)(D  ااجا لااو م  ااول لأن و )(DQ   ضاااج    اا  ماا 

A    عQ  و ن> @ nQA ع اا د عا  توعا    A. بالتا    ن الفر  باطئ . ع  ل  ا ن  : 
 . Qمنتل ع    لو

ا ثال السا ق د ين  ن ل   بالضرو ي  ن د ون توع    اثي ماا توعا  ا  منتل اا  .   
 ( .13-21 ين كل توع   منتل  و توع    ثي ننررد  

 والآن ننا ش ال لا    ين  جو  وم املات كثود ا  و  .

 13-37 نظرية
<إذا كانااااااااااااااا    @xFxxxf n

n ���� DDD ...)(  كثاااااااااااااااود  ااااااااااااااا و     تلاااااااااااااااا   10
nd1  جو  ا  ،naaa ,...,,  ،   ن : Fل   ل  Eت       ل توع   ما  21

¦ ��  
i n

n
ias

D
D 1

1 , ¦
!

�  
ji n

n
jiaas

D
D 2

2 , ¦
!!

�  
kji n

n
kji aaas

D
D 3

3   

و  جا ... وإن 
n

n
nn aaas

D
D0

21 )1(... �   . 

 البرهان
nxfبمااا  ن   )(deg  ،0znD  ع  اال ،F

n
n � �

D
D إضااا   إف ذلاا  ل ااون  11

naaa ,...,, )()()(...)(   ن xf)(   كل  جو   21 212 naxaxaxxf ��� D 
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nn  جا د ط نا
n

n
n

n xxxxx DDDDDD ������ �
�

�
�

1
1

2
2

2
210 ... 

> @nnnnn
n sxsxsx )1(...2

2
1

1 ����� ��D  

 ¦  اااااااااااااااااااااث 
i

ias1  ،¦
!

 
ji

jiaas2  ،¦
!!

 
kji

kji aaas3  و  اااااااااااااااااااااجا إف  ن نصااااااااااااااااااااال

nn aaas ...21  . 
ساااود  لااا   م ا ناا  م اااملات ال ااو  ا ت Fعنصاار متسااام  ع اا   xوالآن و  ااث  ن 

x  11نحصاااال ع اااا   ن � � nns DD  ،22 � nns DD  33و � nns DD  و  ااااجا إف  ن نصاااال
)1(0 بوا  إف  ن  DD  � nn

n s . 
نحصااااااااااااال ع ااااااااااااا   ن :  F   دو ااااااااااااا  nDبماااااااااااااا  ن 

n

ns
D
D 1

1
��

   ،
2

2
2 D

D � ns  ،

n

ns
D
D 2

3
��

   ...
n

n
ns D

D0)1(�  . 
 

 تمارين محلولة
 

 . Fيمثل   ل توع   لا  K  م    جذ التما د  المح ول  ملاحظة   
 1تمرين  

 Kba  ,mnع اا  اليت اا    ااث  mو  n   تلمااا  Fعنصااران  ااث ن ع اا   ,�
),(ع  ان  ول ان نس  ا  ،  ر    ن  baF  تل   mn    عF . 

 الحل
<ل دنا   @ mFaF <و  )(:  @ nFbF  :. لت    )(: 

m
mm xx DD ��� � ...1

 . Fع    aكثود ا  و  الأصغرد  ل  نصر   1
ع ا   mيح اق كثاود  ا و     تلاا  a. وبالتاا   ا ن  bF)( جذ     دضا  كثود   و  ع   

)(bF . 



 
 
 

 ا  اااول

689 

 

<  ن بالتا   @ mbFabF d)(:)()(  ي  ن > @ mbFbaF d)(:),( : الآن ، 
> @ > @ > @ mnFbFbFbaFFbaF d :)()(:),(:),(   (1) 

< مرد  بر  @ > @ > @ > @FbaFmFaFaFbaFFbaF ),(|:)()(:),(:),( �  
< د ونوبا ثل  @ > @ > @ > @FbaFnFbFbFbaFFbaF :),(|:)()(:),(:),( �  
),(1 ا كان   nm  نحصل ع    ن> @FbaFmn  ع  ل :و  |),(:

 > @FbaFmn :),(d      (2) 

 نحصل ع   النت ج  ا ط و   . (2)و  (1)م  

 2تمرين 
Ka ااااار    نااااال إذا كاااااان    ااااا ن  ،  تااااال عااااا    ااااار ي و  Fعنصااااارا   اااااث   ع ااااا   �

)()( 2aFaF   . 
 الحل

)()()(م  الواضح   22 aFaFaFa ��� 
nلت   

nn xxxp 2
2

0
12 ...)( DD    ن : Fع    aكثود ا  و  الأصغرد  لا   � ���

0... 2
2

0
1  �����

n
nn aa DD  

0)...()...( 2
22

2
2

012
12

1
2  �������� �

�
�

n
nn

n
nn aaaaa DDDDD  

< ن الآن و  ث  @ 12:)( � nFaF  0  ن... 12
22

1
2 z��� �

�
n

nn aa DD : لجا   ن 
 )()...()...( 2

2
22

1
2

0
1

12
22

1
2 aFaaaaa n

nn
n

nn �������� ��
�

� DDDDD  

)()(و  جا نر   ن  2aFaF )()(. بالتا    ن  � 2aFaF   . 

 3تمرين 
33 و          ل انفلاق   235 ��� xxx    عQ . 
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 الحل
33)3()1(الآن   32235 �� ��� xxxxx  د اين  ن  اجو  كثاود ا ا و  ا  طاااد

  C   3 اااr  ،1�  ،
2

31 ir  33، وع  ااال  ااا ن   ااال انفااالاق 235 ��� xxx   ع ااا

Q  و ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ r
�r 

2
31,1,3 iQK . 

�ن ع   ن  �iQK Kiالآن   3,
�

r
2

31 . 

 Kiii
� ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
�¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
� 3

2
31

2
31  

Kiوع  ااااااااااااااال  K�3كاااااااااااااااجل   �. و  اااااااااااااااجا  ااااااااااااااا ن  � � KiQ . مااااااااااااااارد  ن ااااااااااااااا   3,�
� � � �iQiiQ ,33,33 �r��  وكنت جاا  لااجل   اا ن .� �iQi ,3

2
31
�

r  وع  اال .
�  ن  �iQK  . و  جا   ن ا عا نا تح ق . �3,
< الآن @ � �> @ > @ 42.2:)(::  d QiQiQKQK 

Q    12ع    iلأن كثود ا  و  الأصغرد  لا  �x :  كجل . 
> @ � �> @ � �> @QQQKQK :33:: u   عاماااااال لااااااا  2د ااااااين  ن> @QK . وع  اااااال   ناااااال إمااااااا  :

> @ 2:  QK  الاا   4 و دساااوي   > @ 2:  QK  نحصاال ع اا   ن> @ 13:  QK  و ااجا
�د ااااااا   ن  �3QK Kiو اااااااو لاااااااو م  اااااااول لأن    �ول ااااااا   � �3Qi وع  ااااااال  ااااااا ن .  �

> @ 4:  QK . 
 4تمرين  

 ع    و  . p  ث  Qع    1�pxنفلاق ل ثود ا  و   و     ل ا 
 الحل

p اااااا   1�px   C ااااااجو   
ip

p
i

p
i

eee
SSS )1(242

,...,,,1
�

p. إذا كااااااان  
i

e
S

[
2

 اااااا ن   
    : Qع    1�px  ل الانفلاق 
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)(),...,,,1( 12 [[[[ QQK p  ن ر  ( . �  
...1 ج  ل ثود ا  و   ]الآن 

1
1 21 ��� 

�
� �� pp

p
xx

x
x . 

، الفصال ال ارار( وع  ال  30نانرر مثال  Qع    ]الأصغرد  لا ول    جذ    كثود ا  و  
> @ 1:)( � pQQ < و بم نى آبر  ] @ 1: � pQK . 

 5تمرين  
<  نال مغ اق  اث   إذا كانا  كال كثاود  ا و  لاو   تا    Fد اال   ال  @xF تنف اق  

.  ر    ن ا  ل ا غ اق  اث   لا يم ا   ن د اون منتل اا   F   (ك  ا  نبم نى  ن م    جو  ا
. 

 الحل
^  ال منتال مغ اق  اث   . لا     Fا ار    `naaaF ...,, . اعتاث كثاود ا اا و    21

> @�
 

��� 
n

i
i xFaxxf

1

مغ اق  اث    Fلأن  Fيج   ن ت ون كل  اجو  ا    . )(1)(

. وع  ل نحصال ع ا  تناا   ،  ي  نال لا يم ا   xf)(ل    ج ا  لا  ia. ول    ي وا   م  
 منتل ا  . F ن د ون 

 6تمرين  
عنصاااااااااران   اااااااااث  ,F�EDولااااااااا     2  ااااااااالا  بمم ااااااااا   ت ااااااااا  عااااااااا   Fلااااااااا    

DE �� 22 , xx   لاااااااااااااو  ا  تاااااااااااااان ل ت   ااااااااااااال ع اااااااااااااF  إذا كاااااااااااااان .K  ااااااااااااال انفااااااااااااالاق  
)()()( 22 ED �� xxxf   ع ااااااااااااF  عن  ااااااااااااج  اااااااااااار    ن ،> @FK   2دساااااااااااااوي إمااااااااااااا  :

 . F ا ل ل ت   ل  و لو  ا    ل ت   ل ع    ED�2x ما س  4 و 
 الحل

. وع  ااااااال  Dr  ،Er ااااااا   F   ي   ااااااال توعااااااا   ل   ااااااال  xf)( اااااااجو   
� � � �EDED ,, FFK  rr  . 
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�الآن  �> @ � � � �> @ 2:,2: d� DEDE FFFF  .  الاااااااااااااااااااا   DE�2x   ا  اااااااااااااااااااا 
DDE)( ن و اجا  ا و ذ داي ي إف  F�DEد ون لا دنا  Fل ت   ل ع    F�   ول ا .

� �DD F�  ع  ااال� �DE F�   كنت جااا  لاااجل .� � � �> @ 1:,  DED FF  و  اااجا
<   ن @ � � � �> @ � �> @ 2::,:   FFFFFK DDED 

nxا ر  الآن  ن  D�2    لو  ا    ل ت   ل عF . 
�ع    DE�2x ج  لا  DEلأن  �DF :   نحصل ع ، 

� � � �> @ 2:, dDDDE FF  إذا كاااااااااااااان .� � � �> @ 1:,  DDDE FF   نحصااااااااااااال ع ااااااااااااا
� �DDE F� . 

DDDEDDE abbaFbaba 2,, 22 �� ��� �  

FFbaab ����� � � DDDED 22  

)2و0,0           zzz abFChar  (لأن 

Fbaنلا ظ  ن  � � E0  و و داي ي إف  نE�2x   ا  ا  ل ت   ال ع ا F  .
 ا  ا  ل ت   ال  DE�2xوالجي د اين  ن  a DEنحصل ع    ن  b 0إذا كان   ين  

 ( .!Fع   
، و ااااجا ت ااااا   . بالتااااا   اااا ن  F ا  اااا  ل ت   اااال ع اااا   D�2x ااااجا  اااا و ذ دااااي ي إف  ن 

� � � �> @ 2:,  DDDE FF   ول اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا .� � � �EDDDE ,, FF ع  اااااااااااااااااااااااااااااااااااااااال  �
� � � �> @ 2:, tDED FF  ي  ن  .� � � �> @ 2:,  DED FF  نت جاااا  لااااجل   ااااا   ن

> @ 4:  FK . 
 7تمرين 

3 ر    ن   52  . 6ذو       Q ثي ع    �
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 الحل
3ض    52 � D : جا دي ي إف  . 

 � � 2)23(365252 2333 � ��� �� � DDDDD  
2223 )23(2)56( � ��� DDD  

. ل   ناث   الجا ج الثاا   6ذو        ل  و دساوي  Q ثي ع    Dوالجي دي ي إف  ن 
�ن ع   ن  � � �33 5,252 QQ نحصال ع ا   1. عن  اج و سا  ماا اعاتنت  ما   ارد   � 

 الج ج الثا  . الآن :
 � � � �3333 5,2525,25,2 QQ ����  
 � � � �33 5,252 QQ ���     (1) 

� إضا   إف ذل  � � � � �32333 52525252 ������� QQ 
�  ي  ن � ����� 333 52255222 Q 

 � � � � � �> @ ��������
33333 5225525225 Q  

                � �3 52 �  

� لآنل دنا ا � � � )(2)(25
33

DDDD QQ ����� 
)(23622 32 DDDD Q�����  

)()32(2 2 DD Q���  

6)(لأن  3 DDD Q��  2)(وع  ل DQ� . 
253)( جا د ين  ن  DD Q��  : و  جا   ن . 

 � � � �333 525,2)(5,2 ���� QQQ D   (2) 

�دي  ن إف  ن  (2)و  (1) � � �33 525,2 � QQ . 
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 مسائل
 

، إلا إذا ذكاار باالا   F   اال توعاا   لااا Kيمثاال   اال و  F  ا سااا ل الآت اا  ملاحظففة   
 ذل  .

<إذا كان  -1 @FK FK ر    ن  :   . 
منتاال التولاا   . اذكاار مثااال توضاا ح  K  و  Fتوعاا   منتاال ل   اال  Kمااا الفاارق  ااين   -2

 ا ت  .إ 
xFK)( ا ن  Fع    (لو  ثيمتاسم  ن xإذا كان    إرشاد]  او منتال التولا    

 ول نل ل   توع  ا  منتل ا[ . Fع   
),(),( ر    ن  ، ba,   Kلأي عنصرد   -3 abFbaF   . 
لاو  ا  ا  ل ت   ال إذا و  اا إذا كانا  لا  F ر    ن كثاود  ا و  ت     ا  ع ا    ال  -4

 . F     ج ا    
dcxbxaxإذا كان     إرشاد] ���   ا    ل ت   ل   ن : 23

 )()( 223 JED ��� ��� xxxaxdcxbxax  

F�JEDل     ,,. ] 
baxxلاات    -5  ا   ااا    ي  ااج D.  اار   إذا كااان  Fكثااود  اا و  تر    اا  ع اا    ��2

)(،  ا ن  F  ل توعا   ل   ال  DE �� a ا ا و  الي    ا    او  دضاا   اج  ل ثاود
 . DF)( و  Fو ن   ل الانفلاق ل ثود ا  و  الي       جذ ع   

� و    اع د و      -6 �3,2Q    عQ . 
^]الجواب  `63,2,1,4. ] 

� ر    ن  -7 � � �3,232 FF  � . 
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 F او  اثي ع اا   D  اث كال عنصاار ما   D  الا      اا  لسااا    ما   Fإذا كاان  -8
،  ااا ن  دااا   F    ااال ي توعااا    اااثي ل K  ااال . اعاااتنت   نااال إذا كاااان  D ااار    ن 

 ع ااااااااااااااااا د عاااااااااااااااا    اااااااااااااااال    اااااااااااااااا   Fتحااااااااااااااااوي  Kماااااااااااااااا       اااااااااااااااا  عااااااااااااااااا    ماااااااااااااااا 
 . Kم  

MNلأي    ين     ين  -9  عر  : Fل   ل  ,
^ `¦ �� NyMxyxMN iiii   ر   الآتي : |,

(i) MN   م           K . 
(ii)  إذا كاااانK  توعااا  ا   اااث   ل   ااالF  وMN ل   ااا MN،  ااا ن  Fيحاااو ن  ,

.    ااجذ ا الاا  إذا كااان كاال  NMMN ��!  ااث  Fيحااوي  K   اا  ماا  
اعاااااااااااااااااااااتنت   نااااااااااااااااااااال إذا كاااااااااااااااااااااان  Fمنتااااااااااااااااااااال ال  ااااااااااااااااااااا  ع ااااااااااااااااااااا   Nو  Mمااااااااااااااااااااا  

> @ > @ > @FNFMFMN ::: FNMن  اااا    .  ااااار    ن ال  اااا  صااااا  ح  � 
<إذا كاااان وا ااا  مااا   @FM <و  : @FN . اذكااار مثاااال ل ث نااا  ع ااا   ن  2دسااااوي  :

 ال    ل   ص   ا   ا ما  .
�]إ رااااااا  : بااااااج  �3 2QM    ،� �3 2ZQN    ،QF  ااااااو الجااااااج   Z  ااااااث   

 الت   بي التخ    ل وا   الص  ح[ .
11-   � �2Q     2عث ع  ال ناصر الآت   ك ثوات   و 

(i) 
22

1
�

   (ii) 
85
23

�

�   (iii) � �23

1

�
 

2 (i)]الإ ا   
2
1

1 �   (ii) 2
17
1

17
11

�   (iii) 2
49
6

49
11

� . 
11-   � �3 2Q     3عث ع  ال ناصر الآت   ك ثوات   و 2 : 

(i) 33 421
3
��

   (ii) � � 133 4621
�

��   (iii) 3 42
1
�

 . 
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33 (i)]الإ ا    4
5
6

2
5
3

5
9

��   (ii) 3 4
831
5

831
71

831
11

��
� 

(iii) 33 4
2
1

2
2
1

1 ��. ] 
cbxaxxلت    -12 ��� ولا     Q د  كثود  ا و  ت     ا  لاو  ا  ا  ل ت   ال ع ا   23

E  اال انفلا لااا .  اار    ن م اا   ااجو  ا اا و  الت     اا   اا   عاا ا       اا    نمااا  
<د ون  @ 3:  QE . 

16 ر    ن   ل انفلاق  -13 �x    عQ  124 او نفا    ال الانفالاق لاا �� xx   ع ا
Q و ن > @ 2:  QE . 

 . Q و     ول الانفلاق و   اتها ل ثوات ا  و  الآت   ع    -14
(i) 14 �x   (ii) 16 �x   (iii) 24 �x   (iv) 15 �x . 

� (i)]الإ ا    �iQ ,2,4   (ii) � �iQ ,3,4   (iii) ¸¸
¹

·

¨
¨

©

§
iQ ,2,8 4

1

 

(iv) ¸¸
¹

·

¨
¨

©

§
3

2

,4
i

eQ
S

. ] 

 اا   ال انفالاق  Q و   رروط ضرو د  وكا    ل   ت اون كثاود  ا و  ت     ا  ع ا   -15
 . 3   تل 

23]إ رااا  : لاا     274 baD إذا و  ااا  3  اال الانفاالاق  اا     اا  ،  اا ن   ��
 مر  ا  كاملا [ . Dإذا كان 

KF وتوماو       ال  Vو  Fكثود   و  ع     xf)(لت    -16 د  ا  كال  V  اث  �
 دضااا   ااج  لااا  DV)( اا ن  xf   K)(لااا  D  تااا  .  اار    ناال لأي  ااج   F   عنصاار

)(xf . 
 كاملا   ين  ن الراعم :   ح مو   ول   مر  ا   ي ع   ص  mل     -17
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Qmm ��o� EDEDED � و  تومو     لا  ,, �mQ . 
  xp)(إذا كانا   0zEما   ,EDعن  ج  و بخلا ل  ار    ن ل ال عا  د  نسا  ين 

mEDكثااود ا اا و  الأصااغرد  لااا   اا   دضااا  كثااود ا اا و   xp)( اا ن  Qع اا   �
mEDالأصغرد  لا   . Qع    �

iba،  ث   إذا كاان ال ا   ا ركا   16باعتخ ا  ا سأل   -18  xf)( اج  ل ثاود  ا و   �
iba  ل الأع ا  ا       ،   ن  /Rع     . xf)( دضا   ج  لا  �

Czzz]إ راااااااااا  :  �o   /Rد  ااااااااا  عناصااااااااار  iR)(ع اااااااااا د عااااااااا   توماااااااااو     لاااااااااا  ,
   تا [ .

 ن  د ااين. اذكاار مثااال  Dمحتااواد   مركاا   F   اا   اسم اا    ااث  D  االا  و  Fلاا     -19
 اااج ا     n اااون  اااا  كثااار مااا   ااا  د Fع ااا   1�nذات    ااا   xf)(كثاااود  ااا و  

D. 
12ا     ال اسم   ل رباع ات ا     ا  .  ار    D]إ را  : لت    �x  اا عا  ا  لاو 

 [ .Dمنتل ا  م  الججو    
Kuvل     -21 ع ا   uع   اليت   .  ين  ن       ,mn   تلما  F ن ع    ث  ,�

)(vK   اااا m   إذا و  ااااا إذا كاناااا     ااااv   ع اااا)(uK  تساااااويn  و ن ال  ااااا تين ،
  ول ان نس  ا  . ,mnص   تين إذا كان 

ن ااول  ن   اال مااا  ااو  ااثي مط  ااا  إذا كااان  ااث   ع اا     اال الج  اا  الأو  .  ااين  ن  -21
 ا  ل الجثي ا ط ق بمم   منتل لا يم   عا    م        ل     لا  .

nFFFلااااا     -22 ��� <ع سااااا   منتل ااااا  مااااا  ا  اااااول   اااااث  ن كااااال  21... @1: �ii FF  
 منتل ، عن  ج  ين  ن :

> @ > @�
�

 
� 

1

1
11 ::

n

i
iin FFFF  
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ت رد  . د اال ل ا   مركا   نال عا   صا  ح  اثي إذا كاان يح اق كثاود  ا و  وا  دا   -23
  > @xZ  .  ال    ا ركi  12ع    ثي ص  ح لأنل يح ق �x . 

  ث   الآتي :
 إذا كان ع   نسبي ما  ث   ص   ا    نل يج   ن د ون ع  ا  ص   ا  . (iن
 Dn  اااث  nعااا  ا   اااث   عن  اااج دو ااا  عااا   صااا  ح مو ااا   Dإذا كاااان  (iiن

 ع    ثي ص  ح .
 . Cالأع ا  الص     الجثد  ت ون            م   (iiiن

0cosm  ،0sin، كل م   m ر    ن ل ل ع   ص  ح  -24 m . ع    ثي 

1]إ را  : 

180

180 r ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§ mi

e
S

. ] 
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 قابلة للفصلالوغير للفصل القابلة التوسيعات  -3
.   ال ناا  السااا ق عرضاانا  Fكثااود  اا و  لااو   تاا  ع اا    xF)(  االا  و  Fلاا     

 aلجاااج   د اااالو    ي   ااال توعااا    xf)(مفلاااو  الت را دااا  نالت   دااا ( لجاااج  كثاااود  ااا و  
.    اجا  2 كاث  و دسااوي  aإذا كاان ت ارا   xf)( نال  اج  م ار  لاا  xf)(ل ثود ا  و  

 ال ن  عننا ش و و   جو  م ر د ل ثوات ا  و  . لأ ل ذل  ن ر  مفلو  ا شت   .

 13-38تعري  
nإذا كاناااااا   

nxxxf DDD ��� ...)( <كثااااااود  اااااا و      10 @xF    اااااا ن مشاااااات  ،
)(xf  والاااام نرماااا   ااااا)(xf c   1 نهااااا م ر اااا  ع اااا

21 ...2)( ���� c n
nxnxxf DDD  ع  اااال .

)(0بالأباااذ إذا كانااا   D xf  0 ااا ن)(  c xf   بم ااانى آبااار مشااات    دااا  كثاااود  ااا و    تااا
كثاااود  ااا و  مااا    xf)(تساااوي الصااافر إضاااا   إف ذلااا   واضاااح مااا  الت ردااا   نااال إذا كانااا  

)(0عن  ااااااج إمااااااا  nال   اااااا    c xf   و    اااااا  كثااااااود ا اااااا و )(xf c الأكثاااااار ت ااااااون ع اااااا   
1�n  لتوضاااااااااااااااا ح  ااااااااااااااااجا ا اااااااااااااااار   ن .F   اااااااااااااااال   اااااااااااااااا  p  و نpxxg عن  ااااااااااااااااج  )( 
0)( 1   c �ppxxg   لأن   اا> @xF  دساااويp   بااج   دضااا  ماا   لاا   باار  إذاF  ااث  

deg)(1 ذ صااااافرا  و  اااااد اااااون   t nxf  0عن  اااااجznD  0د ط نااااااznnD  ع  ااااال  ااااا ن .
1)(deg � c nxf . 

 ال ض   الآت      نت ج  م اررد م  ت رد  ا شت   .

 13-39قضية 
<لت     @xFxgxf �)(),(  ،F�D : عن  ج 

(i) > @ )()()()( xgxfxgxf c�c c� 
(ii) > @ )()( xfxf c c DD 
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(iii) > @ )()()()()()( xgxfxgxfxgxf c�c c  .� 

 13-40قضية 
<لاات     @xFxf  K    اال توعاا    Dكثااود  اا و  لااو   تاا  .  اا ن ال نصاار   )(�
  xf)(مشااااااايكا  لاااااااا  اااااااج ا   Dإذا و  اااااااا إذا كاااااااان  xf)( اااااااو  اااااااج  م ااااااار  لاااااااا  Fل   ااااااال 

xf)(و  c . 

 البرهان
)()()( اا ن .  m ت اارا   xf)( ااج ا  لاا  Dلا     xgaxxf m�   ،> @xKxg �)( 

)(0و  zDg  منلا نحصل ع    ن .: 

)()()()()( 1 xgxxgxmxf mm c��� c � DD  
 ، ع  ل : md2  ن  xf)(ل ثود ا  و   ا  م ر   ج ا   Dل    

 0)()()()()( 1  c��� c � DDDDDDD ggmf mm  

01نلأن  !�m. ) 
xf)(و  xf)( اااج  مشاااي  لاااا  D ااجا د ااا   ن  c   لا ااظ إذا ي د ااا .D  اااج ا  م ااار ا   ااا ن 

1 m  و)()()()( xgxxgxf c�� c D   0.    اااااااجذ ا الااااااا)()( z c DD gf  و ااااااااجا ،
 �دث   ال ض   . 

 13-41قضية 
 اااا  xf)(،  ااا ن  Fكثاااود  ااا و  لاااو  ا  ااا  ل ت   ااال ع ااا  ا  ااال   xf)(إذا كانااا   

[ إذا و  ااااا إذا  Fع اااا   xf)( انفاااالاق    اااال توعاااا   ]تح داااا ا    اااال  ااااج  م اااار      اااا
)(0كان    xf . 
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 البرهان
.  سا   aولا     Fل   ال  K ا  ج  م ر      ل توع    xf)(ا ر   ن  
xf)( اااج  ل ثاااود ا ااا و   a ااا ن  13-40 ضااا    c   بماااا  ن .  دضاااا)(xf  لاااو  ا  ااا  ل ت   ااال
)(0 ااا ن  xg)( لاااو صااافرد   ،   نااال لأدااا  كثاااود  ااا و  aودت  اااق بال نصااار  Fع ااا    ag 

)(|)(. وبالأبااااااذ  ااااا ن  xg)(ت سااااام  xf)(داااااي ي إف  ن  xfxf c  0. إذا كااااااان)( zc xf 
deg)(deg)(  ما ن  م   ن  xfxf �c  وبالتا   ا ن .)(xf  لا يم ا   ن ت سام)(xf c   إذا .

0)(  c xf . 
)(0وبال  اا  ا اار   ن    c xf     لاا .K  ااال انفاالاق  )(xf   ع ااF     ولااا

Ka )(0)(.  اا ن  xf)( ااج ا  م اار ا  ل ثااود ا اا و   � afaf c      41و ساا  ال ضاا-

  اااااااااااا  اااااااااااج  م ااااااااااار   xf)(.  ي  ن  xf)( اااااااااااج  م ااااااااااار  ل ثاااااااااااود ا ااااااااااا و   a ااااااااااا ن  13
  K  .� 
 13-42تيجة ن

م ااا  صااافر   اااث د اااون  اااا بمع ااا    ااال لا تو ااا  كثاااود  ااا و  لاااو  ا  ااا  ل ت   ااال  
  ج  م ر     ي   ل توع   .

 البرهان
. ا اار   Fلااو  ا  اا  ل ت   اال ع اا  كثااود  اا و    xf)(و  0  االا  بمم اا   Fلاا     

deg)(1 ن  t nxf  01. عن  اااااج د اااااون)(deg t� c nxf   نا لا رااااا    ااااا  ت ردااااا
)(0( وع  ال  اا ن 38-13 zc xf   و ساا  النرردا  السااا    لا يم اا   ن د اون ل ثااود ا اا و ،

)(xf  .   ج ا  م ر ا     ي   ل توع � 
 16مثال 

2)(ل      tZF .  2  ال الأعا ا  الصا     م  اا   2Zلو مح   ع    t  ث   
txxfاعتاااااااااااث كثاااااااااااود ا ااااااااااا و     xf)(  ااااااااااال انفاااااااااااالاق  K. لااااااااااا     Fع اااااااااااا   )(2 �

,21و  aa   ي  ج د  ل ثود ا  و )(xf   K . 
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)()( ا ن  21
2 axaxtx 21. بم ا نا  ا  اااملات نحصال ع اا   ن  � �� aa �   .

22د ط ناااااااااا  2دسااااااااااوي  Fمااااااااا   لااااااااا   بااااااااار    ااااااااا   aa 21. ع  ااااااااال  ااااااااا ن  �  aa و ن   
2

2)()( axxf . مااااا  ا م اااا   ن ت اااااون  xf)( اااااج  م اااار  لااااا  aموضاااا    ااااجل   ن   �
)(xf   لااااو  ا  اااا  ل ت   اااال ع ااااF  إضااااا   إف ذلاااا  . نهاداااا   ااااجا ال ناااا 6نانراااار عاااايال . ) 
02)(   c xxf . 

 13-43تعري  
<د ال ل ثود   و  لو  ا    ل ت   ال  @ nxFxf  نهاا  ا  ا  ل فصال ذات    ا   )(�

مااا  الجاااجو  ا خت فااا      ااال انفلا لاااا . بخااالا  ذلااا  د اااال  نهاااا لاااو  ا  ااا   nإذا كاااان  اااا 
< د عام  د ال ل ثود   و  لو   ت  ل فصل .  صو  @xFxg  نها  ا    ل فصال إذا كانا   )(�
 ااا   ا  ااا  ل فصااال بخااالا  ذلااا  د اااال  ن  Fالغاااو  ا  ااا  ل ت   ااال ع ااا   xg)(م ااا  عوامااال 

)(xg . لو  ا    ل فصل 
ت ااون  ا  ا  ل فصاال  xf)( ا ن كثااود ا ا و  لااو ال ا  ا  ل ت   ال  13-41  ال ضا   
)(0إذا و  ااا إذا كاناا   zc xf   ت ااين  ن كاال كثااود  اا و  لااو صاافرد  ع اا   13-42والنت جاا

 ااو ل ثااود  اا و  لااو  ا  اا  ل ت   اال ولااو  16  اال بمم اا  صاافر ت ااون  ا  اا  ل فصاال . مثااال 
)()1()1( اا  ل فصاال . اعتااث  ا  2 ��� xxxxf   ع ااQ  ماا   1 ااا  ااج  م اار  و ااو .

)1( ل   بر  ال وامل الغو  ا    ل ت   ل     �x  ،)1( 2 �� xx  وكل منلاا  ا  ا  ل فصال
 ل فصل . ا     xf)(  ن وع  ل  س  الت رد  

 13-44قضية 
لاااو  ا  ااا  ل فصااال إذا و  اااا إذا   0�pبمم ااا   Fع ااا    ااال  xf)(كثاااود  ااا و   

<كان  @pxFxf  . px   كثود   و     xf)(بم نى آبر   )(�
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 هانالبر 
nلاااااااااااااات   

nxxxxf DDDD ���� ...)( 2
،  اااااااااااااا ن  0znDماااااااااااااا  كااااااااااااااون  210

1
21 ...2)( ���� c n

nxnxxf DDD  الآن .)(xf  لاااااو  ا  ااااا  ل فصاااااال إذا و  اااااا إذا كااااااان
0)(  c xf   20...0 ول)( 21     � c nnxf DDD 

knk لأي ,1 dd 0   نor|0  � kk kpk DD 
)(0وع  ااااال   نماااااا د اااااون   c xf  ااااا   نااااال إذا كاااااان لأي kk ,0zD  ااااا ن kp |  

pkh ي  ن  11لاااااااااااااا      1 tk     ذلاااااااااااااا  د اااااااااااااا .)(xf   إذا كااااااااااااااان  ي  ااااااااااااااk
k xa  

1  نااااااااااااااااااااال ماااااااااااااااااااااا  الشااااااااااااااااااااا ل  0zkD  ااااااااااااااااااااال 
1

1
1

)( kp
pk

pk
pk xx DD . ع  ااااااااااااااااااااال  اااااااااااااااااااااا ن   

mp
m

pp xxxxf EEEE ���� ...)( 2
. و  ااجا  اا ن  mلاا    عاا   صاا  ح مو اا   210

> @pxFxf  �مت     . والنت ج   )(�

 13-45تعري  
، عن  اج د اال  ن  F اثي ع ا   Fل   ال  K    ل توع    عنصرا   aإذا كان  

a   عنصر  ا ال ل فصال نلاو  ا ال ل فصال( ع اF  إذا كانا  كثاود ا ا و  الأصاغرد  لاا ،a 
  ا لا  ل فصل نلو  ا لا  ل فصل( . Fع   

 K نل توع    ا ال ل فصال إذا كاان كال عنصار    F  ل  Kد ال لتوع    ثي 
 توع   لو  ا ل ل فصل . Kل  ن . بخلا ل د ا Fع    ا لا  ل فصل 

كما لا رنا عا  ا  كل كثود  ا و  ع ا    ال بمم ا  صافر  ا   ا  ا  ل فصال ،  ا  
  ن كل توع    ثي   ل بمم   صفر  و توع    ا ل ل فصل .

2)(م   ل   بر  إذا  بج   xZF txنفالاق لاا   ال الا Kو    ( 16نمثاال  �2
<لأن  Fتوعااااا   منتااااال ل   ااااال  K ااااا ن  @FK توعااااا   لاااااو  ا ااااال ل فصااااال لأن  Kول ااااا   :

tx  منتل .لو منتل   بمم    F. لا ظ  ن  K ا  ج ا  م ر ا     �2
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عااو  نوضااح  ن كاال توعاا    ااثي   اال منتاال  ااو توعاا    ا اال ل فصاال لااجا عااو  
 نوضح  ولا  النت ج  الآت   .

 13-46قضية 
DDلراعاام .  اا ن ا p داا  عااا    ماا  بمم اا  عاا    و   Dلاات    o:V   ا  طاا

paa س    )(V  ونومو     م  م وD  إفD . 

 البرهان
Dbaلأي عنصرد       ن : ,�

 pp
p

pppppp bCbaCbaCaba ���� � �� ...)( 22
2

1
1  

11  اااااااااااث  rل اااااااااال  �dd pr  ااااااااااا ن p
rCp � 0وع  اااااااااال  ااااااااااا ن  | rrpp

r baC   لجم ااااااااااا
1,...,2,1 � pr  و اااااجل   ااااا ن ،ppp baba � � و ن الإ  ال ااااا  ل ضااااارب ت اااااين  ن  )(
ppp baab )()()()( ع  ل   ن )(  babababa ppp VVV � � � � 

 )()()()( babaabab ppp VVV     

  ن ومو     . إضا   إف ذل    ن : V  ن و  جا 
 000)(ker  � � �� aaaa pVV  

^ع  ل   ن  `0ker  V  و نV  .     و مونومو � 

 13-47نتيجة 
paa ااا ن  p  ااالا  منتل اااا  بمم ااا  عااا    و   Fإذا كاااان  o  اااو  نوماااو     ل   ااال 

F. 

 البرهان
FFو اااااااااااااا     ال ضاااااااااااااا   الساااااااااااااااا     ن الراعاااااااااااااام   o:V   ا  طاااااااااااااا   سااااااااااااااا

Faaa p �� ,)(V    اااااو مونوماااااو     ، وع  ااااال  ااااا ن عااااا   ال ناصااااار ا و ااااااو د )(FV 
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FF  ال منتال و ن  F. م     ا   ن ا   Fساوي ع   ال ناصر ا و و د   د �)(V  نناا  
FFنحصل ع     )(V  و  جا   نV  ومو     . وت� 

 13-48نظرية 
  و توع    ا ل ل فصل . F ي توع    ثي   ل منتل  

 البرهان
لاااو  xf)(. ا ااار   ن  F دااا  كثاااود  ااا و  لاااو  ا  ااا  ل ت   ااال ع ااا   xf)(لااات    

<، لجل    ن  F ا    ل فصل ع    @pxFxf  ( ،13-44ن ض    )(�
mp

m
pp xxxxf EEEE ���� ...)( 2

Fmiلااااااااااااا     210 i �dd E)0(  . اااااااااااااا كاااااااااااااان 
Fp �o DDD Fi  م انناا إيجاا   ،  F و  تومو     لاا  , �D  اث  p

ii DE  iل ال   
mpp وبالتا    ن

m
ppppp xxxxf DDDD ���� ...)( 2

210 
pm( 13-46نال ض   

mxxx )...( 2
210 DDDD ����  . 

 ا  اا   xf)(لااو  ا  اا  ل ت   اال . و ااجا ت ااا   لااجل   اا ن  xf)( ااجا دااي ي إف  ن  
،  اااا ن كثااااود ا اااا و   F ي توعاااا    ااااثي ل   اااال  Kل فصاااال . ع  اااال وبالأبااااذ إذا كااااان 

 K ااا   ا  ااا  ل فصااال . وع  ااال  سااا  الت ردااا   ااا ن  Fع ااا   Kالأصاااغرد  ل ااال عنصااار   
 �.  Fتوع    ا ل ل فصل ل   ل 

إذا   Fد ااال  ناال توعاا    ساا ا ل   اال  Fل   اال  K عنااا نتااجكر  ن   اال توعاا    
aFK)(كااان  Kaلاا       . إ اا    Fع اا   Kم اارو  هناال عنصاار  اا ا   لااا  aو  �

ال ا ا   والام تاانذ ران  ل  نصاار  االنرار ت الام  اا  هم اا  ك اود   نرردا  ا  اال  ا  نرردا  لا
ع ا   ن كال توعاا   منتال  ا ال ل فصاال  او توعا    ساا ا . إث اات  اجذ النررداا  دتط ا    اا  
 النتاااااااااااااا   ال م  ااااااااااااا  ولا ناااااااااااااجكر ا  ناااااااااااااا . ومااااااااااااا  ذلااااااااااااا  ناااااااااااااث    الااااااااااااا  باصااااااااااااا   اااااااااااااجذ 

 النررد  .
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 13-49نظرية 
 Fعنصاااران     ااا    ااال توعااا   ل   ااال  ,ba  ااالا  بمم ااا  صااافر و  Fإذا كاااان  

),()(،   ن  F ث ن ع    cfbaF ),(ل       baFc � . 

 البرهان
),()(لااات     xgxf   كثاااوتي ا ااا و  الأصاااغرد  لااااba,   ع اااF    ع ااا  اليت ااا  ولااات

nm,  تلماااا ع ااا  اليت ااا  . ا ااار   ن   K  ااال انفااالاق  )()( xgxf   ع اااF  عن  اااج .
Kba )()( ااو  اج  لاا  xf)(كاال  اج  لاا ما  الواضاح  .  ,� xgxf  ع  اال ،K  يحاوي   اال

 . xf)(انفلاق 
 F  اال توعاا    ا اال ل فصاال ل   اال  K. بمااا  ن  xg)(ا الاا  مشااال  بالنساا   إف  
maaaa ااااج ا  ات فااااا  .  m ااااا  xf)(( . 13-42ننت جاااا   ,...,, 21     K  و)(xg  ااااا n 

nbbbb  اااااااااااااااااااااااااااج ا  ات فاااااااااااااااااااااااااااا   ,...,, 21     K  .mi dd2  ،nj dd2   ن ااااااااااااااااااااااااااار
K

bb
aa

j

i
ij �

�
�

 O . 

يحاوي عا  ا   Fدساوي الصفر   ن  F   منتل     ال    . بما  ن      ijO جذ الا 
ijOD  ااااث  zD)0(لاااو منتل ااااا  ماااا  ال ناصااار . ماااا  الواضااااح  ناااال  م انناااا إيجااااا   z  ل اااال

2, tji . 
)(,,2  ااااااااااااااااااااااا ن t��z� jiaabb iiD  ي  ن baba ii DD �z�  ل ااااااااااااااااااااااال

2, tji   نضاااااااااااااااااااااا ،),( baFbac �� D  ع  اااااااااااااااااااااال ،),()( baFcF . ن ااااااااااااااااااااااين  ن  �
),()( baFcF   . 

cFc)(بما  ن   دضاا  منلاا  K لو دنتم  إف  Fدنتم  إف  xf)(وكل م امل    �
< و  نحصاااااااااااااال ع ااااااااااااااا   ن كثااااااااااااااود ا ااااااااااااااا @xKxcfxh �� )()( D   إضااااااااااااااا   إف ذلااااااااااااااا .
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mxfxh   )(deg)(deg  الآن . )  0ن اااااذا)()()(   � afbcfbh D  ا ااااار   نااااال
)(0 ااا ن  2tjعنااا ما   jbh  0، عن  اااج)(  � jbcf D  وع  ااالij abc  � D     لااا

i  لأنnaaa ,...,, aai اااا ن  i 1. إذا كااااان  xf)( اااا  الجااااجو  الو  اااا د لااااا  21 و ااااجا   
abcد ط نااااااااا  j � D  ي  ن ababj � � DD  والااااااااجي دااااااااي ي إفbbj  .  ااااااااجا  

ij  ت اا  ا الاا  عااو  نحصاال ع اا   id2تنااا   . ع  اال  اا ن  abab � � DD  و ااجا
)(0 دضاااا  لا يجاااول ، وع  ااال  zjbh  2.  ي  نااال عنااا ماtj  ااا ن jbx .  xh)(لا د سااام  �

bxالآن  bx،  ا ن  xg   K)( دضا   ج  لاا  bبما  ن .  Kع    xh)(عامل لا  �  او  �
),()(عاماااااال مشااااااي  لااااااا  xgxh  ناااااا ع   نbx نال اماااااال ا شااااااي  الأكااااااث( لااااااا  HCF ااااااو  �

)(),( xgxh   اااااااااا كانااااااااا )(xf  ،  لا   ااااااااا   ي  اااااااااج  م ااااااااار)(|)( 2 xgbx بماااااااااا  ن .  ��
)(...)()()( 2 nbxbxbxxg )(و   ��� jbx bx ا ن  2tjل ال  xh)(لا د سم  � � 

),()(لااا  HCF ااو  xgxh  الآن .> @xcFxh )()( cFc)(لأن  � . كااجل   اا ن  E�Dو  �
> @xxFxg )()( 1)(. لاااااااااات    � xg   كثااااااااااود ا اااااااااا و  الأصااااااااااغرد  لاااااااااااb   ع اااااااااا)(cF  اااااااااا ن  .

)(|)(),(|)( 11 xgxgxhxg    ع)(cF    وبالتا  عK  دضا  لأن KcF �)( . 
1)(|)(ع  اااال  bxxg bxلأن  Kع اااا   � ),()(لااااا  HCF ااااو  � xgxh   ع ااااK  .

1)(مااا   لااا   بااار   xg  ااا  كثاااود  ااا و  وا  دااا  ذات    ااا  مو  ااا  ، وع  ااال د اااون لااا دنا 
> @xcFxgbx )()(1 cFb)( جا دي ي إف  ن  . � �  . وبالتا    ن : �

)(cFabca ��  
),()( ي  ن  cFbaF )(),(. وبالتا   � baFcF    .� 

 13-50نظرية 
 كل   ل توع   منتل   ل بمم   صفر  و توع    س ا . 

 البرهان
. عن  ااااج دو اااا  عاااا   منتاااال ماااا  ال ناصاااار  Fوعاااا   منتاااال ل   اااال   اااال ت Kلاااا     

naaa ,...,, 21   K  ث  ),...,,( 21 naaaFK   . 
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 اااو توعااا    K   ااا ن ،    اااجذ ا الااا n 1. إذا كاااان  nث   بالاعاااتنتال الر ضااا  ع ااا  نااا
وا ولا د ه ال  Fوالنرردا  صا     لجم ا  التوعا  ات ا نتل ا  ل   ال  1�n س ا . ا ار  

),,...,(عنصرا  . ل     nم   1211 � naaaFK   1.  س   ارو  الاعاتنتال دو اKb � 
),,...,(  ث  1211 � naaaFK . 

),(إذا   nabFK cFK)(ت ط نااااااااااااااا  13-41ن اااااااااااااااذا  ( . النررداااااااااااااا     لاااااااااااااا      
),( abFc  �والجي دث   النررد  .  �

 )حقل جالوا(   13-51تعري  
 سم    ل  الوا .ا  ل الجي يحوي ع  ا  منتل ا  م  ال ناصر د 

 17مثال   
 pZ عااا    و  . p،   اااث  p   ااا  الأعااا ا  الصااا     م  اااا   pZاعتاااث ا   ااا   
2,1,0,...,1ماا  ال ناصاار و اا   pيحااوي  �p تااجكر  ن . ^ `0�pZ   اا  لماارد تحاا  عم  اا 

، الفصل الثا ( . وع  ال كال عنصار لاو صافري  1،  ن   2، ملا ر   7الضرب نانرر مثال 
  pZ  لل م  وس ضربي . بالتا    نpZ  ل يحوي  p .  عنصرا 
 18مثال 

12لااااااا  Kلانفاااااالاق   اااااال ا �� xx   2ع ااااااZ  يحااااااويD,1,0  وD�1  ااااااث  
012  �� DD  .K . ع ا د ع    ل  الوا يحوي       عناصر 

 19مثال 
12  ااااااااااال انفااااااااااالاق  Kلااااااااااا      �x   3ع اااااااااااZ  .K  عناصااااااااااار  ااااااااااا   9يحاااااااااااوي

DDDDDD 22,2,21,1,2,,2,1,0 012  ث  ����  �D . ن   K  ل  االوا  
 عناصر . 9يحوي 
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 13-52نظرية 
 عنصرا  .   ن : q  لا  يحوي  Fل     

(i) Fchar  دساويp   ل    ع    وp . 
(ii) npq Nnل       � . 

 البرهان
عنصاااارا  ، ال ناصاااار  qيحااااوي  F. بمااااا  ن  F( لااااا الضااااربيال نصاااار المحاداااا  ن eلاااا     

eqeee )1(,...,3,2,   ااث  ,klدو اا  عاا  ان صاا   ان لااجا لا يم اا   ن ت ااون ات فاا  .  �
11 �d�d qkl  ث  leke )(0 ي  ن     � elk     ل .p  صغر عا   صا  ح 

rspعاااااااااا    و  . ا اااااااااار   ن  p. ناااااااااا ع   ن  pe 0مو اااااااااا    ااااااااااث  ماااااااااا  كااااااااااون   
pr psو  1��  :عن  ج و  ث  ننا ن مل     ل   ن  1��

0)()(000 22  � � � serersepepe  

، بالتاااا   pول ااا  كااال مااا  النتاااا    عااالاذ بااالا  ابت اااا  ،  se 0 و  re 0داااي ي إف 
pFchar   ن ع    و  . و جا دث  p  ن    . 

 Fل   ااال  P.  اااا كاااان ا  اال الج  ااا  الأو   13-5ل جاا ج الثاااا  نساااتخ   النررداا  
�! د ومااااااااو   ماااااااا   pZ   اااااااال منتاااااااال ،  Fماااااااا  ال ناصاااااااار . بمااااااااا  ن  p  ناااااااال يحااااااااوي  /

> @ nPF Nnل     :  ^. لت    � `naaa ,...,, . كال عنصار    Pع ا   F اع د لاا  21

F  يم   كتا تل  طرد   وا  د   ا بالصو د¦
 

�
n

i
iii aP

1

, OO  بما  ن كل .iO  يم ا  ابت اا ذ

  P  ن المجموع ال    ل ناصر م  الطرق   .F    np  وع  لnpq    .� 
د ااون  ااود ل اا   تاانذ ع اا   ن عاا   ال ناصاار     اال منتاال يجاا   ن  13-52نررداا  

مااا  ال ناصااار .   الاخااااذ الآبااار عاااو   12 و  10،  6 و  ماااا . لاااجا لا دو ااا    ااال يحاااوي 
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 np،   ناال دو اا    اال يحااوي  nوعاا  ا  صاا   ا  مو  ااا   pن ااين  ناال إذا  عط نااا عاا  ا   ول ااا  
   ل كلجا .تضم  و و   (E.H. Moore)مو   عنصرا  . نررد  لا

 لنث    ولا  ال ض   الآت   .

 13-53قضية 
xxq او   ال انفالاق  Fعنصارا  ،  اا ن  q  الا  يحاوي  Fإذا كاان  ع ا     اال  �
 الج    الأو  .

 هانالبر 
^ا  ن ال ناصر الغو صفرد    ل تشا ل لمارد تحا  عم  ا  الضارب ، بم  `0� FG 

Ga. ل ل تح  الضرب  1�qلمرد  ت تلا  aaaد ون  � qq  � � 11 . 
00  وضوح  q  ع  ل ل ل .Fb � ، bbq . نت ج  لجل    ن كال عنصار     

F   اااو  اااج  ل ثاااود ا ااا و xxq ،  ااا ن  Fا  ااال الج  ااا  الأو  ل   ااال  P. إذا كاااان  �
> @xPxxq ننررداا   P ااج ا     ي   اال توعاا   لااا  q كثاار ماا  لا يم اا   ن د ااون  ااا  ��

xxq( ع  اال م اا   ااجو  28-13 xxq ااو   اال انفاالاق  F. و  ااجا  اا ن  Fت اا     � � 
 �.  Pع   

 (E.H. Moore)مور    13-54نظرية 
Nnول ل  Pل ل ع    و    عنصرا  . nP، دو     ل يحوي  �

 البرهان
xxxfاعتاااث  

nP <. ماااا  الواضاااح  )( � @xZxf p�)(     لاااا .K  ااال انفاااالاق  
)(xf    عpZ  ن ع   ن .K  ل يحوي  np .  عنصرا 
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¦الآن  
 

�� �

n
n

p

i
ii

p Kaaxxx
1

KK. الراعاااااااااااااااام  ),( o:V  ا  طاااااااااااااااا   ااااااااااااااااا

Kyyy
np �� ,)(V  نت جااا  7وا ساااأل   13-46مونوماااو     نانرااار  ضااا    ع اااا د عااا . )
),()(لاااجل   ااا ن  KK #V  ااال    اااا  مااا   ع ااااا د عااا  K  الآن ل اااال .ipi n)1( dd  ،

)()( Kaaaa iii
P
i
n

VV و  KV)(دنتمااا  إف  xf)(. و  اااجا  ااا ن كااال  اااج  لاااا    ��
)(KV   يحااااوي ا  اااال الج  اااا  الأوpZ  ل   اااالK  وع  اااال . )    ن اااار)(KV  يحااااوي   اااال

KK.  جا دس    ن د ون  pZع    xf)(انفلاق   )(V . 
^و ع  ااال  xf)( اااو  اااج  لاااا  KV)(لا اااظ  ن كااال عنصااار     `2

21 ,...,, paaaK   
)(11 ااجذ ات فاا  الآن  iaناا ع   ن م اا  الااا 

1
� � c

�npnxpxf  لأنpKchar لااجا   
( ،  ي  ن ا عا نا    تح اق . بالتاا   ا ن 13-41ل    ا  ي  جو  م ر د ن ض    xf)(  ن 
K  يحويnp   عنصرا  .� 

Nnول ال  pالنررد  التال ا  ت اين  ن ل ال عا    و    دو ا    ال و  ا  نضام   �
 عنصرا  . np و  الأد ومو    ( يحوي  

 13-55نظرية 
 ا  ول ا نتل   والم تحوي نف  ال    م  ال ناصر ت ون  د ومو     . 

 البرهان
,21لاااااا      KK  ااااااين كاااااال منلمااااااا يحااااااوي   q   13-52عنصاااااارا  .  ساااااا  نررداااااا ، 

npq Nnلاااا        دساااااوي  1K  ،2Kإضااااا   إف ذلاااا    اااا  كاااال ماااا   p اااا    و  ل �
p     21. لاااااا, PP   1ا  اااااالان الج   ااااااان الأول ااااااان مااااااK  ،2K  ع اااااا  التااااااوا  . و  ااااااث  ن
!�# pZP /1  ،!�# pZP 21  ن  2/ PP  او  1K 13-53. الآن  س   ض    #
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xxq  ل انفالاق  yyq او   ال انفالاق  2Kو  1Pع ا   � ، و سا  نرردا   2Pع ا   �
21  ن  35-13 KK #  .� 

 . qGF)(عنصرا  بالرم   qدرم    ل منتل يحوي اصطلاح   
 ا نتل   .  بوا  ن ط  وصفا  ملما ل   ول

 13-56نظرية 
 د ون   ل ما منتل ا  إذا و  ا إذا كان  لمرتل الضر     ا رد  .

 البرهان
^عنصااارا  .  ااا ن  q  ااال يحاااوي  Fلااا      `0� FG  1 ت تلاااا      ااا  لمااارد�q  .
1�d. م  ت رد  الا ل ل  ا ن  G ل ل  nل     qn  1و nx  ل الGx . و سا   �

 وع  ااااااااااااااال  ااااااااااااااا ن  G اااااااااااااااج ا     n اااااااااااااااا ع ااااااااااااااا  الأكثااااااااااااااار  1�nx ااااااااااااااا ن  13-28نرردااااااااااااااا  
nq d� Gaوبالتااااا  دو اااا  عنصاااار  qn �1. إذا   1 )(1  ااااث  � � qao  ي  ن 
G .  لمرد  ا رد 

^بال  اا  ا اار   ن  `0� FG  لماارد  ا رداا  مولاا د بال نصاارa  1. إذا كااان a 
)(1)(2  نناا  ث تناا ماا  او مط ااوب لأنال عن  اج   � FoGo   عناا نناا ش الآن ا الاا  .

1za  0، ا ااااار   ن FChar  ،G��1  11و z�  ن داااااي ي إف na � لااااا     1
Zn �z   جا دي ي إف  ن : )0(

1)1( 222  � � nn aa  0  ثzn 
  اال منتاال و ااجا لااو م  ااول  Fلماارد منتل اا  .  ااجا دااي ي  اا و ذ إف  ن  Gوالااجي د ااين  ن 

. بالتااا   0zFChar اال بمم اا  صاافر لا يم اا   ن د ااون   االا  منتل ااا  . لااجل  لأن  ي  
pFChar ااااااا ن  ل ونااااااال  Fل   ااااااال  Pعااااااا    و  . ا  ااااااال الج  ااااااا  الأو   p  اااااااث   
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01مااااااااا  ال ناصااااااااار . بماااااااااا  ن  p  نااااااااال يحاااااااااوي  pZ د وماااااااااو   مااااااااا  ا  ااااااااال  z�a  ااااااااا ن  
Ga �� naa.    اااااون  1  � Znلااااا     1 يح اااااق   ااااا  كثاااااود  a. و  اااااجا  ااااا ن  �

< اااا و     @xP  ي  ن a   عنصاااار  ااااثي ع ااااP  وبالتااااا   اااا ن .> @ rPaP لاااا     )(: 
Nr  عنصرا  . rpيحوي  aP)(عنصرا    ن  pيحوي  Pولأن  �

0)(الآن   aP�    وكاال عنصاار لااو صاافريF  ااو  ااود ل  نصاار a  ناال دنتماا  إف  
)(aP  دضاااااااااا  لاااااااااجل   ااااااااا ن )(aPF FaP. ول ااااااااا   � aPF)(إذا   )(�   rpيحاااااااااوي   

 �عنصرا  . 
 

 تمارين محلولة
 

 1 تمرين  
 ا  توعا  ات  F نل   ل    إذا كان  م ا  التوعا  ات ا نتل ا  لاا  Fد ال   ل  

  ا    ل فصل .
    ا ل ل فصل . ر    ن التوع   الجثي   ل     و توع 

 الحل
 اااثي ع ااا   a. بماااا  ن  K،   ااال توعااا    اااثي ل   ااال  Kعنصااارا     aلااا     

F ،> @ nFaF Nnلاا     )(:  .  Fتوعاا   منتاال ل   اال  aF)(ا دااي ي إف  ن .  ااج �
 aتوعااا    ا ااال ل فصااال . كنت جااا  لاااجل   ااا ن  aF)(  ااال    ، ع  ااال  F سااا  الفااارو  
 . Fتوع    ا ل ل فصل ل   ل  Kي  ن .   F ا ل ل فصل ع   

 2تمرين   
.  Fعنصاااارا      اااا    اااال توعاااا   ل   اااال  aو  zp)0(  اااالا  بمم اااا   Fلاااا     
)()(إذا و  ا إذا كان  Fعنصر  ا ل ل فصل ع    a ر    ن  aFaF p   . 
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 الحل
Kaو  F  اال توعاا   ل   اال  Kلاا     . كثااود  Fعنصاار  ا اال ل فصاال ع اا   �

nn  الأصغرد  ا  و 
n xxaxxf ���� �
�

1
110 ...)( DD  لاa   ع اF ا   ا  ا  ل فصال  .

nnpلاات   
n

pp xxxxg ���� �
�

1
110 ...)( DDD  ااجذ ا الاا  د ااون    .pa  ااج ا  لااا )(xg 

pnpnp لأن
n

pppp aaaag ���� �
�

)1(
110 ...)( DDD 

 > @ 0)()...( 1
110   ���� �

�
ppnn

n afaaa DDD  

   xg)(عاااااملا  لااااا  xh)(.   ا    اااا  إذا كااااان  Fلااااو  ا  اااا  ل ت   اااال ع اااا   xg)(كااااجل  
> @xF  ااا ن )( pxh  عامااال لاااا)( pxg   > @xF   ول ااا .> @pp xfxg )()( لاااو  ا  ااا   xf)(و   

< ااجا دااي ي إف  ن  Fل ت   اال ع اا   @kp xfxh )()( pkلاا       dd0    هبااج مشاات .
<الطاار ين نحصاال ع اا   ن  @ 0)()( 1  c� xfxfk k  ن . كااو)(xf  ا  اا  ل فصاال دااي ي إف  ناال إمااا 

0 k  و pk   . 
)(1واعتنا ا  إف ذل    ن   pxh  و > @pp xfxh )()(   . 

)(1  ا الاااااااا  الأوف   xh  و  ا الاااااااا  الأبااااااااود)()()()( xgxhxgxh pp وع  اااااااال   � 
)(xg  كثرد ا  و  الأصغرد  لا   pa    عF : ي  ن  

> @ > @FaFnFaF p :)(:)( )()(  اوبالت    aFaF p   . 
)()(بال  ا  ، لا     aFaF p . كثااود  Fلاو  ا  ا  ل فصال ع ا   aوا ار   ن   

)()(لو  ا    ل فصل .  جا د ين  ن  Fع    aلا  xf)(ا  و  الأصغرد   pxgxf وع  ال   
pa  اااج  لاااا )(xg   مااا  الواضاااح  ن    ااا .)(xg  ) دسااااوي نماااثلاm

p
n

. و  اااجا ولأن   

p�1 ن   > @ nmFaF p �d:)( 
<  س  الفر بما  ن  @ > @> @ mFaFaFaFFaF pp d :)()(:)(:)( 

mnنحصل ع    d  جا لو م  ول ، إذا    ن  .a . عنصر  ا ل ل فصل 
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 3تمرين  
 F ا اال ل فصاال ع اا    اال  (F  اال توعاا   ل   اال ن،  Kعنصاارا     aإذا كااان  

)0(والجي    ذ  zp  ن   .)(aF  توع    ا ل ل فصل ل   لF . 
 الحل

aFb)(ل      <،   ن  F ث   ع    aو  ث  ن  � @FaF  منتل . )(:
< لاااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا    : @ mFbF  :)(  ،> @ nbFaF  )(:)(  ،> @ qbFaF p  )(:)(  

<و  @ sFbF p  :)( . 
< الآن @ > @ > @ > @)(:)(:)(:)()(:)( pbFaFFaFFbFbFaFnm     

     > @ qsFbF p  :)(  

)(مرد  بر   pbF   ل      م  )(bF  دي ي إف  نqnms d�d . 
nxxxfلااات    ��� ...)( 10 DD   د ا ااا و  الأصاااغرد  لاااا كثاااوa   ع ااا)(bF   اااا  .

^كاناااااااااا   `1,...,,1 �mbb  اعاااااااااا د لاااااااااااا )(bF   ع ااااااااااF  اااااااااا ن ل ااااااااااال  ،i  ،10 �dd ni 
1

1,1,0, ... �
���� m

miiii bb OOOD ث   اااااااFji �,O  10ل ااااااال �dd nj  إضاااااااا   إف
)(0ذل    af  دي ي إف  نpa :  ج  ل ثود ا  و  

 npp xxxg ��� ...)( 10 DD  

i  ،10ل ل  �dd ni ن   pm
miii

p
i bb )...( 1

1,1,0,
�

���� OOOD 
       )(... )1(

1,1,0,
ppmp

mi
pp

i
p
i bFbb ���� �

�OOO  

<و  جا  @xbFxg p)()(  . كنت ج  لجل  : paمت      ا  �
> @ nbFbaF ppp d)(:),(   ول ااا .a   عنصااار  ا ااال ل فصااال ع اااF  والاااجي داااي ي إف  ن

)()( aFaF p <( . وع  اال 2  ن اارد   @ nbFaF p d)(:)(  بم اانى آباارnq d  لا ااظ  ن[ .
)()( aFaF p aFbp)(و    ),()(دي ي إف  ن  � ppp aFbaF  . ] 
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nqبالتااااا   اااا ن   )()(و    pbFbF .  F ا اااال ل فصاااال ع اااا   bدااااي ي إف  ن   
 . Fتوع    ا ل ل فصل ل   ل  aF)(و  جا 

 4تمرين  
F  ،Kba  ال توعا   ل   ال  Kلا      .  Fصال ع ا  عنصاران  اا لان ل ف ,�
),( ث    ن  baF  توع    ا ل ل فصل ل   لF . 
 الحل

),(  ااااااالا  منتل اااااااا   ااااااا ن  Fعنااااااا ما د اااااااون   baF   توعااااااا    ا ااااااال ل فصااااااال  سااااااا 
),(، دو اااا   FChar 0. و   الاااا   13-48نررداااا   baFc ),()(  ااااث  � cFbaF    .

0 FChar  داااااااي ي إف  ن كثاااااااود ا ااااااا و  لااااااااc  ع ااااااا  لاااااااو ال ا  ااااااا  ل ت   ااااااالF   ا  ااااااا  
),(. ود ااون  Fع اا   عنصاار  ا اال ل فصاال cل فصاال . وع  اال  baF  ااو عنصاار  ا اال ل فصاال 

 . Fع   
. بمتا  اااا  ا نا شاااا   zp)0(ا الاااا  الو  اااا د ال ا  اااا   اااا  ل   اااال الغااااو منتلاااا  بمم اااا   
),( ن ، يم نناا  سالول   ن  ا   13-49نرردا  إث ات ا  طاد    baF  توعا    سا ا لااF  ي 

),()( ن  cFbaF Fbac  ث    �� OO , . 
<الآن ا ر   ن   @ mFcF  .  م اننا كتا   : )(: 

 1
110

1
110 ...,... �

�
�

� ��� ��� m
m

m
m ccaccb DDDEEE  

Fiiم  كون  �ED ,  ،1�m  0و  1,...و i . 
< ماااااااااااااا  الواضااااااااااااااح  ن @ppmp

m
ppp cFcca ���� ��

�
)1(1

110 ... DDD   و صااااااااااااااو د مشااااااااااااااال
)( pp cFb � . 

)()()(، نحصااااال ع اااااا   F ااااااا لان ل فصااااال ع اااااا   ,baبماااااا  ن  pp cFaFaF �   
)()()(,)(و  ppp cFbacFbFbF )( اااااجا داااااي ي إف  ن   ��� pcFbac �� O 



 
 
 

 ا  اااول

717 

 

)()( ي  ن  pcFcF )()(. ماا  الواضااح  ن  � cFcF p )()(وع  اال  � pcFcF دااي ي إف   
),(صاااال ع اااا  نح 3. ماااا  النت جاااا     اااارد   F ا اااال ل فصاااال ع اااا   c ن  baF  توعاااا    ا اااال

 . Fل فصل ل   ل 
 تز(ن)نظرية ستي   5تمرين  

ا و  ااا إذ Fتوعاا    ساا ا ل   اال  K اا ن  Fتوعاا  ا  منتل ااا  ل   اال  Kإذا كااان 
 منتل . Fالجي يحوي و  Kإذا كان ع   ا  ول الج       

 الحل
cFK)(. عن  ااج  Fتوعاا    ساا ا ل   اال  Kا اار    Kcلاا       . لاات    �

)(xf   كثااااااااااود ا اااااااااا و  الأصااااااااااغرد  لاااااااااااc   ع ااااااااااF  وL   اااااااااال    اااااااااا  ماااااااااا  K  يحااااااااااوي 
F  .ل ون c    عنصرا   ث   عL :   لت ، 

nn
n xxxxg ���� �
�

1
110 ...)( DDD  

<. و  ااااث  ن  Lع اااا   cكثاااود ا اااا و  الأصااااغرد  لااااا  @ > @xLxfxFxf ��� نحصاااال  )()(
<   xf)(ت ساام  xg)(ع اا   @xL     وبالتااا ،> @xK   ضاا .),...,( 100 � nFL DD  ع  اال .
> @xLxg 0)( LLبالإضاااا   إف ذلااا   � .  ي  0Lلاااو  ا  ااا  ل ت   ااال ع ااا   gد اااين  ن  �0
. لا اااااااااااااااااظ الآن  ن  0Lع ااااااااااااااااا   c ااااااااااااااااا  كثاااااااااااااااااود ا ااااااااااااااااا و  الأصاااااااااااااااااغرد  لاااااااااااااااااا  xg)( ن 

)()()( cLKcLcFK <وع  اااااال  اااااا ن   ��  @ nLK . منا شاااااا  مشااااااال   ااااااين  ن  : 
)(0 cLK نحصاااااااااال ع اااااااااا   0Lع اااااااااا   cكثااااااااااود ا اااااااااا و  الأصااااااااااغرد  لااااااااااا  xg)(ول ااااااااااون   

> @ nLK 0LL. و  جا  ا ن :0  والام تحاوي  K. ع  ال  ا ن ا  اول الج   ا  الو  ا د     
F   ااااا  بالصاااااا غ ),...,,( 110 �nF EEE  ااااااث  ss

s xxx 1
110 ... �
���� EEE ل لااااااا  ااااااو عاماااااا

)(xf   > @xK  ولأن عاا   ال وامااال الوا  دااا  لاااا .)(xf   > @xK    منتاال نحصااال ع ااا   ن عااا
 د ون منتل ا  . Fوالم تحوي  Kا  ول الج     م  
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 Fمنتاال . عناا ما د ااون  Fوالاام تحااوي  Kالآن  ن عاا   ا  ااول الج   اا  ماا  ا اار  
^لتااا   اا ن   اال منتاال . وبا K اا ن  Fتوعاا   منتاال لااا  K  االا  منتل ااا  ، ولأن  `0�K  لماارد

^ ا رد  تح  الضرب . ل     ` ! �� cK cFK)(عن  ج  0 . Fتوع    س ا ل   ل   
Fa  ال لاو منتال . بماا  ن ل ال  Fع  ل  عنا نفار   ن  �  ،)(aF   ال    ا  ما  K 

Fbمنتااال ،  م انناااا ابت اااا   Fوالااام تحاااوي  Kو ن عااا   ا  اااول الج   ااا  مااا   Fيحاااوي  � 
<  ااااث  @ nFbF <م اااا  الأعاااا ا  الصاااا      كااااث عاااا   ماااا   ااااين  nو ن  )(:  @FaF :)( 
Ka  اااااث  bFK)(نااااا ع   ن .  � . إذا كاااااان ا عا ناااااا لاااااو صااااا  ح  م انناااااا إيجاااااا    

Kc bFc)(  ث  � )(ا  ول  .  س  الفر  مجموع  � bcdF Fd  ث  �  ا   �
Fsr  اااااااااااال لااااااااااااو منتاااااااااااال ، دو اااااااااااا   Fمجموعاااااااااااا  منتل اااااااااااا  ، لأن  �,  ،sr z  ااااااااااااث  

)()( bcsFbcrF bcrZ. ا ر   ن  � �  . عن  ج :  �
 ������� )()(,)()( srczFbcsbcrbcsFzF  

)()()()( zFczFbcsbcr ������  ( 0z� sr  (لأن 

)()()()(إضاااااااااااااااااا   إف ذلااااااااااااااااا   zFbFzFcrbcrb zFc)(ول ااااااااااااااااا    ����� �  
bFc)(و  )()(وبالتاااااا   � zFbF z ر بااااابم ااااانى آ> @ 1)(:)( !bFzF   و اااااجا  ااااا و ذ د طااااا

> @ > @ > @ nFbFbFzFFzF . لاااااااااجا  ااااااااا ن  n اااااااااو تناااااااااا   مااااااااا  ابت اااااااااا   )(:)(:)()(: !
)(bFK  . Fتوع    س ا ل   ل   
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 مسائل
 

 . 11-39اكت  بالتفص ل  ر ان ال ض    -1
xxxfتث اع 0�p  لا  بمم   ع    و   Fل     -2 p  ،  ين  ن : )( �

(i) 1)( � c xf . 
(ii) )(xf  و)(xf c .  ل    ما  ج ا  مشيكا 

(iii)   م    جو)(xf    ل انفلا لا ع    F .  ات ف 
xf)(لا ظ  نل ل   لا  (ii)لأ ل إرشاد ] c  ج  و (iii)   دنت  م(ii). ] 

  الأو  اااااو ا  ااااال الج  ااااا   pZ،  ااااار    ن  pZ  ااااال توعااااا   ل   ااااال  Kإذا كاااااان  -3
 . Kلا 

  اال منتاال  ااو توعاا    ساا ا ن الاا  باصاا   باار   اار    ن كاال   اال توعاا   منتاال  -4
 لنررد  ال ناصر ال  ا   ( .

<لاااات    -5 @xFxf ، ال اماااال  HCFكثااااود  اااا و  لااااو  ا  اااا  ل ت   اااال .  اااار    ن   )(�
xf)(و  xf)(ا شي  الأكث لا  c  0إذا و  ا إذا كان  1 و)( zc xf . 

 [ .13-41اعتخ   ال ض   إرشاد ]
 اااار    ناااال لا تو اااا   الاااا  كساااارد   -6

)(
)(
tg
tf  ،)()(),( tFtgtf �  ،0)( ztg  ، ااااث  

2

)(
)(
»
¼

º
«
¬

ª
 

tg
tft  ااث  t   لااو محاا   ع ااF  اعااتنت   ن .tx لااو  ا  اا  ل ت   اال  �2

2)(ع    tZ . 
Fba،  ر    ن لجم ا   p  لا  بمم    Fإذا كان  -7 ولجم ا  الأعا ا  الصا      ,�

   ن : nالغو عال   
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(i) nnn ppp baba � � )( . 
(ii) nnn ppp baba � � )( . 
 [ .nاعتخ   الاعتنتال ع   إرشاد ]

 ي عا   صا  ح مو ا  .  ار    نال تو ا  ع ا  الأ ال   n  الا  منتل اا  و  Fل     -8
 . Fلو  ا    ل ت   ل ع    n    تلاكثود   و  وا  د 

xx  ااال الانفااالاق ل ثاااود ا ااا و   Kلااا    إرشفففاد ]
nq  اااو  q  اااث  Fع ااا   �

<،  اا ن  F ت اا   @ nFK cFK)(، د ط نااا  :  Kcلاا       . عن  ااج كثااود  �
    كثود ا  و  ا ط و  [ . Fع    cا  و  الأصغرد  ل  نصر 

  ر    ن  ي   ل     صفر  و  ي   ل منتل  و   ل    . -9
KLFل ل ثلاث   ول  -11  ا ن  F ا ل ل فصال ع ا   Kر    نل إذا كان  ،  ��

K    ا ل ل فصل ع L . 
ال ا  اا  ل فصاال ع اا   K ،  اار    ن مجموعاا  عناصاار Fتوعاا  ا  ل   اال  Kإذا كااان  -11

F   تش ل   لا      ا  مK . 
 : Q و   عنصرا    ا  ا    كل م  ا  ول الآت   ع    -12

(i) � �3,2Q . 
(ii) � �2,iQ . 

(iii) � �3 5,2Q . 
(iv) � �2,3�Q . 
(v) � �2,ZQ  ث  Z . الجج  الت   بي التخ    ل وا   الص  ح 

(vi) � �3 2,ZQ . 
Faو  0�p  اااالا  بمم اااا   Fلاااا     -13 Fbعنصاااارا    ااااث لا دو اااا   � يح ااااق  �

abp Fapن ي  ن    axp( عن  ج  ين  ن � لاو  ا  ا  ل ت   ال ولاو  ا  ا   �
 . Fل فصل ع   
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د ااون  مااا  إذا و  ااا إذا كااان الراعاام  0�p ن   االا  بمم اا   13اعااتنت  ماا  عاايال  -14
Faaa p �o  . F تومو     ل   ل  ,

 متساام ا  ع ا   S ، إذا كاان zp)0(بمم ا   F نال لأي   ال  13اعتنت  ما  عايال  -15
F  ن  )(SF .  ل     لا   ما 

،  ار    Fكثود  ا و  لاو   تا  ع ا    xf)(وكان   p!0  لا  بمم    Fل     -16
 الآتي :

(i)  دو اااااااااااااا  عاااااااااااااا   صاااااااااااااا  حnd0  و> @xFxg )()(  ااااااااااااااث  )(�
npxgxf    

)(0و  zc xg . 
(ii)    إذا كان)(xf  لو  ا    ل ت   ل ،   ن)(xg . لو  ا    ل ت   ل 
(iii)   إذا كان)(xf     ل ت   ل ،   ن لو  ا)(xg . ا    ل فصل  
(iv)   إذا كان)(xf   لو  ا    ل ت   ل  ا ن كال  اج   ت ا  د ا ا و)(xf  د اون

 . xf)(    ل انفلاق  npت را ذ 
(v)  إذا كااان ال نصاارa    اال توعاا    K  ل   االF   ااث   ع اا F   ناال دو اا  

 . F ا لا  ل فصل ع    npa  ث د ون  nع   ص  ح لو عال  
)(1  ااااث  Fإف  F الاااا  ماااا  ا  اااال  fكاناااا  إذا   -17 � xxf  0عناااا ماzx  و ،

0)0(  f  عن  ج  ر    ن ،f  وتومو     إذا و  ا إذا كان F  3 و  2يحاوي إماا 
 عنصرا  . 4 و 

  عنصاااارا  لااااو صاااافري  a. ولاااا     2  اااالا  منتل ااااا  بمم اااا   ت اااا  عاااا   Fلاااا     -18

F  . ين  ن a    مر   عنصرF 12و  ا إذا كاان  إذا
1

 
�q

a  و نa   لا   مر  اا

12إذا و  ا إذا كان  Fلأي عنصر   
1

� 
�q

a  ث  qFo  )( . 
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 2Zعنصااران متسااام ان ع ااا   ,yxو  2  اال الأعاا ا  الصاا     م  ااا   2Zلاا     -19
2),(اعتث  yxZ  ال ال واعام لاا  > @yxZ ),(ا  ال الج  ا   Fلا     2, 2

2 yxZ  ل   ال
),(2 yxZK  .  ين  ن :  

(i) ^ `xyyx يح اق كثاود  ا و  ع ا   Kكل عنصار     (ii)و  Fع    K اع د لا  1,,,
F  اعتنت   ن  2ذات      ع   الأكثر .K  ل   توع  ا   س طا  ل   لF . 

  ر    ن كل توع   منفصل منتل لأي   ل  و توع    س ا . -21
Kbaو  Fتوعاااا  ا  ل   اااال  Kلاااا     -21 . إذا كااااان  Fعنصااااران  ااااث ن ع اااا   ,�

),( ر    ن  Fمنفصلا  ع    b و  aوا   م   baF  توع    س ا ل   لF . 
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14 

 نظرية جالوا
GALOIS THEORY 

 
المجــر، و ذحــلن الكظريــة   ــا    نظريــة جــالوا حــ  لنــيات الكظــريز ا في ــر   ــ ا    ا ــر

في  ــة ازــان  ظــت نظريــة ال ظــر ذنظريــة الزولــ لاز ا ريــة لطبيــت في ذ ــا  ــيا      يــاز    ــت  ر 
ر، ظ ت الكزـا  الـلب  ـي ييـيايكا نظرية الملا،لاز ذا كيالة في   الكزب الزمه ياية   ا ر المج

لـــ لإ كاظكـــاش ظكااصـــة  يا ـــ ت نظريـــة جـــالوا كلكاظـــت في ذنظكـــاش اليـــرا  المهزمـــي يش  ـــياذا 
 يســتاز ا مــة    لــب الكزــب الميا جــة   المراجــح في  طــن ييــة نــا  لــو  نــيا   الميــاح   

 ا لال ة ذنل    لب الز   ياز ال س  ة في

 ها الخطيةالمونومورفزمات واستقلاليت -1
),(يب نيــت في  ــح  Kييــة ومو ــة ذ  Sلــزكت  KSM   ظــ ا  لمجمو ــة ا ــح الرذالــ 

,),(في لكت  Kللى  Sظت  21 KSM�MM  ذKa  فكا :لذا  ر  �
)()()()( 2121 sss MMMM � �  
Sssasa �� ),()()( 11 MM  

21),(فـــ ش  KSM�� MM  1),(ذ KSMa �M  في تحـــم  مط ـــ  ا مـــح ذالفـــر  حـــا ي فـــ ش
),( KSM  صـــــــ   ففـــــــا   ظز هـــــــا   طـــــــن K    في المز ـــــــي الصـــــــيرب),( KSM   حـــــــو الرالـــــــ
KS o:0  :   0)(0الملــــر   طــــن الكبــــو ا  s  لكــــتSs  ط ــــي اكككــــا اليــــو  يش  �

,,...,),(اللكا ـــــــــــــــــر  21 KSMn �MMM  ظســـــــــــــــــزيطة    ـــــــــــــــــا   طـــــــــــــــــنK ش  ب و لذا  فيـــــــــــــــــا
Kaaa n �,...,, 21 0...2211  ��� nnaaa MMM 
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niلكت  ia 0يؤ،ب للى يش   يب يش :  2,1,...,
0)(...)()( 2211  ��� sasasa nnMMM  م ح Ss لكـت  ia 0يؤ،ب للى يش  �

ni  في  2,1,...,
),(فا  المز ه  ذالي E صو    ا ة ا زر الحيت  KEM في 

nVVVلـــــــ كت  ,...,, في ظـــــــت الوا ـــــــ   Kللى  E  المونوظو ف ظـــــــاز المنزطيـــــــة ظـــــــت  nيب  21
),( KEMi �V  لكـــتni الزبـــيان  ـــت الـــزيت ا يذ ا   ا هـــا في  ط ـــي نظكانكـــا   2,1,...,

 في Kالخ    طن 

 14-1نظرية 
nVVVنيطـــــــــي في لذا فيـــــــــاش  Kذ  Eلـــــــــ كت   ,...,, ظـــــــــت المونوظو ف ظـــــــــاز  nيب  21

 في Kف نها  كوش ظسزيطة    ا   طن  Kللى  Eالمنزطية ظت 

 البرهان
Kaفي ا ش  ب  nنـــــــــــــرحت الكظريـــــــــــــة كلالـــــــــــــزكزا  الري ـــــــــــــ   طـــــــــــــن   فـــــــــــــ ش  �1

0)(0 1111  � xaa VV  م ــــح Ex 01للى يش في حــــلا يـــــؤ،ب  �  a  1)(0 ش zxV 
Ex م ــــح  �z في ، كــــا نيــــرت يش الكز  ــــة  n 1 ط ــــي فــــ ش الكز  ــــة  زبيــــ   كــــياظا  )0(

ـــة ومو ـــة ظـــت المونوظو ف ظـــاز ظـــت  ـــ   ـــيا،  كا ـــرحا ياـــت ظـــت  Kللى  Eمحييـــة  ي في  nذال
Kaiنيرت  لفا  ظت  niو  �  غت  يرب ذيش :  2,1,...,

 0...2211  ��� nnaaa VVV     (1) 

 تخزطف  ت الصير في iaفرذت الالزكزا   ؤ،ب للى يش ا ح 
 نحصت  طن : na طن  (1)و ف يسمة  0znaبما يش 

 0... 112211  ���� �� nnnbbb VVVV    (2) 

3,2,1,1,...,1 ن ث � � � niaab nii 
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Exمخزطياش ف نـي يوجـيا  nVذ  1Vبما يش  )()(بح ـث  �1 11 nn xx VV z 01 ـ  ظـت الوا zx 
Exفي لكت   : (2)ليايكا ظت  �

 0)(...)()( 1122111  ��� xxxxbxxb nVVV  
 يب يش :

0)()(...)()()()( 121221111  ��� xxxxbxxb nn VVVVVV   (3) 

  ط ي :
 Exxx

x
xbx

x
xb n

nn
�� ��� 0)(...)(

)(
)()(

)(
)(

2
1

12
21

1

11
1 VV

V
VV

V
V  (4) 

 يكوش : (2)ظت 
 Exxxbxb n �� ��� ,0)(...)()( 2211 VVV    (5) 

 نحصت  طن : (4)ظت  (5)  رح 
 ...)(1

)(
)()(1

)(
)(

2
1

12
21

1

11
1 �»

¼

º
«
¬

ª
��»

¼

º
«
¬

ª
� x

x
xbx

x
xb

nn
V

V
VV

V
V  

    Exx
x
xb n

n

n
n �� »

¼

º
«
¬

ª
�� �

�
� ,0)(1

)(
)(

1
1

11
1 V

V
V  

01ذن ــث يش 
)(
)(

1

11
1 z»

¼

º
«
¬

ª
�

x
xb

nV
V  121فــ ش الملا،لــة ا  ــت   ــؤ،ب للى يش ,...,, �nVVV ظر   ــة 

 ذحلا يكااب فرذت الالزكزا  في K   ا   طن 
nVVVلذا   ,...,,  �ذحلا ي  م الكظرية في  Kطة    ا   طن يظسز 21

KEبأ ل   ف نكا نحصت  طن الكز  ة الزال ة في  

 14-2نتيجة 
 �في  K كوش ظسزيطة    ا   طن  K زيذ وظو ف ظايب ومو ة ظت  

 14-3قضية 
ـــــــح ا ذ وظو ف ظـــــــاز لحيـــــــت ظـــــــا  صـــــــك  ـــــــة  رفي ـــــــب ومو ـــــــة ا   ت نظـــــــر  تحـــــــم  مط 
 الرذال  في
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 البرهان
ـــح يذ وظو ف ظـــاز الحيـــت  KAut)(لـــزكت   ـــيا  Kومو ـــة ا   Iو بمـــا يش الرالـــ  ا اي

KAutI)(ف ش  Kحو يذ وظو ف م لطبيت  K طن   في �
(i)  ل كت : الانغلاق)(, 21 KAut�VV  21ف ش فيت ظت, VV   حـو  الـ  ينـا،ب ذفـوا

Kyxحو ييفا   الـ  ينـا،ب ذفـوا  و ل ـافة للى ذلـ   ب  21VVفي  ط ي ف ش  �, 
 ف ش :

> @ > @)()()()( 2212121 yxyxyx VVVVVVV ��� �  
         > @ > @ )()()()( 21212121 yxyx VVVVVVVV � �  

> @ > @)()()()( 2212121 yxxyxy VVVVVVV    
     > @^ ` > @^ ` > @ > @)()()()( 21212121 yxyx VVVVVVVV    

21)(في يب يش  Fيذ وظو ف م لطبيت  21VVحلا ي ي يش  KAut�VV في 
(ii) : ســــــزكزو ظــــــت فيــــــوش  مط ــــــة  رفي ــــــب الرذالــــــ   مط ــــــة  كســــــ ي ة  صــــــو   التنسيييييييقية   

  اظة في
(iii)  : الرال  ا اييا وجود المحايدI  طن K    حو ا اييا)(KAut في 
(iv) :  ا زــر يب  وجييود الموسييو)(KAut�V  في بمــا يشV  الــ  ينــا،ب ذفــوا  فــ ش 

1�V   ظلكو  الرال(V لي ذجـو، ن ـث لكـت )Kx yxو  �  � )(1V   لذا ذفيـ
xyلذا فيــــــــــــــــاش   )(V  في ا زــــــــــــــــر ا ش يشKxx 11ذلـــــــــــــــــ كت  ,�21

1 )( yx  �V  و
22

1 )( yx  �V  11و ف ش)( xy  V  22و)( xy  V : في  ط ي ف ش 

212121 )()()( xxyyyy � � � VVV 
212121        ذ )()()( xxyyyy   VVV 

)()()( ذحكلا ف ش 2
1

1
1

2121
1 xxyyxx ��� � � � VVV 

)()()( ذ 2
1

1
1

2121
1 xxyyxx ���   VVV 
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1)(يش يب  Kحــو يذ وظــو ف م لطبيــت  1�Vكلزــاف فــ ش  KAut��V  ذحــلا ي  ــم يش)(KAut 
 �نظر  في 

 14-4توريف 
 Vفي  كيائــل ييــا  لمذ وظــو ف م  Fيب نيــت  ولــ ح لطبيــت  Kنيــت  ذ  Fلــ كت  
xxيذ وظو ف م لذا فيـاش  Fيني  Kلطبيت   )(V  لكـتFx ي يـ  فيـت  كصـر  V)يب يش  �

  F ثا زا ( في 
,12يذ وظـو ف م( في لـ كت  Fحـو  K ا ذ وظو ف م ا اييا لطبيت Iظت الوا   يش  VV فيتهمـا 

F�  يذ وظــــــو ف م لطبيـــــــتK  1)(فــــــ ش
21 KAut��VV  ش )(KAut  نظـــــــر  في فيــــــلل  لكـــــــت

Fx xxxxفـــــــــــ ش  �   )(,)( 12 VV  ـــــــــــؤ،ب للى يش xxذحـــــــــــلا ي  )(1V  ذxx  � )(1
2V 

xxxxذيــــؤ،ب فيــــلل  للى يش     �� )())(()( 1
1

21
1

21 VVVVV  2 ط ــــي فــــ ش
1

1 VV حــــو ييفــــا   �
F�  يذ وظـــو ف م لطبيـــتK لا فـــ ش ومو ـــة في ذحكـــF�  يذ وظو ف ظـــاز الحيـــتF  ـــا    ـــت  

 في Kنظر  ج ئ ة ظت ا ح يذ وظو ف ظاز 
),(كلرظــ   Kيذ وظو ف ظــاز الحيــت  �Fلــو  يرظــ  ل ظــر  ا ــح اصييطلا: :  FKG  ذ ســمن

 في F طن  Kحلن ال ظر  نظر  جالوا لطبيت 

 14-5قضية 
Kaذ  Fيب نيت  ول ح لطبيت  Kل كت   في فـ ش لكـت  F كصرا  جـري   طـن  �

F�  يذ وظو ف مV  لطبيتK  ف ش)(aV  حو ظراف  لطلكصرa  طن F في 

 البرهان
0لــــــــزكت 

2
2

1
1 ...)( DDDD ���� �

�
�

�
n

n
n

n
n xxxf   ،ـــــــــ ريةا في ـــــــــت  نـــــــــياذ  

...0 في ف ش F طن  aلطلكصر  0
2

2
1

1  ���� �
�

�
� DDD n

n
n

n
n aaa 
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0)0()...(  ط ي 0
2

2
1

1 DDDVV ����  �
�

�
�

n
n

n
n

n aaa 
    > @ > @ > @ )(...)()()()()( 0

2
2

1
1 DVVDVVDVV ���� �

�
�

�
n

n
n

n
n aaa  

    > @ > @ > @ 0
2

2
1

1 ...)()()( DVDVDV ���� �
�

�
�

n
n

n
n

n aaa  

ii ش  DDV 2,1,...,1لكت  )(  � ni في 
 aظرافــ  لطلكصــر  aV)(في  ط ــي فــ ش  xf)(حــو ييفــا  جــل  لك ــت  الحــياذ،  aV)(حــلا يــ  يش 

 �في  F طن 
ـــــ كت ملاحظييييية :  ),,...,(ل 21 naaaFK ^يب  ولـــــ ح جـــــرب ظكزـــــي ن ـــــث    `naaa ,...,, 21 

Kxفي ف ني اكت الزل ت  ت فيت  K  لطيفا  اا يا  كلصو   : �
 nnaaax DDD ��� ...2211  

 : ف ش Kيذ وظو ف م لطبيت  �Fحو  Vف ذا فر كا يش 
 )()(...)()()()()( 2211 nn aaax VDVVDVVDVV ���  
           )(...)()( 2211 nn aaa VDVDVD ���  

)( ط ــي لذا فيانــم اللكا ــر  1aV  و)( 2aV  و  ...و)( naV  ظلطوظــة فــ ش)(xV  يكــوش ظلطوظــا  في
في ذ صـو   يفي ـر  لم مـا  لذا فيـاش  K لــ يا ـيا ال صـو   كا ـر  و ظةتا  يزبيا،  صو   Vيب يش 

K  ظكزهــــ  الزولــــيا  طــــنF  ذnaaa ,...,, يزلــــي  Vو فــــ ش  F طــــن  Kفي ومو ــــة  ولــــيا  21
),(),(...,)( وال ة اللكا ر  21 naaa VVV في 

 14-6قضية 
فــــــــــــــــــــ ش المجمو ــــــــــــــــــــة  Kنظــــــــــــــــــــر  ظــــــــــــــــــــت يذ وظو ف ظــــــــــــــــــــاز الحيــــــــــــــــــــت  Gلــــــــــــــــــــزكت  

^ `GxxKxF �� � VV  في Kح  نيت ج ئ  ظت  0|)(,

 البرهان
)0(0بمـــــــــــــــا يش    V  1(1و(  V  لكـــــــــــــــتG�V  ـــــــــــــــ ش 01,0و ف F�  في لـــــــــــــــ كت 

0, Fyx xxيكــــــــــــــــــــــــوش  G�Vفي فــــــــــــــــــــــــ ش لكــــــــــــــــــــــــت  �  )(V  وyy  )(V  ذيكــــــــــــــــــــــــوش
yxyxyx � � � )()()( VVV في 
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111فــ ش  0zyذ كــياظا  )()()( ���   xyyxxy VVV  0ذظــت ف فــ شFyx و  ��
0ف ش  0zyذ كياظا 

1 Fxy  �في  Kنيت ج ئ  ظت  0Fفي ذحكلا ف ش  ��

 14-7توريف 
الـلب وـوب  Kظـت  0Fفي الحيـت ا  ئـ   Kنظر  ظت يذ وظو ف ظـاز الحيـت  Gلزكت  

Kxا ـــح اللكا ـــر  xxبح ـــث  �  )(V  لكـــتG�V  يســـمن كلحيـــت الم  ـــم تحـــمG  في
 في GKيذ  *G)(كلرظ   Gلو  يرظ  لطبيت الم  م تحم 

وت   فيـــت نيـــت محزـــ Pفي نلطـــ  يش  Kالحيـــت ا  ئـــ  ا ذف لطبيـــت  Pلـــ كت    1ملاحظييية 
و فـــ ش  Gحـــو الحيـــت الم  ـــم تحـــم  0Fفي  وجـــي  ـــاك لذا فيـــاش  Kج ئـــ  ظـــت 

0FP xxذيكـــــوش  �  )(V  لكـــــتPx  ش فيـــــت في لـــــلا فـــــ G�Vذلكـــــت  �
 يذ وظو ف م في �Pحو  Kيذ وظو ف م لطبيت 

0)(ن ـث  Kيذ وظـو ف م لطبيـت  �0Fاكـت ا ز ـا ن  Gفيت  كصـر       2ملاحظة  GF *  
 في

يذ وظو ف ظـــاز  �Fنظـــر   كا ـــرحا  Gذ  Fنيـــت  ولـــ ح لطبيـــت  Kفيـــاش لذا     3ملاحظييية 
FFو ف ش  Kلطبيت   في Gو الحيت الم  م تحم  �0

نوا ــت نزواــف اطــ ت  ا  ــا   لــب ا ظ طــة  طــن الميــاح   الــ   ر ــكاحا ا ــت ا ــت يش 
 ذل  في
 1مثال 

ـــ كت   �ل �2QK 22حـــ   Q طـــن  2و في ـــت  الحـــياذ، ا  ـــ رية لطلكصـــر    �x 
^ذيش  Kxفي ف كـــــوش يب  كصـــــر  Q طـــــن  K ـــــيا  لــــــ   ـــــت اا 2,1` حـــــو  طـــــن الصـــــو    �

2bax Qbaو   � aaفــــ ش  Kيب يذ وظــــو ف م لطبيــــت  Vفي لــــ كت  ,�  )(V  لكــــت
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Qa �في ل ــــافة للى ذلـــــ  فـــــ ش  � �2V   طـــــن  2حــــو ظرافـــــ Q  2في ذلمــــا فيـــــاشr  همـــــا
22ا ــــــــــــــل اش الون ــــــــــــــيااش لك ــــــــــــــر  الحــــــــــــــياذ،  �x  ف نكــــــــــــــا نحصــــــــــــــت  طــــــــــــــن� � 22  V  

�يذ  � 22 � V في 
� كياظا    1حالة  � 22  V : ف ش 

 � � xbabax  � � 22)()()( VVVV  لكــــــــــــــتKx و حــــــــــــــلا يل  كــــــــــــــا  �
I V  و الرال  ا اييا  طنK في 

�لذا فيــــاش    2حاليييية  � 22 � V  2فــــ ش)( bax � V   و لذا)(KAut  تحــــوب  كصــــريت
)(2بح ــــث  Kذا ذ وظــــو ف م  Iفيــــ  همــــا  bax � K  لكــــتKbax في فــــ ذا  2 ��
ـــــــــم يك xفر ـــــــــكا يش  ـــــــــ ش  KAut)(تحـــــــــم  0Fزمـــــــــ  للى الحيـــــــــت الم   xxف  )(K  في يب يش

22 baba Qaxذيكــــوش  b 0 ط ــــي  � � QFو ذحكــــلا فــــ ش   � في ظــــت  �0
0FQنان ة ثان ة   في KAut)(حو الحيت الم  م تحم  Qنيت يذف في  ط ي ف ش  Q ش  �

 2مثال 
� ـــح   �3 2QK 3في في ـــت  الحـــياذ، ا  ـــ رية لطلكصـــر    23حـــ   Q طـــن  2 �x  و

3ذ ــا جــل  ني يــ  ذانــيا فيــ  ذحــو  3و  ط ــي  ي ــياا، ني ي ــةحــو نيــت ظــت  Kفي  2 حــو  2
23ا ــل  الون ــيا لك ــت  الحــياذ،  �x   K  في لذا فيــاشV  يب يذ وظــو ف م لطبيــتK  و فــ ش

� � K�3 2V  ،23حــو جــل  لك ــت  الحــياذ �x  في  ط ــي� �33 22 V   في لــ كتx     كصــرا 
K  في اكت الزل ت  تx    كلصو� � � � JED

233 22 Q�JEDن ث  ��  في  ط ي : ,,
 � � � �> @ � � xx  �� �� JEDJVVEVVDVV

233233 22)(2)(2)()(  

^و  ط ي ف ش  I Vحلا يلني يش  `IKAut  في )( 
 في Kحو نيسي  KAut)(  حلن الحالة الحيت الم  م تحم 

 3مثال  
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tLF)(في لــ كت  Lيب  كصــر غــت محــيا،  طــن  tذ  2يب نيــت بمم ــ   Lلــ كت     
txنيــت انيــتير في ــت  الحــياذ،  Kذ  Kaفي فــ ذا فيــاش  F طــن  �2 جــل ا  لك ــت  الحــياذ،  �
tx ـــــ ش  �2 2atو ف 2222ذ    )( axaxtx ـــــي يش  � � � حـــــو المرافـــــ   aو حـــــلا ي 

),(في  ط ـي لكـت  F طـن  aالون يا لطلكصـر  FKG�V  وaa  )(V  ( لكأ ـل 14-5)افـ ة
Kx EDف كـــــــــــــــــــــــــــــوش  � ax aFK)( ش  ,F�EDلـــــــــــــــــــــــــــــ لب   � في  ط ـــــــــــــــــــــــــــــي   
xaax  � � EDEVVDVV ^ذ  I Vفي كلزــاف  )()()()( `IKAut في   حــلن   

),(الحالة الحيت الم  م تحم  FKG  حوK نيسي في 

 )آرتين(   14-8نظرية 
 Gالحيـت الم  ـم تحـم  0Fو  Kظكزه ـة  ذ وظو ف ظـاز الحيـت ج ئ ـة نظـر   Gلزكت  

 في Gيساذب    ة ال ظر   0F طن  Kفي  كيائل ، جة 

 البرهان
nGoل كت    فسو  ن ي يني : )( 

(i)  لذا فياش> @0: FK  ظكزي ذل كتm  ظ ت  و ف شmn d في 
(ii) > @0: FK  ظكزي و ذل كتm  و ف شnm d في 

(i)  افرتnm nIو ذيش  � VVV ,...,, 21  في G كا ر     
^لـــــزكت  `nxxx ,...,, ظـــــت  mفي ا زـــــر الكظـــــام ا   للـــــيا،  0F طـــــن  Kاا ـــــيا  لــــــ  21

 الملا،لاز الخ  ة المز انسة في
mjuxuxux njnjj ,...,2,1,0)(...)()( 2211  � ��� VVV  (1) 

نـــت غـــت تافـــي و ظـــ ت   ـــا  (1)لمـــا فيـــاش  ـــيا، الملـــا،لاز ياـــت ظـــت  ـــيا، المز ـــتاز فـــ ش الملا،لـــة 
),...,,( 21 nyyy : و ذظت ف  كوش 

 mjyxyxyx njnjj ...,2,1,0)(...)()( 2211  � ��� VVV  (2) 
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Kxا زـــــر يب  كصـــــر  mmxxxxو فـــــ ش  � DDD 0Fiلـــــ لب  2211... ��� �D  لكـــــوش
^ `mxxx ,...,, و  j   jD فـــــر  الملا،لـــــة الـــــ   امهـــــا  (2)في    0F طـــــن  Kاا ـــــيا  لــــــ  21

jjiذاح الملا،لاز الكاتجة ذالزنياام ني ية يش  DDV  نحصت  طن : ,jiلكت  )( 
 Kxxyxyxy nn �� ��� ,0)(...)()( 2211 VVV  

2211...0 ط ــي فــ ش   ��� nnyyy VVV  0 ظــتظــح فيــوش ذانــيا   طــن ا اــتzjy  في حــلا
nm( في  ط ي 14-1ظسزب ت )نظرية  nmذحكلا ف ش  �� t في 

(ii)  ،1افــــــرت ذجــــــو�n     ظــــــت اللكا ــــــر المســــــزيطة    ــــــاK  0 طــــــنF  ذلــــــزكت
121 ,...,, �nxxx  في ا زـــر الكظـــام المزكـــوش ذn  ظـــت الملـــا،لاز الخ  ـــة المز انســـة
  1�n ظت المجاح ت في 

 njxuxux njjj ,...,2,1,0)(...)()( 12211  � ��� �VVV  (3) 

المز انسـة حـلن يكـوش  ـا  (3)بما يش  يا، المز تاز يفير ظت  يا، الملا،لاز و فـ ش الملـا،لاز 
),,...,(نـــت غـــت تافـــي و  121 �nzzz  الصـــيرية ذلـــ كت غـــت ظـــت المرفي ـــاز   ـــيا،ظـــ ت  بأاـــتr  في

1�tلكت  nz 0اكككا ل ا،   را مه  في ذافرت يش  rj في 
  ل   : (3) كيائل 

 njzxzxzx rrjjj ,...,2,1,0)(...)()( 2211  � ��� VVV  (4) 

ذ و ح  rz يسمة الملا،لاز  طن 
r

i
i z

zz  c  لكتi : و نحصت  طن 
 jxzxzxzx rjrrjjj � �c��c�c �� 0)()(...)()( 112211 VVVV  (5) 

Ijو  j 1ا ش  كياظا   V  و ف شii xx  )(1V  لكتi  نحصت  طن : (5)في ظت 
 0... 112211  �c��c�c �� rrr xzxzxzx     (6) 

121لذا فيانـــم اللكا ـــر  ,...,, �ccc rzzz  0ا لهـــا  كزمـــ  للىF  ل ـــ  يش  (6)فـــ ش rxxx ,...,, 21 
لا  1zc ف ش ذانيا   طن ا ات ظكهـا ذلـزكت في ذحلا غت اكت في ذكلزاف 0Fظر   ة    ا   طن 

في لمــا فيــاش  cz 0 ش غــت ذلــ   لــت  1zrفي ذني،   طــن ذلــ  لانــ  يش  0F كزمــ  للى 
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01 Fz �c  و يوجــــيا  لــــبGi �V 11ث بح ــــ)( zzi czcV  في  زــــأ تiV  نحصــــت  طــــن (5) طــــن
 > @ > @ > @ �c��c�c �� 112211 )(...)()( rrjijiji zxzxzx VVVVVV 

      njxrji ,...,2,1,0)(  � VV  

)()()()(...)()()( يب يش 112211 �� c��c�c rirjiijiiji zxjzxzx VVVVVVVVV 
            njxrji ,...,2,10)(  � � VV  

GGiظــــــــت نان ــــــــة ي ــــــــرت   )(V  و  ط ــــــــي فيــــــــتGk �V  حــــــــو كلصــــــــ  ةjiVV  و نحصــــــــت 
�c��c�c  طن �� )()(...)()()()( 112211 rirjijij zxzxzx VVVVVV 

         njxrj ,...,2,1,0)(  � V    (7) 

 نحصت  طن : (5)ظت  (7)  رح 
 > @ > @ ...)()()()( 222111 �c�c�c�c zzxzzx ijij VVVV  
  > @ njzzx rirrj ,...,2,1,0)()( 111  � c�c� ��� VV  (8) 

)(ا ش نفــــــــــــــــــــــــــــــــح  kikk zzt c�c V  2,1,...,1لكــــــــــــــــــــــــــــــــت � rk  0ذ kt  لكــــــــــــــــــــــــــــــــت
1,...,1, �� nrrk  ل   : (8) كيائل  

 ������ �� ...)()(...)()( 112211 rrjrrjjj txtxtxtx VVVV  
            njtx nnj ,...,2,1,0)( 11  � ��V  (9) 

01فيــلل  فــ ش  zt  ش )( 11 zz i czc V  0,0,...,0( ط ــي يكــوش,,...,,( 121 �rttt  نــت  غــت تافــي
ظــت المرفي ــاز غــت الصــيرية في لكــت نســب ا ز ــا نا فــ ش  rذلــي ياــت ظــت  (3)ظــام الملــا،لاز لك
)0,...,0,0,,...,( 21 rzzz  لـي ياـت  ـيا، ظــت المرفي ـاز الـ  تخزطـف  ــت  (3)نـت غـت تافـي لطكظــام

nmيش ذا  نصــطكا  طــن  كــااب في ذحــلا ي ــي لفي  rالصــير ذ ــيا،حا  d  ذكلزــاف فــ شnm   
<يب يش  @ )(: 0 GoFK  �في ذحلا يكمت الرحاش في   
بح ـث  Kيية نظر  )ل سم كلفرذ   ظكزه ـة( ظـت يذ وظو ف ظـاز الحيـت  G لزكت   1ملاحظة 

> @ mFK في   ا ــــ   ا ذ  ظــــت ل  ــــاز  Gا ــــت الحيــــت الم  ــــم تحــــم  0Fظكزــــي ن ــــث  :0 
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لا  Gو   الوااــح نصــطكا  طــن يش  نظــر  ظكزه ــة Gالكظريــة الســا ية ن نكــت بحاجــة ليــرت يش 
 ظت اللكا ر في mظت  اكت يش تحوب يفي ر

يذ وظو ف ظــاز الحيــت  Fنظــر  ا ــح  Gذ  F ولــ لا  ظكزه ــا  لطبيــت  Kلــ كت    2ملاحظيية 
K 0الم  ــــم  الحيـــت في  كيائـــل يكــــوشF  تحـــمG ي  ذ نــــاF  في ذيكــــوش> @ > @FKFK :: 0 d 

<ذظكها  @FKGo :)( d في 

 14-9توريف 
حـــو  Fو لذا فيـــاش  Fينـــي  ولـــ ح جـــالوا لطبيـــت  Fلطبيـــت  Kييـــا  لزولـــ ح ظكزـــي  

),(تحم ال ظر   Fالحيت ا  ئ  الم  م لطبيت  FKG  م ح F�  يذ وظو ف ظاز الحيتK في 

 14-10نتيجة 
DFK)(ل كت    K كيائـل يكـوش  F ولـ لا   سـ  ا  ظكزه ـا  اـا ت  لطيصـت لطبيـت   

حــو الحيــت  Fلذا ذفيــ  لذا فيــاش  F طــن  Dنيــت انيــتير لك ــت  الحــياذ، ا  ــ رية لطلكصــر 
 في Kيذ وظو ف ظاز الحيت  �Fم نظر  ا ح الم  م تح

 البرهان
mxfنيـرت يش  F طـن  Dفي ت  الحـياذ، ا  ـ رية لطلكصـر   xf)(لزكت    )(deg 

<فـــ ش  @ mFK rDDDDDفي لـــزكت  :  ...,,, 321 في  D   Kالمرافيـــاز المنزطيـــة لطلكصـــر   
)( كيائــــل  iFK D   لكـــــتri  Kلطبيـــــت  iVيذ وظـــــو ف م  �Fيوجـــــيا  iفي لكـــــت   2,1,...
iiبح ــث  DDV  )( يزبــيا،   رييــة ذانــيا  فيــ  في  iVفكــت  F طــن  Kيولــيا  1Dبمــا يش  في 1

)(و ذ ش  Kلطبيـــت  Vو ف م يذ وظـــ �Fل ـــافة لـــلل   ب  1DV  1ظرافـــ  لطلكصـــرD  افـــ ة(
iDDVفــــ ش  ( في5-14  )( iVVفي ظــــت حــــلا يكــــزو يش  iDلــــ لب  1 ل ظــــر  في ذكلزــــاف فــــ ش ا  

),( FKG  كــــوش ظــــت rVVV ,...,, ),(الحيــــت الم  ــــم تحــــم  0Fفي لــــ كت  21 FKG  في  كيائــــل
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<نســـب الكظريـــة الســـا ية  @ > @ rFKGoFK   ),(: 0FFفي  ط ـــي  0 لذا ذفيـــ  لذا فيــــاش   
mr  xf)(لذا ذفيــ  لذا فيانــم ا ــح جـــلذ   Gحــو الحيــت الم  ــم تحــم  Fلــلل  فــ ش   

 في F طن  xf)( حو نيت انيتير Kبملنى لذا ذفي  لذا فياش  K كزم  للى  mذ يا،حا 
 4مثال  

)(...1في لزكت  pا زر يب  يا، يذف   21 ���� �� xxxxf pp : و  كيائل 
 pxpCxpCxpCxxf p

ppp ����� � �
���

2
3

2
2

1
1 ...)1(  

xxxييســ  ظلــاظتز  pبمــا يش  pp ,...,, 32 لا ييســ  الحــيا ال ا ــم  2p و pذالحــيا ال ا ــم  ��
)1( آي نســن بســب ظل ــا ف و 1�pxذحــو ظلاظــت  1لا ييســ   pذ  �xf  غــت اا طــة لطزبط ــت

 غت اا طة لطزبط ت في xf)(و  ط ي ف ش  Q طن 
 )1...()1(1 21 ����� � �� xxxxx ppp  

ـــــي  ب جـــــل  ظرفيـــــب  جـــــل  لك ـــــت  الحـــــياذ،  Dو فـــــ ش  1zDلذا فيـــــاش  1�pxلــــــ  D ط 
1...21 ���� �� xxx pp في 

,2,1,...,1ا زـــــــر 
2

�  pie p
i

i

S

D  في فـــــــ ش يب ظـــــــتiD  ذا لهـــــــا  1لا يســـــــاذب
121 ط ـــي  مخزطيـــة في ,...,, �pDDD   1حـــ�p  ظـــت ا ـــلذ  المنزطيـــة لــــ)(xf  طـــن Q  ذيكـــوش

),...,,( 121 � pQK DDD   رية حو نيت انيتير في ت  الحياذ، ا )(xf  1لـD  طن Q في 
في  Qحـو  Kيذ وظو ف ظـاز لطبيـت  �Qلكت الــ  Gذحكلا ف ش الحيت الم  م لط ظر  

 �Qحــو  K  ــا    ــت نيــت ج ئــ  يذف و  ط ــي فيــت يذ وظــو ف م لطبيــت  Qت ظــت نان ــة ي ــر 
في ذحـــلا  Kحـــو الحيـــت الم  ـــم تحـــم نظـــر  ا ـــح ا ذ وظو ف ظـــاز لطبيـــت  Qيذ وظـــو ف م في لذا  

 في Q ول ح جالوا لطبيت  Kيش يلني 
 5مثال   

�ا زــــر   �3 2,3� QK  فيK  23حــــو نيــــت انيــــتير �x  طــــن Q  ــــزكت  Gفي ل
يذ وظو ف ظــاز الحيــت  �Qحــ  نظــر  ا ــح  Gفي   الوااــح  Kالحيــت نظــر  ا ــح يذ وظو ف ظــاز 
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K  في بما يش> @ 6:  QK  6ف ش)( dGo  ( في افـرت 14-8 لـيا الكظريـة  2)نسب ظتنظـة
23يش  �x  غت اا طة لطزبط ت  طن� �3� QF  ،ف ش  طن ا ات ينـيا جـلذ  في ـت  الحـياذ

23 �x  ذل كتE  يكزم  للى� �3�Q  في ف كوش� �3)( �� QQ E في 
<ذحكــــــلا فــــــ ش  @ � �> @QQQQ :3|:)( �E ظــــــت نان ــــــة ثان ــــــة  في> @ 3:)(  QQ E  

�ذ  �> @ 2:3  � QQ  ذحلا لا  ون في  لل  نصـطكا  طـن  2ييس   3ذظكها نحصت  طن يش
  كااب في

23كلزــــــــــــــــــــــــاف فــــــــــــــــــــــــ ش  �x  غــــــــــــــــــــــــت اا طــــــــــــــــــــــــة لطزبط ــــــــــــــــــــــــت  طــــــــــــــــــــــــنF  في ا ش
� � � �33 22,3 FQK ذ نــــــي وــــــوب ا ــــــح جــــــلذ   F   لطبيــــــت حــــــو  ولــــــ ح  ســــــ  � 

23 �x  فــ شK  23حــو نيــت انيــتير في ــت  الحــياذ، ا  ــ رية �x  3لطلكصــر في  F طــن  2
حـــو الحيـــت  Fحـــ  نظـــر  بح ـــث  Kيذ وظو ف ظـــاز الحيـــت  �F م ـــح  1Gذحكـــلا فـــ ش ال ظـــر  

<في  ط ـي فـ ش  1Gال ا م تحـم  @ )(:3 1GoFK   نظـر  ج ئ ـة لط ظـر  1Gفي  طـن ييـة نالـة    
G  3|)(و كلزـــاف Go  32في ظـــر  ي ـــرت �x  غـــت اا طـــة لطزبط ـــت  طـــن� �3

1 2QF  Kذ   
32حــو نيــت انيــتير  �x  1 طــنF  و ظــح> @ 2: 1  FK  في ظــت ذلــ  نحصــت ييفــا   طـــن يش

)(|2 Go  6|)(في ذحكـــلا فـــ ش Go  6)(في حـــلا ي ـــي يش God  6في  ط ـــي)(  Go  ذحـــلا
ــــرحت يش  <ي @ )(: GoQK  ولــــ ح جــــالوا  Kذ  Gحــــو الحيــــت الم  ــــم تحــــم  Qذكلزــــاف   
 في Qلطبيت 

 a-5مثال  
124ا زر في ت  الحياذ،   �� xx  طن Q : 

 
2
3)13()13(1 2224 ixxxxxxx �r

 ����� ��  

ــــــــــــــــــت  الحــــــــــــــــــياذ،  Kنيــــــــــــــــــت الانيــــــــــــــــــتير  124لك  �� xx  ــــــــــــــــــن حــــــــــــــــــو الحيــــــــــــــــــت  Q ط

� �iQiQ ,3
2
3

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ rr  في ذيش> @ 4:  QK  في لــو  نحــيا، نظــر  جــالوا لطبيــتK  طــن 
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Q  124في لمـــــــــــا فيانـــــــــــم �� xx  ـــــــــــت  طـــــــــــن ) ـــــــــــرحت  ( و يوجـــــــــــيا  Qغـــــــــــت اا طـــــــــــة لطزبط 
),(,,, 4321 QKG�VVVV في 

بح ــــث 
2

3
2

3
1

ii �
 ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �V و 
2

3
2

3
2

ii �
 ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �V  و
2
3

2
3

3
ii ��

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �V و 

2
3

2
3

4
ii ��

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �V في 

),(ل ــافة للى ذلــ   ب  QKG�V  يكــوش¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
2

3 iV ،124 جــل ا  لك ــت  الحــياذ �� xx 

^للا ف ش  `4321 ,,,),( VVVV QKG : في ا ش 

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§

�
 ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
�

�
 ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �

i
iii

3
2

2
3

2
3

2
3

111 VVV  

               
2

3
3

2
2

3
1

i
i

i �
 

�
 ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
 

�

, 

 
2
3

2
3

2
3

11
iii ��

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
� ¸

¸
¹

·
¨
¨
©

§ �� VV  

 ذ
2
3

2
3

1
ii ��

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ ��V 

� حلا ي ي يش � 3
2

3
2

3
2

3
2

33 11  
�

�
�

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
�

�
 

iiiiVV 

 iiiiii  
�

�
�

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
�

�
 

2
3

2
3

2
3

2
3)( 11 VV  

�ذ  � � � iii 3)(33 111   VVV  و ذلكــت^ `ii في  Q طــن  Kحــ  اا ــيا  لطبيــت  3,1,,3
 طـن نيـلإ المكـوا  اكـت الزبيـ  ظـت يش في  Kحو ا ذ وظو ف م ا اييا لطبيـت  I 1Vكلزاف 

� � 332  V  وii � )(2V  و� � ii 332 � V  و� � 333 � V  وii � )(3V  و
� � ii 333  V  ذ� � 334 � V  وii  )(4V  و� � ii 334 � V في 
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),(ا ش  QKG 4   زهـــــــا  ،ائريـــــــةذحـــــــلا يلـــــــني لظـــــــا ينهـــــــا نظـــــــر   4 ســـــــمن  حـــــــ  نظـــــــر     زهـــــــا  
 يذ يي ذظو ف ة ل ظر  فيتيت الرك  ة في

�ا ش  � � � 333 2
2
2   VV  وiiii  � � )()()( 22

2
2 VVV : ذيش 

 � � � � � � iiii 3333 22
2
2  � � VVV  

I 2حلا يؤ،ب للى يش 
2V في 

�ظــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــر  ي ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــرت  � � � 333 3
2
3  � VV  وiiii  � � )()()( 33

2
3 VVV  

�ذ  � � � iii 333 3
2
3   VV في 

ـــــي يش  I 2حـــــلا ي 
3V  في ذ  رييـــــة ظصـــــالة اكككـــــا الزبيـــــ  ظـــــت يشI 2

4V  ـــــ ش ـــــي ف في  ط 
),( QKG  ــــي ــــؤ،ب للى يش  4لا وــــوب  كصــــرا     ز ــــياذ ن ي ),(في حــــلا   QKG   ــــة ل ظــــر   يي ذظو ف 

 في ذظو ف ة ظح نظر  فيتيت الرك  ةيي Q طن  Kفيتيت الرك  ة في  ط ي ف ش نظر  جالوا لطبيت 
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 مسائل
 

),(نيـــ  ا ـــح  ـــيايه از ففـــا  ظز هـــ     -1 KSM  في لذا فيانـــمS  ومو ـــة ظكزه ـــة
),(ظت اللكا ر في  رحت يش  nب تحو  KSM  ذذ  لياn  طن K في 
Ssلكـــــــــــــــــــــت    إرشييييييييييييييييييييياد] KSfsفي  ـــــــــــــــــــــر   � o:  1حكـــــــــــــــــــــلا)(  sfs  
)(0ذ   tfs كـــــت لst z  في  ـــــرحت يش حـــــلن اللكا ـــــرsf  ن ـــــثSs  صـــــكت  �

),(اا يا  لطيفا   KSM  طن Kفي ] 
ومو ـــة  Wذلـــ كت  Fالحيـــت  طـــن  xf)(نيـــت انيـــتير لك ـــت  الحـــياذ،  Kلـــ كت  -2

),(في لكــــت  xf   K)(جــــلذ   ا ــــح FKG�W  1لــــ كتW   ظيصــــوW  طــــن W 
,),(في ل ــافة للى ذلـ  لكــت  Wحـو   ــيايت لطم مو ـة  1W ـرحت يش  FKG�KW  في

11 KW KWلذا ذفيــــ  لذا فيــــاش    ),(في ذظــــت ف الــــزكزو يش    FKG  ــــت نظــــر    ا،ي
 في Wلطم مو ة 

aFK)(لــ كت  -3 بمم ــ   ــير في  ــرحت  Fلحيــت ظــا  n ولــ لا  جــري   ســ  ا  ، جزــي   
<ييس   F طن  a   Kيش  يا، ظرافياز  @FK  في :

),(حــو الحيــت الم  ــم تحــم  0Fلذا فيــاش   إرشيياد ] FKG  و فــ ش> @0: FK  ،حــو  ــيا
 [ فيF طن  a   Kظرافياز 

ـــــ كت  -4 ),,...,(ل 21 naaaFK ـــــا  لطبيـــــت  ولـــــ لا     في  ـــــرحت يش فيـــــت  Fجـــــري  ظكزه 
niظـت ينـا،يز كلصـ  ة  Fحـو  رفي ـب   ـ   طــن  K كصـر   

n
ii aaa ...21
ن ــث  21

0tji  لكــتnj حـــو  Kو  Vش فيــت ظـــت في ذظـــت ف الــزكزو ينـــي لذا فيـــا  2,1,...,
F�  يذ وظو ف م لطبيتK  ف نهما ظزساذيش لذا ذفي  لذا فيانا يزييـاش  طـنia  لكـت
i  يب)()( ii aa KV  في iلكت   
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 p كصرا  ن ـث  p رحت يش ا ذ وظو ف م ا اييا حو ا ذ وظو ف م الون يا لحيت ووب  -5
  يا، يذف في

حــ  نظــر   Q طــن  1�nxو نيــت انيــتير في ــت  الحــياذ،  K ــرحت يش نظــر  جــالوا لـــ  -6
 ل ياال ة في

 في 3Sو نظر  جالوا يي ذظو ف ة للى  5ي  م يني   ظ ا   -7
 : Qالحياذ، الزال ة  طن  في تازيذجيا نظر  جالوا لحيت انيتير فيت ظت   -8

(i)   24 �x            (ii) 624 �� xx  (iii) 33 �x 
(iv) 65 24 �� xx     (v) 14 �x         (vi)  13 �� xx 

(vii) )2()13( 322 ��� xxx              (viii) 1234 ���� xxxx 
 3S (iii)نظـر  فيتيـت الرك  ـة و  (ii)و  8، جزهـا ذ  الياايه يا ال ةال ظر   (i)  الإجابة ]

(iv)  ــــــــــــــــة و ــــــــــــــــت الرك   ــــــــــــــــت الر  (v)نظــــــــــــــــر  فيتي ــــــــــــــــة و كنظــــــــــــــــر  فيتي   (vi) 3S  و 
(vii) 23 ZS u  و(viii) 4Zفي ] 

26يذجيا نظر  جالوا في ت  الحياذ،  -9 �x  طن � �3Q [ 6الإجابة   فيZفي ] 
)2()3( ــــــي يش نظــــــر  جــــــالوا لك ــــــت  الحــــــياذ،  -11 32 �� xx  طــــــن Q  يي ذظو ف ــــــة ظــــــح

23 ZS u في 
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 الواالتوسيوات الوادية والنظرية الأساسية لنظرية ج -2
 14-11توريف 
لذا فيانـم فيـت في ـت   Fيني  ول ح  ـا،ب لطبيـت  Fلطبيت  Kلزول ح جرب ييا   

 في K زبطت للى  واظت    ة  طن  K ا جل     F طن  xf)(نياذ، غت اا طة لطزبط ت 
 Fحــو  ولــ ح  ــا،ب لطبيــت  Fلطبيــت  K ل ــا   ي ــرت نيــو  يش الزولــ ح ا ــرب 

و فـــ ش  F طـــن  n  في ـــت  نـــياذ،ن ا  ـــ رية ذ، جزهـــا حـــ xf)(ذفيانـــم  K�Eلذا ي   كـــا 
 في Kمحزوت    F طن  xf)(نيت انيتير في ت  الحياذ، 

ييــة في ــت  نــياذ، غــت  xf)(في لـزكت  F لطبيــت 2، جزــي  Kا زـر يب نيــت  ولــ ح 
KFفـــــــــــ ش  D   Kذ ـــــــــــا جـــــــــــل  ذلـــــــــــ كت  Fاا طـــــــــــة لطزبط ـــــــــــت  طـــــــــــن  �)(D  في  ط ـــــــــــي

> @ 2:)( dFF D  ت فـــــــــــ ش في ظـــــــــــت نان ـــــــــــة ي ـــــــــــر> @ )(deg:)( xfFF  D  في كلزـــــــــــاف لظـــــــــــا
1)(deg  xf  2يذ)(deg  xf  1في لذا فيــــــــــاش)(deg  xf  فــــــــــ ش)(xf    حــــــــــ  كلصــــــــــو
bax Fbaن ــث  � حــو  xf)(ل  الون ــيا لك ــت  الحــياذ، في ف كــوش ا ــ 0zaذ  ,�

a
b� 

ــــلب يكزمــــ  للى  ــــ ش  Fذال ــــي ف ــــوت    xf)(حــــو نيــــت انيــــتير  Fفي ذ ط  في لذا فيــــاش  Kمحز
2)(deg  xf  ــــــ ش 12كلصــــــو    xf)(و ف �� bxax  ن ــــــثFcba في    0zaذ  ,,�

فــــــــــــــــــــــ ش  xf   K)(جــــــــــــــــــــــل ا  لك ــــــــــــــــــــــت  الحــــــــــــــــــــــياذ،  D طــــــــــــــــــــــ  الحالــــــــــــــــــــــة لذا فيــــــــــــــــــــــاش 
¸
¹
·

¨
©
§ ��� 

a
bxxaxf DD Kو  K�Dن ـــــــــث  )()(

a
b

�¸
¹
·

¨
©
§ �� D  ط ـــــــــي فـــــــــ ش )(xf 

 في F ول ح  ا،ب لطبيت  K ي يفي حلا  K زبطت  صو   تاظة  طن 
 انصــــــا   ـــــــيا، في ــــــت ظــــــت الزولـــــــ لاز ذا ش نل ــــــ  نظريــــــة  ــــــ ذ،نا   رييـــــــة ازــــــان  

 اللا،ية في
 14-12نظرية 



 
 
 

 اليصت الرا ح  صر

 

742 

لذا  F ولــ ح  ــا،ب لطبيـــت  Kفي فـــ ش  F ولــ لا  جـــري  ظكزه ــا  لطبيــت  Kلــ كت  
 في Fل لب في ت  نياذ، غت  يرية  طن  Fيتير  طن حو نيت ان Kذفي  لذا فياش 

 البرهان
),,...,(افــرت يش  21 naaaFK  ولــ لا   Kذيش  F ولــ لا  جــري  ظكزه ــا  لطبيــت   

 في F ا،ي  لطبيت 
في فـــ ش  F طـــن  iaحـــ  في ـــت  الحـــياذ، ا  ـــ رية لطلكصـــر  xfi)(افـــرت يش  iaلكـــت 

)(xfi  كيط   اظا   طن K  في افرت)(...)()( 1 xfxfxf n   في ا ش)(xf   كيطـ   اظـا  فيـلل 
naaaفي ذن ـث يش  xf)(ووب نيت انيـتير  Kفي  ط ي  K طن  ,...,, حـ  جـلذ  لك ـت   21

فيــلل  محزــوت   نيــت   Kف نكــا نســزكزو يش  F ــلذ   طــن ظولــيا لــلن ا Kذ  xf)(الحــياذ، 
 في F طن  xf)(حو نيت انيتير  Kذ طن ذل  ف ش  F طن  xf)(انيتير 

))(0( ذ،نيـــــت انيـــــتير في ـــــت  نـــــيا Kذكللكـــــلإ لـــــ كت  zxf  طـــــن F  يـــــرتفي  
naaa ,...,, ),,...(فــــــ ش  xf   K)(حــــــ  جــــــلذ  في ــــــت  الحــــــياذ،  21 21 naaaFK لــــــزكت   
)(xp  يب في ـــت  نـــياذ، غـــت اا طـــة لطزبط ـــت  طـــنF   ـــا جـــل E   K في )(xp   حـــ  في ـــت

 طــن  xp)(نيــت انيــتير  Lييفــا  ذلككهــا اــيا  كــوش اا طــة لطزبط ــت في لــ كت  Kنــياذ،  طــن 
K  في لذا ي  زكــــا يشKL  xp)(يب يش  K يــــح    xp)(فســــو  يكــــزو يش ا ــــح جــــلذ    

 في K كيط   اظا   طن 
بح ــــــث  xp   L)(لك ــــــت  الحــــــياذ،  Ecجــــــو، جــــــل  و لل  ينــــــي يلــــــافــــــرت ني فــــــا  

K�cE  في بمــا يشE  ذEc  ظرافيـــاش  طـــنF  يوجــيا وF�  يي ذظـــو ف مV  ظـــت)(EF   فـــوا
EEVبح ــــث  EcF)( طــــن  c )(  في ا شKFF �� )(E  يل ــــ  يشK  حــــو ييفــــا  نيــــت

في ل ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــافة لـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــلل  فـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ش  EF)( طـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــن  xf)(انيـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــتير 
),...,,()(),,...,,()( 2121 nn aaaFaaaFK EEE c c c  يل   يش)(EcK  حو نيـت انيـتير
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)(xf  طـــــــــن )(EcF  في لـــــــــلا يوجـــــــــيا يي ذظـــــــــو ف مW  ظـــــــــتK  فـــــــــوا   طـــــــــن)(EK  بح ـــــــــث
)(),()( EWV Fxxx  ( في13-25)نظرية   ��

W   حو ييفاF�  يي ذظو ف م  شV  : فيلل  في لزكت 
n

nxxxxf DDDD ���� ...)( 2
Fiذ  0znDو  210 �D  لكـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــت

ni naaaفي بما يش   2,1,0,..., ,...,,  ف ش : xf)(ح  جلذ   21
)(...)()()( 21 nn axaxaxxf ��� D    (1) 

Wللى  W كيائل اكت  ول ح  c  و ا ي ذظو ف م ظت> @xK  ذفوا   طن> @xK )(Ec  : في ا ش 
> @ n

n xxxxf )(...)()()()( 2
210 DWDWDWDWW c��c�c�c c  

 n
nxxx DDDD ���� ...2

210  

iiii ش  DDVDWDW    c <و حـــــــلا يل ـــــــ  يش  i م ـــــــح اـــــــ    )()()( @ )()( xfxf  cW في 
< : فيلل  @ > @ > @ > @)(...)()()( 21 nn xxxxf DWDWDWDW ��� c 

 للا ف ش :
 > @ > @ > @)(...)())()( 21 nn xxxxf DWDWDWD ���   (2) 

),(),(...,)(نحصــت  طــن يش  (2)ذ  (1)ظــت  21 naaa WWW  حــ  ظ ــتnaaa ,...,, ظــح انزمال ــة  21
),,...,()),(),(...,)(( نها ظر  ة  تر  ب مخزطف في ذيكوشي 2121 nn aaaFaaaF WWW  

<  طن يية نا  @naaaFKK ,...,,()()( 21WWE   c 
))(,...),(),(( 22 naaaF WWW  

KaaaF n   ),...,,( 21  

حـو  ولـ ح  Kفي لـلا فـ ش  K ك طـ   اظـا   طـن  xp)(حـلا  كـااب في  ط ـي فـ ش ذ  K�cEذكلزاف 
 �في حكلا يكمت الرحاش في  F ا،ب لطبيت 

 ف ما يط   لب الكزائو لطكظرية السا ية في
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 14-13 نتيجة
وــوب  Kيب نيــت ج ئــ  ظــت  Eفي لذا فيــاش  F ولــ لا   ــا،ي  ظكزه ــا  لطبيــت  Kلــ كت  

F  و ف شK  حو  ول ح  ا،ب لطبيتE ييفا  في 

 نالبرها
بح ــث يش  F طـن  xf)(و  وجـيا في ـت  نـياذ،  F ولـ ح  ـا،ب ظكزـي لطبيـت  Kبمـا يش  

K  حــــو نيــــت انيــــتير)(xf  طــــن F  في  كيائــــلK  حــــو نيــــت انيــــتير)(xf  طــــن E  في  ط ــــي
 �في  E ول ح  ا،ب لطبيت  Kنسب الكظرية السا ية ف ش 

 14-14نتيجة 
,21في لذا فيـاش  F ول ح  ـا،ب ظكزـي لطبيـت  Kل كت   DD    يب  كصـريتK  ظترافيـاش

)(21بح ث  Kلطبيت  Vيذ وظو ف م  �Fو ف ني يوجيا  F طن  DDV  في  

 البرهان
,21في بمـا يش  F طـن  xf)(نيـت انيـتير في ـت  الحـياذ،  Kل كت   DD  ظترافيـاش  طـن

F  و يوجــــياF�  يي ذظــــو ف مW  ظــــت)( 1DF  فــــوا   طــــن)( 2DF  21بح ــــث)( DDW في ا ش   
K  نيــــت انيــــتير)(xf  طــــن )( 1DF  ذفيـــــلل   طــــن)( 2DF  في  ط ــــي يوجــــيا يذ وظـــــو ف مV 

)()(يب يش  Wذحو  ول ح لـ  Kلطبيت  xx WV Kxلكت     في  كيائل : �
 211 )()( DDWDV DDWDVف ش  F�Dذلكت      في )()(  

)(21بح ث  Kيذ وظو ف م لطبيت  �Fحو  Vذكلزاف ف ش  DDV  �في   
ـــة نيـــو  ملاحظييية    LKFا زـــر  ت  ـــي لطبيـــت  Kو بح ـــث  ��   F ولـــ ح  ـــا،ب ظكز

  ولــــ ح  ــــا،ب لطبيــــت  Lفي حــــت نظكانكــــا اليــــو  يش  K ولــــ ح  ــــا،ب ظكزــــي لطبيــــت  Lذ 
F ؟ في ا وا   صو    اظة حو لا و فيما ي ي   الم ا  ا   في 
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 6مثال    
QFل كت   �و    �2QK �و    �4 2QL <بما يش    @ 2:  FK  ف شK  ولـ ح 

22 في F  ـــــــــــــــــــــا،ب لطبيـــــــــــــــــــــت �x  حـــــــــــــــــــــ  في ـــــــــــــــــــــت  نـــــــــــــــــــــياذ،  طـــــــــــــــــــــنK  بح ـــــــــــــــــــــث
� � � �442 222 �� � xxx  طــن L  ذحــو نا ــت  ــر   ــاظطي    ــي جــلذ حا  ولــيا

L  طن K في 
22حـــو نيـــت انيـــتير  L ط ـــي فـــ ش  �x  طـــن Q  في ذظـــت ف فـــ شL  حـــو  ولـــ ح

24في ظـــت نان ـــة ي ـــرت فـــ ش  K ـــا،ب لطبيـــت  �x   في ـــت  نـــياذ، غـــت اا طـــة لطزبط ـــت  طـــن 
Q  و ذيش ينــيا جــلذ حاL�4 4ذلكــت جــل ا  آ ــر ذحــو  2 2i  لا يكزمــ  للىL  و لــلا فــ ش
L  ل لإ  ول لا   ا،ي  لطبيتQ  يبF في 

حكـا  الك ـت نـو  الزولـ لاز اللا،يـة اكــت الزبـيان  كـي و ذلكككـا نز كـب ذلــ  في 
، كــا ا ش نل ــيا اليــو  يش يب  ولــ ح جــرب لحيــت بمم ــ   ــير حــو  ولــ ح اا ــت لطيصــت ذظــت 

ة  وجيا نيو  ذاز ا  از ظوج ة ) صو ا  الحيـو  المكزه ـة( ذالـ  ا ـح  ولـ لا ا نان ة ثان 
ا ريـــة اا طـــة لطيصـــت في ذا ش لـــو  نيزصـــر نـــياي كا  طـــن الزولـــ لاز اللا،يـــة المكزه ـــة لحيـــو  
ذذاز ا ـــ   ـــير في  طـــن ييـــة نـــا   ـــب الزأفي ـــيا  طـــن يش ظلظـــ  حـــلن الكزـــائو اكـــت  رحكزهـــا 

 زه ة ذالزول لاز اليا طة لطيصت فيلطزول لاز اللا،ية المك
 في 14-10الكظرية ا   ة  لم   ذا   لطكز  ة 

 14-15 نظرية
 F ولــ ح  ــا،ب لطبيــت  Kبمم ــ   ــير في فــ ش  F ولــ لا  ظكزه ــا  لحيــت  Kلــ كت  

),(اش الحيــت الم  ــم تحــم نظــر  جــالوا لذا ذفيــ  لذا فيــ FKG  حــو نيــلإF  ذ كــياظا يكــوشK 
<ف ش  F ول لا   ا،ي  لطبيت  @ > @),(: FKGoFK  في  
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 البرهان
DFK)(فـــ ش  13-50نســـب نظريـــة   نيـــت  ولـــ ح  Kفي لـــ كت  K�Dلـــ لب   

و  K ـــا جـــل     Fفي  ط ـــي فيـــت في ـــت  نـــياذ، غـــت اا طـــة لطزبط ـــت  طـــن  F ـــا،ب لطبيـــت 
نجــيا يش نيــت الانيــتير  F كصــر جــرب  طــن  Dا يش في بمــ Kكيطــ  للى  واظــت    ــة  طــن  

K c  لك ـــت  الحـــياذ، ا  ــــ رية)(xf  لطلكصـــرD  طـــن F    محزــــوتK هـــة ي ــــرت في ظـــت ج
Kc�D   يل ـــKF c�)(D  يب يشKK c�  في ذظـــت فKK c   في  ط ـــيF  حـــو الحيـــت

),(الم  م تحم  FKG  ( في14-10)نز  ة 
),(الم  ــم تحــم  الحيــت Fكللكــلإ لــ كت  FKG  في فــ شK   حــو نيــت انيــتير في ــت

)نظريـة  F ولـ ح  ـا،ب لطبيـت  Kفي  ط ي فـ ش  F طن  Dلطلكصر  xf)(الحياذ، ا   رية 
 ( ذحلا يكمت الرحاش في12-14

 �في  14-8ا    ال اني يكزو ظت نظرية 
ــــي  ــــ كت  Fلحيــــت  Kا زــــر يب  ولــــ ح  ــــا،ب ظكز ــــ   ــــير في ل ),(بمم  FKGG    

 في لزكت : Gيية نظر  ج ئ ة ظت  Hذ 
^ `HxxKxKH �� � VV في  ب نيـــــت  Hالحيـــــت الم  ـــــم تحـــــم  :)(,

^ و Fووب  Kلطبيت  Eج ئ   `ExxxGEKG �� � ,)(|),( VV في 
),( EKG  حــ  نظــر  ا ــحE�  يذ وظو ف ظــاز الحيــتK  ذحــ  نظــر  ج ئ ــة ظــت),( FKG  نحــت

ا ش   ظو ــح لكـــرحت الكظريــة ا لالـــ ة لكظريـــة جــالوا )فيـــ    نـــالاز الحيــو  الـــ  ا  حـــا 
ذ ائطــة ا ــح  Fالـ  تحــوب  K ـير( ن  ــا   كائ ــة ظزم ـ    ــي  ائطــة الحيـو  ا  ئ ــة لطبيــت 

),(ال ظر ا  ئ ة لط ظر   FKG في 

 )النظرية الأساسية لنظرية جالوا(   14-16نظرية 
),(بمم ــ   ــير ذلــزكت  F ولــ لا   ــا،ي  ظكزه ــا  لحيـــت  Kلــ كت  FKG  نظــر  جـــالوا

),(في ف ش الزيا ت  F طن  Kلطبيت  EKGE l  ن ـثE  نيـت ج ئـ  ظـتK  وـوبF 
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ذ ائطـة ا ـح ال ظـر ا  ئ ـة  Fذالـ  تحـوب  Kحو  يا ت ينـا،ب  ـي  ائطـة الحيـو  ا  ئ ـة ظـت 
),(ظت  FKG  الصرذط ا   ة  ظح تحي و: 

),(نظر  ج ئ ة ظت  Hذ  Fناذي   Kنيت  ج ئ ا  ظت  Eلذا فياش  FKG : 
(i) ),( EKGKE  في  

(ii) ),( HKKGH  في  
(iii) > @ > @),(: EKGoEK <ذ    @FE ),(يساذب ،ل ت  : EKG   ),( FKG في 
(iv) E  ولــــ ح  ــــا،ب لطبيــــت F  لــــلا ذفيــــ  لذا فيانــــم),( EKG  نظــــر  ج ئ ــــة  ا،يــــة ظــــت

),( FKG في 
(v)  كــــــــــياظا يكــــــــــوش E  ولــــــــــ لا   ــــــــــا،ي  لطبيــــــــــت F  و فــــــــــ ش),( FEG ــــــــــة ظــــــــــح يي ذظو ف  

),(/),( EKGFKG في 

 البرهان
KEFذ  F ول ح  ا،ب ظكزـي لطبيـت  Kبما يش    ولـ ح  ـا،ب  Kو فـ ش  ��

),(و نيســي الحيــت الم  ــم حــ Eفي  ط ــي فــ ش  Eظكزــي لطبيــت  EKGK  ( في ذحكــلا 14-15)نظريــة
 في (i)نصطكا  طن 
^الزلريــف ظــت  `HxxKxKH �� � VV   ــا    H�Vو فــ ش فيــت  |)(,

ـــــــــــي  Kيذ وظـــــــــــو ف م لطبيـــــــــــت  �HK ـــــــــــت  ),(في  ط  HKKGH ظـــــــــــت جهـــــــــــة ي ـــــــــــرت  في �
> @HKKHo :)(  ولـــــ ح  ـــــا،ب لطبيـــــت  K( في   نيـــــلإ الواـــــم ذلكـــــوش 14-8)نظريـــــة   

HK ـــــي يش  14-15و فــــ ش نظريـــــة  HK  حــــو الحيـــــت الم  ـــــم تحــــم),( HKKG  في  ط ـــــي فـــــ ش
> @ > @),(: HH KKGoKK <ذحكــــلا فــــ ش    @),()( HKKGoHo ),(ذظكهــــا    HKKGH   

 في (ii)ذحلا يرحت 
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فـــــــــــــ ش  14-8و فبســـــــــــــب نظريـــــــــــــة  E ولـــــــــــــ ح  ـــــــــــــا،ب لطبيـــــــــــــت  Kذا ش ذ ش 
> @ > @),(: EKGoEK  ذ ط ي يكوش :  

> @ > @ > @ > @ > @ > @FEEKGoFEEKFKFKGo :),(:::),(     

<ذظكها  @ > @
> @),(

),(:
EKGo
FKGoFE  في (iii)و حلا يرحت   

Eaفي ا زــر يب  كصــر  F ولــ لا   ــا،ي  لطبيــت  Eلــ كت  انيــتير  نيــت و فــ ش �
ذذلـــ  يـــؤ،ب للى يش فيـــت ظرافـــ   Eمحزـــوت    F طـــن  aفي ـــت  الحـــياذ، ا  ـــ رية لطلكصـــر 

),(ييفــــا  في بمــــا يش  ب  Eيكزمــــ  للى  F   K طــــن  aلطلكصــــر  FKG�V  و)(aV  حــــو
Eaو  كــــوش لــــيايكا  a ظرافــــ  �)(V  في  ط ــــي لكــــت),( EKG�K  يكــــوش> @ )()( aa VVK   

aaذيكــــــــــوش   � )()( 1KVV  ــــــــــرحت يش 1),(ذحــــــــــلا ي FKG��KVV  لكــــــــــت),( EKG�K  
),(ذ  FKG�V اف ف ش في ذكلز),( EKG   نظر  ج ئ ة  ا،ية لط ظر),( FKG في 

),(ذكللكـــلإ افـــرت يش  EKG  نظـــر  ج ئ ـــة  ا،يـــة ظـــت),( FKG  في ا زـــرEa � 
ـــ كت  Kو فـــ ش  Fحـــو  ولـــ ح  ـــا،ب لطبيـــت  Kبمـــا يش  لك ـــت   Lوـــوب نيـــت انيـــتير ذل
 xp   L)(لك ـت  الحـياذ،  bا زـر يب جـل  في  L طـن  aلطلكصـر  xp)(ا  ـ رية الحياذ، 
بح ــــــث  Kلطبيــــــت  Vيذ وظــــــو ف م  �Fفي  ط ــــــي يوجــــــيا  F طــــــن  aحــــــو ظرافــــــ   bف كــــــوش 

ba  )(V  في  ب),( EKG�K  1),(و FKG��KVV  ط ــــــــــــــــــــــي aa  � )()( 1KVV   في لذا
> @ )()( aa VVK ),(لكـــــــت    FKG�K   ـــــــة نـــــــا ـــــــن يي ـــــــم تحـــــــم  Eفي  ط  حـــــــو نيـــــــت الم  

),( EKG  في حـــلا يـــؤ،ب للى يشEab � )(V  في كلزـــافEL حـــو  Eذحـــلا يـــرحت يش  �
 في  (iv)في ذاللب يرحت  F ول ح  ا،ب لطبيت 

aFE)(في ا ش  F ولـــــــ ح  ـــــــا،ب لطبيـــــــت  Eلـــــــ كت  ـــــــ لب    Eaل في  ب  �
),( FKG�V  ــح EV   ظــ ا  لميصــو V  طــن E  في بمــا يشEa �)(V  و فــ شEE �)(V 

<ذ ش  @ > @FEFE ::)(  V  فــــــ شEE  )(V   و لذاEV  حــــــوF�  يذ وظــــــو ف م لطبيــــــتE 
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),(ذ ط ــــــــــــــــــــــــي  FEGE �V   في  ــــــــــــــــــــــــر  الرالــــــــــــــــــــــــ),(),(: FEGFKG oO  بح ــــــــــــــــــــــــث
),(,)( FKGE �� VVVO  في ظـــــــــــــــــــــــــت الوا ـــــــــــــــــــــــــ  ينـــــــــــــــــــــــــي  ب),(, FKG�KV  و
EEE KVVK ),(  ـــا    ـــت حوظوظـــو ف م نظـــر  في ا زـــر يب  Oذكلزـــاف  )(  FEG�J  في ا ش
)(aJ   حــــــو ظرافــــــa  ــــــن ــــــلا ف نــــــي يوجــــــيا  F ط ــــــث  Kلطبيــــــت  Vذ وظــــــو ف م ي �Fفي ل بح 
)()( aa JV ذالحيــت  Fفيتهمــا ا ــت ا ايــيا  طــن   Jذ  Vفي ل ــافة للى ذلــ  ف نــي لمــا فيــاش   
E  كللكصر ظولياa  طن F  ف ش)()( xx JV EaFxلكت     �  في )(

VOVJ)(يب يش    E  ـــــــــــــــــــــــــــي يش  الـــــــــــــــــــــــــــ  فـــــــــــــــــــــــــــوا  في لذا   Oفي حـــــــــــــــــــــــــــلا ي 

Oker
),(),( FKGFEG OVفي ا ش  # ker�   فياشلذا ذفي  لذا EV  حو الرال  ا اييا  طـنF 

xxبملنى يني لذا ذفي  لذا فياش   )(V  لكـتEx ),(يب لذا ذفيـ  لذا فيـاش  � FKG�V في
ker),(لذا   EKG O ن يش ذظكها نحصت  ط

),(
),(),(

EKG
FKGFEG  في #

 �في ذ كوش الكظرية ايا  رحكم في  (v)حلا يرحت 
KF  المتنظاز الزال ة   يياش فرذت الكظرية السا ية فيو ,

 ـيا، ظكزـي  Fذالـلب وـوب  Kالكظرية السا ية   ي يش  يا، الحيـو  ا  ئ ـة ظـت    1ملاحظة 
),(و   الحي ية حلا الليا، حو  يا، ال ظر ا  ئ ة لط ظر   FKG في 

بمــا يش فيــت نظــر  ج ئ ــة ظــت نظــر  ي  ط ــة حــ  نظــر  ج ئ ــة  ا،يــة و الكظريــة الســا ية    2ملاحظيية 
),(  ي يني لذا فيانم  FKG   نظر  ي  ط ة ف ش فيت نيت ج ئE  ظتK  ووبF  حـو  ولـ ح
aFK)(لزو ــ   ذلــ  في افــرت يش  F ــا،ب لطبيــت  حــ  اــو   aن ــث ا ــح ظرافيــاز   

QF ــا  لــ كت في  طــ  لــ  ت الم aلطلكصــر  aQK)(ذ    pن ــث   
i

ea
S2

)انظــر ظ ــا    
12( في فــــــــ ش اللكا ــــــــر 4 ,...,, �paaa  حــــــــ  جــــــــلذ  في ــــــــت  الحــــــــياذ، غــــــــت اليا طــــــــة لطزبط ــــــــت
1...21 ���� �� xxx pp في 
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,),(ا زــر يب  كصــريت  FKG�KV  في بمــا يش)(),( aa VK   فيتهمــا ظرافــ  لطلكصــرa 
iaaف ش   )(V  ذjaa  )(K  ل لبji, : كيائل يكوش  

> @ ijijii aaaaaa      )()()())(()()( KKVKKV  

ijaaكلم ـــــــت فـــــــ ش   )(VK  كلزـــــــاف فـــــــ شKVVK ),(ذالـــــــلب  ـــــــي يش    FKG   حـــــــ  نظـــــــر 
 ي  ط ة في

 ذا ش نل   ظ الا  يو   الزنياام الكظرية ا لال ة  الوا في
 6 (a)مثال  

)(65ا زــــر  24 �� xxxf  3()2(في بمــــا يش()( 22 �� xxxf  2فــــ شr  و
3r   حـــ  جـــلذ)(xf  ذيش� � � �3,23,2 QQK  rr    حـــو نيـــت انيـــتير في ـــت

�في ا ش  Q طــــن  xf)(الحــــياذ،  � � �3,22 QQQ ذلطرحكــــة  طــــن الانزــــوا  اليلطــــ   ��
�ا  ـــــــت يكيـــــــ  الرحكـــــــة  طـــــــن يش  �23 Q� ب   ف كـــــــوش في افـــــــرت يش حـــــــلا غـــــــت  ـــــــ

23 ba Qbaل لب   �  ذحلا  ياذ ن يؤ،ب للى يش : ,�
2222 232222)2(3 baababba �� ���  

626230  شا   � � bba 
 ـــب يش يكـــوش  ـــيا،ا   3فـــ ش  b 0لذا فيـــاش   ـــيا، نســـ  ذحـــلا لا  ـــون ييفـــا  في 6ذيش 

abلذا  الا ز ــا  الون ــيا المز يــ  حــو يش  نســ  ا  ذحــلا ييفــا  لا  ــون في
ba

2
232

22 ��
 ــيا،   

�نس    ذحلا ي ي يش فر كا غت  ائب و ذنز  ة لـلل  فـ ش  � � �23,2 QQ z  في ذكلم ـت
�اكت    اش يش  � � �3,23 QQQ < ط ي نجـيا يش  في �� @ 4:  QK   في ذبمـا يش    ـة نظـر

),(جالوا  QKG  يذ حـ  نظـر  فيتيـت الرك  ـة في  ،ائريـةفـ ش حـلن ال ظـر  لظـا يش  كـوش  4يسـاذب
�وــوب  طــن ا اــت نيطــي جــ ئ ي  Kا ش  �2Q  و� �3Q ا   ــي ييلــاش فلط ــQ  ذK  فمــت

),(الكظريـــة ا لالـــ ة  ـــالوا فـــ ش  QKG  فـــ   طـــن ا اـــت نظـــر ي جـــ ئ زي فلط زـــي  ـــي ^ `I 
 ذال ظر  نيسها في
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�بمــــــا     �> @ 22:  QK  و� �> @ 23:  QK    فــــــ),( QKG   لهــــــا قلــــــ  ا  ــــــ
 . 2زمرتين جزئيتين رتبتاهما 

),(بالتالي ف   الزمرة  QKG  قليه فهي  يزومورفيـة مـ   دائريةلا يمكن    تكو  زمرة .
22زمرة كلاين الرباقية . ولما كانت  �x   غير  ابلة للتحلي  قل� �3Q و  2همـا  وجـررااا

�توسي  قـاد  للحلـ   K، و    �2 �3Q  ف نـه يوجـ   14-4، فحسـ  نتيةـة� �3Q� 
�بحيـــ   Kللحلـــ   2Vتومـــورفزل ولـــيكن  و  � 222 � V      ومـــن الواأـــ� � 333  V 

�وقليـــــــه فـــــــ    � � � � � 6326 222 �  VVV  ـــــــار ـــــــ  باقتب 32. بالمث �x   نحصـــــــ  قلـــــــ ،
ـــــــــ   Kللحلـــــــــ   3V وتومـــــــــورفزل  �بحي � 223  V  ،� � 333 � V  و� � 663 � V 

),(واكــــرا اصــــللاا قلـــــ   لا ــــة قلاا ـــــر    QKG  32واــــي,, VVI  ونحتـــــا  فلــــ  ل لاصـــــر .
 إأا  آخر .

ــــــة  �مــــــرة  ني � � �33: QQ oV   الم طــــــ  اســــــ� � 33 baba � �V  اــــــو
� وتومــــورفزل للحلــــ   �3Q  2بحيــــ     كثــــيرة ااــــ ود الملابلــــة لكثــــيرة ااــــ ود)( 2 � xxf 

)()2(2)(اــــــــي  Vتحــــــــت  22
1 xfxxxf  � � V   همــــــــا جـــــــــررا   �2،  2، الآ

1)(،  xf)(كثــــيرد ااــــ ود  xf     قلــــ  ال تيــــ  ، ك ــــا� � � � � � � �2323 �  QQK 
�بحيــــــ   Kللحلـــــ   4Vيوجــــــ   وتومـــــورفزل  13-32قليـــــه اســـــ  نظريـــــة  � 224 � V  ،

� � 334 � V    بالتا  ف .� � � � � � 6326 444   VVV . 
632مـــــــــن الواأـــــــــ      dcba ��� D   ـــــــــ Qdcbaاي فـــــــــ    ,,,�

DD  )(I . 
632)(2 dcba ��� DV   (i) 
632)(3 dcba ��� DV   (ii) 
632)(4 dcba ��� DV   (iii) 
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<يــــة الف ليــــة للزمــــرة الآ  الزمــــر ا زئ @QKG ^اــــي  , `21 , VIH    ،^ `32 , VIH    ،
^ `43 , VIH DDVإذا وفل  إذا كا   HK�D. الآ          نه إذا وفل  إذا : 2)( 

632632 dcbadcba ��� ���  

ــــــــــــــــة الم ــــــــــــــــاملا  ــــــــــــــــ      بملارن dbإذا وفلــــــــــــــــ  إذا  HK�Dنحصــــــــــــــــ  قل . إذاً  0  
^ ` � �3,:3

1
QQcacaKH �بالمث  ف     ��  �2

2
QKH �و    �6

3
QKH   . 

 16-14 (a)تعريف 
بـ ائي للوااــ   نـويبجـرر  Zقـ داً  ـحيحاً موجبـاً . يسـ   ال ــ د المركـ   nلـيكن  
nmولا يوج  ق د  حي   nZ 1إذا كا    . mZ 1بحي   �
ـــةن لـــن    ع وقـــة ا ـــرور اللاونيـــة للوااـــ  تشـــك  زمـــرة    ملاحظةةة  تحـــت  nرتبتهـــا  G دائري

اــو جــرر نــوي بــ ائي للوااــ   Gق ليــة أــرع ا قــ اد المركبــة . وقليــه فــ   كــ  مولــ  للزمــرة 
 وبال كس .

 6 (b)مثال 

2
31 i��  ـــــ ائي للوااـــــ  و ـــــو ب اـــــو جـــــرر تك ي

5
6

sin
5

6
cos

SS i�  اـــــو جـــــرر

ــــــ ائي للوااــــــ  . للتحلــــــ  مــــــن اــــــر  3الادقــــــاظا  لااــــــ      خــــــامس ب
2

2
31

i

ei S

 
��  

12و 

3

3
2

  ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
i

i

ee S
S

1ولكن  
2

31
1

3
2

z
��

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§ ie
iS

 و   : 

1
2

313
42

3
2

z
��

  ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§ iee
ii SS

 

1مــــــــــــــــــــرة  خــــــــــــــــــــر  

5

5
6

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§ i

e
S

50ولا يوجــــــــــــــــــــ  قــــــــــــــــــــ د  ــــــــــــــــــــحي    �� m   ــــــــــــــــــــ  بحي

15
6

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
mi

e
S

 . 
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 (b) 14-16تعريف 
ع وقــــــــــــــة نيــــــــــــــ  ا ــــــــــــــرور اللاونيــــــــــــــة الب ائيــــــــــــــة للوااــــــــــــــ  ، قلا ئــــــــــــــر  S لــــــــــــــتكن
�
�

� 
S

n xx
[

[I  . nمن ال رجة  (cyclotomic)تس   كثيرة ا ود سيكلوتومية  )()(

nلااـــ   ولاً    
i

e
S2

المـــركورة  جـــرر نـــوي بـــ ائي للوااـــ  ، قليـــه واســـ  الملااظـــة 
12سلفاً ف   نيـ  ا ـرور للوااـ  م طـاة قلـ    ـا  ,...,,,1 �n[[[   ايـ

n
iS[ 2

. بالتـالي   
)1,,,...,()(اــو  Qقلـــ   1�nxفــ   الــ  انفــلا   12 [[[[ QQ n  ]اســ  الت ريـــ   � 

<. فـــ ذا برالاـــا     xnI)(يحلـــ   @xQxn �)(I   و  ـــا غـــير  ابلـــة للتحليـــ  قلـــQ   ف نـــه يكـــو
<بإمكانلاـــا الةالاـــة قلـــ      @ )(:)( nQQ M[ اـــو دالـــة  ويلـــر التوتيانيـــة      nM)()ايـــ    

 . nساو  ق د مول ا  زمرة دائرية رتبتها ق د ا رور الب ائية للواا  ي
ا فلاا التـالي اـو الةالاـة قلـ   ـواع نيـ  اـر  الادقـاظا  . فبـ     نـةان الل ـية 

<كثـــيرة اـــ ود واا يـــة مـــن   xnI)(التاليـــة ، نلااـــ      @xQ ـــ ائي جـــرر  ]لكـــو   ])( نـــوي ب
 للواا  .
 16-14 (c)قضي  

 �
dd

 �

nd
nd

d
n xx

1
/

)(1 I . 

 البرهان
، فـ   رتبـة     nرتبتهـا  Gلما كانت نيـ  ا ـرور اللاونيـة للوااـ  تزلـ  زمـرة دائريـة  

 ، الآ  : nجرر نوي للواا  اي قام  لل  د 
)(...)()(1 21 n

n xxxx DDD ��� �  

ـــا أـــن ا ـــرور  iDايـــ    Gالمتســـاوية الرتبـــة . بمـــا     iDاـــو جـــرر نـــوي للوااـــ  . بإمكانلا
اـو اا ـ  أـرع نيـ  ال وامـ   p. افـر   iDيوجـ   nمـن قوامـ   d، لكـ  قامـ  دائريـة
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)( ix D�  1لكثـــيرة ااـــ ود�nx   بحيـــdi  )(D$  وd  قامـــ  لــــn     نـــ قي .p لـــيس 
ـــــــــــتكن  xdI)(ســـــــــــو   ـــــــــــوي  Dللوااـــــــــــ  .  dا ـــــــــــرر ر ـــــــــــن  D. ل  اـــــــــــو  ي ـــــــــــاً جـــــــــــرر ن

kdnndللوااــــــــــــــــــــــــــــــ  ،     Nkلــــــــــــــــــــــــــــــب    |�  اــــــــــــــــــــــــــــــرا يــــــــــــــــــــــــــــــزد  إ      �
1)(    kdkdn DDD  جـــــه خـــــاب ا ـــــرور الب ائيـــــة . بوd  للوااـــــ  اـــــي جـــــرور نونيـــــة

xp)(. إذاً  p، قليه ك  واا  ملاها يج     يةز قاملاً لــ للواا  dI     وكلاتيةـة لـرلف فـ
�

dd

 �

nd
nd

d
n xx

1
|

)(1 I  .� 

  nبصـــــــورة واأـــــــحة للـــــــين  xnI)(اـــــــر  الل ـــــــية ت طيلاـــــــا  ريلـــــــة ملائ ـــــــة لتح يـــــــ  
1)(1الصغيرة . واكرا ف    � xxI :  الآ . 

1
1
1

)()()(1
2

221
2 � 

�
�

 � � x
x
xxxxx III  

1 مرة  خر 
1
1

)()()(1 2
3

331
3 �� 

�
�

 � � xx
x
xxxxx III 

1 و خيراً 
)1()1(

1
)()()()(1 2

4

4421
4 � 

��
�

 � � x
xx

xxxxxx IIII 

 16-14 (d)نظري  
 > @xZxn �)(I . 

 نالبرها
<،  n 1. قلاـــ ما  nنطبـــ  الاســـتلاتا  قلـــ    @xZxx �� 1)(1I  1لـــيكن!n 

<وللافر      @xZxm �)(I   ي  nm �d1 . 
�،  16-14 (c)اســـــــــــــــ  الل ـــــــــــــــية 

dd

  �

nd
nd

nd
n xxqxx

1
|

)()()(1 II   ـــــــــــــــ اي

�
�d

 

nd
nd

d xxq

1
|

)()( I    استلااداً إ  فـرو  الاسـتلراظ فـ .> @xZxd �)(I   يـ  nd . إذاً  �
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> @xZxq <كثــيرة اــ ود واا يــة     xq)(. لمــا كانــت  )(� @xZ  فحســ  خوارزميــة اللســ ة ،
  > @xZ   1)()()(نحصـــ  قلـــ xsxrxqxn <ايــــ   � � @xZxsxr )(0، و    ),()(�  xs 
deg)(deg)( و  xqxs �     .)([QZ جــــــــرر نــــــــوي بــــــــ ائي للوااــــــــ  ،  ــــــــ      ]،  �

)()()(1 xsxrxqxn <ايــــــــــــــــــــــــ   � � @xQxsxr )()(),( )(0و نــــــــــــــــــــــــه إمــــــــــــــــــــــــا  �]  xs  و 
)(deg)(deg xqxs � . 

<ولكــــن    @xQ 1)()(، يكــــو   ])( xxqx n
n I �  وا انيــــة اتــــ  اللســــ ة والبــــا ي

)(0يزديا  إ       xs  و)()( xrxn  I  ًإذا .> @xZxn �)(I  .� 

 16-14 (e)نتيج  
 > @xQxn �)(I  .� 
 . Qغير  ابلة للتحلي  قل   xnI)(و خيراً نةان     

 16-14 (f)نظري  
 )(xnI   غير  ابلة للتحلي  قلQ . 

 البرهان
 غـــير  ابلـــة للتحليـــ  قلـــ   xnI)(يكفـــي الةالاـــة قلـــ      10-41قلـــ  أـــوظ الل ـــية  

Z  لـتكن .)(xh      كثــيرة اـ ود غــير  ابلـة للتحليــ> @xZ   بحيـ)()()( xgxhxn  I    لــب
> @xZxg وااـ  بتـا  . الآ      xg)(،  xh)(واا ية ف نه يمكن اختيـار  xnI)(. بما     )(�

    نـه جـرر نـوي بـ ائي للوااـ  .  xnI)(او جـرر لكثـيرة ااـ ود  xh)(جرر لكثيرة اا ود 
)(0   جرر نوي ب ائي للواا  ف    ]ليكن   [h   ف ذا كاp   قـ داً  وليـاً بحيـnp � 

npو  لــيس جــرراً  ]p. وقلــ  فــر      xh)(جــرر لكثــيرة ااــ ود  ]pف نلاــا نــ قي     �|
),(1ف    xh)(لكثيرة اا ود   np      جرر ب ائي نوي للواا  ، واـرا يـزد   ]يزد  إ

 إ     :
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 0)(0)()(0)(  � � pppp
n ggh [[[[I  ( 0)( zph [   )  

)(جـــرر لكثـــيرة ااـــ ود  ]ب بـــارة  خـــر   xg)(جـــرر لكثـــيرة ااـــ ود لــــ  ]pإذاً  pxg  لكـــن .
)(xh   فهـــي إذاً كثـــيرة اـــ ود  ]كثـــيرة اـــ ود واا يـــة غـــير  ابلـــة للتحليـــ  تتحلـــ  بال لاصـــر ،

ــــ   ]غرية لل لاصــــر ا  ــــ ــــه  Qقل )(|)(. قلي pxgxh   > @xQ      ــــزد  إ ــــ ور  ي . اــــرا ب
)()()( xlxhxg p <بمــــا       @xZxhxg p ــــ    ),()(� <، ف @xZxl )اســــتا ل الملاا شــــة    )(�

1)()(  . قليه ف   16-14 (d) نظرية xxqx n
n I � :  اي 

 �
�d

 �� 

nd
nd

n
d xgxhxqxxxq

1
|

)()()(1)()( I  

o�!الآ  قرف  pZZ /:T قل  اللاحو الآد npnn  !�� )(T 

T  ًقبــــارة قـــــن اومومـــــورفزل فـــــو ي تحــــ  اومومورفزمـــــاً فو يـــــا> @ > @x
p
ZxZ

!�
o:I   ًم رفـــــا

¦¦ الآدك
  

 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ t

i

i
i

t

i

i
i xx

11

DDI 

))((ف ذا رمزا إ   xfI  بالرمز)(xf       ف> @xZxf  يكو  : )(�
 > @ )()()(1)()()()1( xgxhxqxxgxhxqx nn  �� � II      …(1) 

rوبفــر     
r xxxg EEE ��� ...)(  2، بلاــ   30ف نــه اســ  نظريــة فيرمــا  )ســزا   10
Za  إذا كا  الفص  الثاي aaف    � p  ارا يزد  إ     :  

 )...()...)( 100
rpp

r
ppprp

r
pp xxxxxg EEEEE ��� ��  

  > @ppr
r xgxx )()...( 10  ��� EEE  

)()()()()()( الآ  xlxhxgxlxhxg pp  �  
     > @ )()()( xlxhxg p  �  

<   xh)( ود قـــــــاملاً غـــــــير  ابـــــــ  للتحليـــــــ  لكثـــــــيرة ااـــــــ xt)(إذا كـــــــا   @1x
p
Z

!�
، فـــــــ    

> @pxgxt )(|)(   > @x
p
Z

!�
)(|)(اـــرا يـــزد  إ       xgxt   > @x

p
Z

!�
. باســــتا ال  
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< ــــ      (1) @ 1|)( 2 �nxxt   > @x
p
Z

!�
Ixnالي فــــ   بالتــــ  غــــير  ابلــــة للفصــــ  قلــــ   �

!� pZ  . ولكن : /
 > @ 0)()( 1 z 

c
�� �nn nxxfIxxf   ( np |�    ) 

  ـــ  xh)(جـــرر لكثـــيرة ااـــ ود  ]pلـــرا فـــ   ادقائلاـــا بكـــو   13-41اـــرا تلاـــا   مـــ  الل ـــية 
.)(   جــرر لكثــيرة ااــ ود  [تحلــ  . لــيكن  xnI]     جــرر نــوي بــ ائي للوااــ  ، وبمــا[ 

[]kاو  ي اً جرر نوي ب ائي للواا  ف    Nkلب      � . 
spppkنفـــــــر      ـــــــ    21... ـــــــة لكـــــــ   ipاي )1( قـــــــ اد  ولي si dd  ـــــــيس )ل

npiبال ـــرورة    تكـــو   تلفـــة  بحيـــ   لـــيس قـــاملاً لل ـــ د  ip. ايـــ   ياً مـــن  iلكـــ   �
n   1. وإلا فـــ),( znk       k[] !  لا يمكـــن    يكـــو  جـــرراً نونيـــاً بـــ ائياً لل حايـــ   

]]]]] وبتكرار تطبي  ما برالاا  ف    � ss pppppppppp )(,...,)(,)(, 121321211 ... 
 اــــو جــــرر لكثــــيرة ااـــــ ود  xnI)(وقليــــه فـــــ   كــــ  جــــرر لكثــــيرة ااـــــ ود  xh)(اــــي جــــرور 

)(xh  بالتالي .)()( xhxn  I  ًإذا .)(xnI   غير  ابلة للتحلي  قلZ  .� 
 نحص  قل  اللاتيةة الآتية . 16-14 (f)ونظرية  16-14 (e)باستا ال نتيةة 

 16-14 (g)نتيج  
 �.  nM)(يساو   Qقل   1�nxدرجة ال  انفلا  
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 مسائل
 

درجتـه  Fالـ  توسـي  للحلـ   Kقلاصـراً ، ولـيكن  qالـ  جـالوا يحـو   Fليكن  -1
n  .    برانK   توسي  قاد  للحلF . 
xxقبارة قن ال  انفلا  كثيرة اا ود  K  إرشاد ]

nq  [ .Fقل   �
^. إذا كانـت  Fتوسـي اً جـةياً للحلـ   Kلـيكن  -2 ` IiiF  يـة قائلـة غـير خاليـة الــو   �

، بــران    التلــا    Fاــو توســي  قــاد  للحلــ   iF، بحيــ  كــ   Fجزئيــة تحــو  
�
Ii

iF
�

 . Fاو  ي اً توسي  قاد  للحل   

LKFلــــــيكن  -3 ــــــ   �� ــــــة الــــــو  بحي ــــــز  ــــــفر ،  F    لا  ــــــه ري  توســــــي   Kل
 ، بران الآد : Kتوسي  قاد  ملاته للحل   Lو  Fقاد  ، ملاته للحل  

للحلــ   K وتومــورفزل  �F، ف نــه يوجــ   K وتومــورفزل للحلــ   �V    Fإذا كــا  
L      بحيV  ر او ملصوK   إK . 
ـــــــيكن    إرشةةةةةةةاد] aFK)(ل    ،)(bKL       .),( FKG�V  ،)(aV  اـــــــو

)())((مــــ  كــــو   Fقلــــ   aمرافــــ   aFaF V   إأــــافة إ  ذلــــف .L   اــــو الــــ
))((تماماً مث   Kقل   bانفلا  كثيرة اا ود ا  غرية لل لاصر  aF V. ] 

 . بران الآد : Fتوسي اً ملاتهياً ال   Kليكن  -4
(i    يوج  توسي  قاد    غر  للحلF   يحوK . 
),,...,(لــــــيكن   إرشةةةةةةاد ] 21 naaaFK اــــــي كثــــــيرة ااــــــ ود  i  ،)(xfiولكــــــ     

اا ـــــ  أـــــرع كثـــــيرا  ااـــــ ود  xf)(. إذا كـــــا   Fقلـــــ   iaا  ـــــغرية لل لاصـــــر 
)(xfi   ار  ف   ال  الانفلاL  لـ)(xf   قلK . ]او اال  المطلوع 
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(ii  K د  قلـــ  توســـي  قـــاF   إذا وفلـــ  إذا كـــا  يحلـــ  الشـــر  الآد : لكـــ
Kتوسي   c   للحلK     ،F�   يزومـورفزل للحلـ K   K c  ًاـو  ساسـا

F� . وتومورفزل  
 Qومثالاً آخر لتوسـي  جـة  للحلـ   3درجته  Qاذكر مثالًا لتوسي  قاد  للحل   -5

 بحي  لا يكو  توسي اً قادياً . 3درجته 
133اقتة ال  انفلا  كثيرة اا ود   إرشاد ] �� xx   قلQ. ] 

الـــ  انفـــلا   Kولــيكن  F يـــة كثــيرة اـــ ود غــير  ـــفرية قلــ  الـــ   xf)(لــتكن  -6
)(xf   قلـــF  فـــ   الزمـــرة .),( FKG تســـ   زمـــرة جـــالوا لكثـــيرة ااـــ ود )(xf  .

)(1، زمـــــرة جـــــالوا لكثــــيرة ااـــــ ود  Gبــــران    الزمـــــرة  � n
n xxp  قلـــــ  ا قـــــ اد

 اللاسبية تكو  دائرية .

DQK)(لااــ       إرشةاد ] nايــ    
i

e
S

D
2

قلــ   1�nxاـو الــ  انفــلا    
Q  وك  مراف  لل لاصرD  او  وة لل لاصرD. ] 

<بم يــز  ــفر بحيــ   Fتوســي اً قــادياً ملاتهيــاً الــ   Kلــيكن  -7 @ nFK . لــيكن  : 
nVVV ,...,, Kx. لكـــ   K وتومورفزمـــا  االـــ   �Fمـــن  nقبـــارة قـــن  21 �  ،

/)(قـــرف  xFKN  و)(/ xFKT  يســـ يا  الم يـــار و  ـــر(x   قلـــF  قلـــ  ال تيـــ   ك ـــا
 يلي :

�
 

 
n

i
ixFK xN

1
)(/ )(V ,    ¦

 

 
n

i
ixFK xT

1
)(/ )(V  

 بران ما يلي :
(i     F�  وتومورفزل V   للحلK . 

> @ )(/)(/ xFKxFK NN  V ,   > @ )(/)(/ xFKxFK TT  V  
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/)(غير ذلف استلات      قلا ئر  و xFKN  و)(/ xFKT     كلاهماF . 
(ii   اقتة� �3 2,3� QK   ااس .� �3

/ 2QKN  و� �3
/ 2QKN . 

(iii    إذا كــاE  الــ  جزئــي مــن   K   يحــوF      بحيــE   اــو توســي  قــاد
Kx، ف نـــــــــــــــه     Fللحلـــــــــــــــ   <يكـــــــــــــــو   � @)(//)(/ xEKFExFK NNN    

<و  @)(//)(/ xEKFExFK TTT   . 
توســــي  قــــاد   ابــــ  للفصــــ   K. بــــران     F  توســــي اً ملاتهيــــاً للحلــــ Kلــــيكن  -8

),(او اال  المثبت تحت الزمرة  F، إذا وفل  إذا كا   Fللحل   FKG . 
ــــة جــــ 8باســــتا ال ســــزا   -9 ــــة ا ساســــية للاظري ــــران اللاظري  Kالوا تحــــت فرأــــية    ، ب

 ودرجته ملاتهية . Fتوسي  قاد   اب  للفص  للحل  
<بم يـــز  ـــفر بحيـــ   Fتوســـي اً قـــادياً الــــ   Kلـــيكن  -11 @ 4:  FK        بــــت  

 . Fاو توسي  قاد  للحل   Fيحو   Kال  جزئي للحل  
 تكو  إب الية[ . 4 ية زمرة جزئية رتبتها   إرشاد ]
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 التوسيعات الجذري  وقابلي  الحل بواسط  جذور -3
ســية   اــرا البلاــ  والبلاــ  اللــادل ســوف نلاــا ق ب ــ  التطبيلــا  البســيطة ولكلاهــا  سا

للاظرية اال  الـ   بلـت كثـيراً قلـ  نظريـة الم ـادلا  والهلا سـة .  بـ     نتلاـاو  مفهـول  ابليـة 
اــ  كثــيرة ااــ ود بواســطة جــرور ، ســوف نــةان ب ــ  اللاتــائ  ال امــة ا أــافية اــو  نظريــة 

 االو  .

   14-17قضي  
  ية زمرة جزئية ملاتهية للزمرة ال ربية    ال  تكو  دائرية .

 نالبرها
 S. بمــا     Fمــن  F* يــة زمــرة جزئيــة ملاتهيــة للزمــرة ال ــربية  Sالــلاً و  Fلــيكن  

ـــــا إيجـــــاد قلاصـــــر  ـــــة بإمكانلا Szملاتهي ـــــة )باللاســـــبة � ـــــين قلاا ـــــر  ا كـــــة رتب  لل ـــــرع  مـــــن ب
S   قلا ئـــر لكـــ .Sy �  ،)(|)( zoyo  قليـــه إذا كـــا  4-25)  ـــية .  nzo فـــ    )( 
eyn Syلكـــ     اـــو  S. بالتـــالي كـــ  قلاصـــر    F  للحلـــ  ال لاصـــر ا ايـــ eايـــ   �

eexnجــرر لكثــيرة ااــ ود  nxxxe. الآ   � ,...,,, .  Sمــن ال لاا ــر الماتلفــة    nاــي  2
مــن ا ــرور  nقلــ  الــ  لا يمكــن    يكــو  لهــا  كثــر مــن  nا بمـا     يــة كثــيرة اــ ود درجتهــ

12فــ    ,...,,, �nzzze  اــي نيــ  قلاا ــرS  ًإذا .!� zS  56زمــرة دائريــة )انظــر نظريــة-

13 .  � 
ملاتهيـة ف  ـا يجـ   F*زمرة جزئية من نفسـها  ـ   نـه إذا كانـت  F*با خص لكو  
 ال  جالوا . ومن ذلف يلات     . Fملاتهية ايث ا يكو   F*   تكو  دائرية . الزمرة 
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 14-18نتيج  
 �.  الزمرة ال ربية ال  جالوا تكو  دائرية 

 14-19 تعريف
 يـة جـرر نـوي لل حايـ  إذا   F  الـ   [. يلـا  ل لاصـر  n ل  د  حي  موجـ  

enكا    . Fا اي  للحل   eاي   [ 
ـــــــيرة ااـــــــ ود مـــــــ   ملاحظةةةةةةة  ـــــــ  اـــــــو جـــــــرر لكث ـــــــوي لل حاي ـــــــ   كـــــــ  جـــــــرر ن ـــــــ  ف ن الت ري

exxf n )(1. الآ   )( � � c nnxxf  لــــيكن .F  الــــلًا بحيــــ     ريــــزF  لا يلســــنn  .
)(xf  قلـــــــــــــــــــ  اــــــــــــــــــي كثـــــــــــــــــــيرة اـــــــــــــــــــ ودF  بمــــــــــــــــــا    ريـــــــــــــــــــز .F  لا يلســـــــــــــــــــنn    فـــــــــــــــــــ
0)( 11 z  c �� nn nexnxxf  الاات ــــا  الوايــــ   ــــرر .)(xf c  0اــــو x  والصــــفر لــــيس

xf)(و  xf)(  . اــرا ي طــي   xf)(جــرراً لـــ  c   لــيس له ــا جــرر مشــ ق      الــ  توســيK 
.   13-41)  ـية  Fليس لها جرر مكرر      ال  توسي  للحل   xf)(. بالتالي  Fللحل  

جــــرراً  nيحـــو   Kفـــ    Fقلـــ   xf)(الـــ  انفـــلا   Kا الســـب  با خـــص إذا كـــا  لهـــر
 . xf)( تلفاً لكثيرة اا ود 

 14-20نظري  
ـــيكن   ـــز  ـــفر و  Fل eexnالـــ  انفـــلا  كثـــيرة ااـــ ود  Kالـــلاً بم ي  Fقلـــ   �

 قلا ئر يكو  :
(i   ع وقة ني  جرور)(xf  اي زمرة دائرية باللاسبة لل رع ورتبتهاn . 
(ii   الزمرة),( FKG  زمرة جالوا  يزومورفية م  زمرة جزئية من زمرة ا قـ اد الصـحيحة ،

M   ــــــــــــــار قــــــــــــــ د  ولي نســــــــــــــبياً مــــــــــــــ ــــــــــــــالي فــــــــــــــ    nم ي ),(. بالت FKG  زمــــــــــــــرة 
 إب الية .
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 البرهان
(i       للافـــرS نيـــ  جـــرور كثـــيرة ااـــ ود  اـــي ع وقـــةexn �   K  فيكـــو  قـــ د .

فــــــ    O   S،  [)انظــــــر الملااظــــــة الســــــابلة  . للا خــــــر    قلاصــــــرين  nقلاا ــــــراا 
en  O  ،en eeennn. اــرا يبــين     [     ��� 111 )()( O]]O  1. كــرلف�]O 

exnاـــو جـــرر لكثـــيرة ااـــ ود  زمـــرة جزئيـــة ملاتهيـــة  Sومـــن إ فـــ    S��1]K. إذاً  �
   .14-17)  ية  nزمرة دائرية رتبتها  S. بالتالي ف    Kمن زمرة ال رع لـ 

(ii   لــيكنT  مولــ اً للزمــرة ال ائريــةS  يــ  ا ــرور اللاونيــة لكثــيرة ااــ ود  exn  وقــ داا �
n  ف   رتبة ،T  باللاسبة ل  لية ال رع اوn  ًإذا .T   جرر نوي ب ائي لل حايـe  .

 بالتـــــــــــــــــــالي فـــــــــــــــــــ    Tاـــــــــــــــــــو  ـــــــــــــــــــوة لل ولـــــــــــــــــــ   Sالآ  كـــــــــــــــــــ  قلاصـــــــــــــــــــر آخـــــــــــــــــــر   
)(TFK   . 

enلل حايـــ   [.    جـــرر نـــوي  K وتومـــورفزل للحلـــ   �V    Fلـــيكن   ] 
nneeي طيلاا  ))(()()( ]V]VV راسـن  اـاد  فـ    V. بما     S�)(]Vف    قليه    
اـو مولـ اً للزمـرة  TV)(. ويكو   ي اً  TS �!او  وتومورفزل للزمرة  Sقل   Vملصور 

S   فـ ذا كــاtTTV فصــ  التكــافز  t. لــيكن  nقــ د  ــحي   ولي نسـبياً مــ   t، فــ    )( 
Mt، ف    tالر  يلات ي إليه  nم يار  � . 

MFKGgقــــــــــــــــرف الراســــــــــــــــن  o),(:   بوأــــــــــــــــtg  )(V   ايث ــــــــــــــــا يكــــــــــــــــو 
tTTV  )( . 

uTTVم ـــرف ت ريفـــاً جيـــ اً .  جـــ  ذلـــف افـــر      gنـــ قي      ي ـــاً فـــ    )( 
eut  �T  بالتالي .utn utإذاً  |�   . 

,),(   قلاصــــــــــرين  FKG�KV      21، افــــــــــر )(,)( tgtg   KV   فيكــــــــــو .
21 )(,)( tt TTKTTV  . بالتالي ف   :   

> @ 212122 )())(()()()()( tttttt TTTVTVTKVTVK       



 
 
 

 الفص  الراب  قشر

 

764 

      )()()( 2121 KVVK ggttttg ومومــورفزل زمــرة . للةالاــة يمثــ  ا gواــرا يبــين        
Igف    gker�Vراسن  ااد  افر      gقل       )(V   ويكوTTTV   1)(. 
TFK)(و  Fتمث  الراسن ا اي  قل   Vبما      تمث  الراسن ا اي  قلـ   Vف     

K  ًإذا .)(ker Ig  �.  (ii). ارا يثبت   
 . Fلا نحتا  لوأ     شر  قل  ريز  (ii)لاا   نه   إ با     1ملاحظ  
F�zاللًا بم يز  فر و  Fليكن    2ملاحظ   )0(D . 

 D�nxيحــو  الــ  انفــلا  كثــيرة ااــ ود  Fالــ  توســي  للحلــ   Kنفــر     
12، مـثلاً . قلا ئـر تكـو   Tوجرراً ب ائياً لل حايـ  ولـيكن  ,...,,, �ne TTT  اـي نيـ  ا ـرور
، فـ   لكـ   D�nx   K   جـرر اختيـار  لكثـيرة ااـ ود  aاللاونية لل حاي  . فـ ذا كـا  

iT  ،1,...,1,0 � ni   يكوDDTT    eaa nnini والر  يبـين    كـ  وااـ  مـن  )(
aiT  او جرر لكثيرة اا ودD�nex . 

اـــــــــــــــي  D�nexومــــــــــــــن إ فـــــــــــــــ   نيــــــــــــــ  ا ـــــــــــــــرور اللاونيـــــــــــــــة لكثــــــــــــــيرة ااـــــــــــــــ ود 
aaaa n 12 ,...,,, �TTT. 

. فــــــ    Kمحتــــــو     Fقلــــــ   D�nexالــــــ  انفــــــلا  كثــــــيرة ااــــــ ود  Lلــــــيكن 
Laaaa n ��12 ,...,,, TTT    وقلا ئــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــر فــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ .LaF �),(T  ولكــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــن
),(),...,,,( 12 aFaaaaFL n TTTT ),(إذاً  � � aFL T  . 

و  F�Tرراً نونيـاً بـ ائياً لل حايـ  ، فـ   يحـو  جـ Fقل  وجه الخصوب إذا كـا  
)(aFL يحــو  جــرراً نونيــاً بــ ائياً لل حايــ  وقلا ئــر  F. ف نلاــا نســتطي   ي ــاً    نلــو       

   F�z )0(D   يكــو  الــ  الانفــلاL يرة ااــ ود لكثــD�nex   قلــF  اــو)(aF 
 . D�nex   جرر اختيار  لكثيرة اا ود  aاي  
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 14-21قضي  
)ل ـ د  ــحي   1ة لل حايـ  الـلاً بم يـز  ـفر يحـو  نيــ  ا ـرور اللاونيـ Fإذا كـا   

Fa  ف نــه    nموجــ   بــت  �z  D�nxلكثــيرة ااــ ود  Lفــ   الــ  الانفــلا   )0(
aFL)(او  ، إأـافة إ  ذلـف فـ   زمـرة  D�nxجرر اختيـار  لكثـيرة ااـ ود  aاي    

),(جالوا  FLG . اي  بيلية 

 البرهان
ــــ ائي لل حايــــ     [لــــيكن   ــــيكن  Fجــــرر نــــوي ب ــــيرة ااــــ ود  aول    جــــرر لكث

D�nx   قلــF  (  فــ   2. ك ــا وجــ ا )ملااظــة(aFL اــي  D�nx   Lوجــرور   
aaaa n 12 ,...,,, ),(   Kو  V. اقتـــــــــــة    قلاصـــــــــــرين  [[[� FLG الآ .  )(aV  ،)(aK 

aa. بالتــالي  D�nxجــررا  لكثــيرة ااــ ود  i]V )()(و  )(  aa j]K . وبمــا  ,jiلــب     
   V  اوF-  ل ف   : وتومورفز 

)()())(()()( aaaa ij V]]VKVVK     

ـــــــــ    ـــــــــه ف aaaقلي jiij �  ]]]VK ـــــــــ  فـــــــــ    )( aa. بالمث ji� ]KV ـــــــــ    )( . واكـــــــــرا ف
)()( aa KVVK KVVK. بالتالي    ),(. إذاً    FLG  . زمرة إب الية� 

 14-22تعريف 
 توسي  جرر  إذا وج   متتاب ة من الو  : Fللحل   Kيلا  ال  توسي   

 KFFFFF r  ���� ...210  

riبحيــــــ  لكــــــ   dd1    1)(فــــــ iii FF Z�     لــــــبii F�Z  1مــــــ  الخا ــــــية�� i
r
i FiZ 

 . 1tirلب   
),,...,(نلااــ        ملاحظةة  21 rFK ZZZ   ،),...,,( 21 ii FF ZZZ   1و�� i

r
i FiZ  .

��1الآ   i
r
i FiZ    لــرا فــiZ  اــو جــرر لكثــيرة ااــ ودii r

i
rx Z�   1قلــ�iF    قليــه فــiF 

<بالتالي ف    1�iFتوسي  جة  بسي  للحل   @1: �ii FF : ًملاتهي . إذا 
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 > @ > @ > @ > @FFFFFFFK rrrr :...::: 1211 ���  

 . Fاو نفسه توسي  جة  ملاته للحل   Kوارا يزد  إ     
ـــه بلوللاـــا    كثـــيرةالآ  ن طـــي ت ريفـــاً د  اـــ ود مـــا  ابلـــة للحـــ  بواســـطة  يلـــاً لمـــا ن لاي

 .جرور

 23-14 (a)تعريف 
  ــا  ابلــة للحــ  بواســطة جــرور  Fقلــ  الــ   xp)(يلــا  لكثــيرة اــ ود غــير  بتــة  

محتــو    توســي  جــرر  للحلــ   Fقلــ   xp)(لكثــيرة ااــ ود  Kإذا كــا  الــ  الانفــلا  
F . 

 7مثال 
)(1لــتكن  2 �� axxxf    كثــيرة اــ ود تربي يــة واا يــة قلــQ  الــ  ا قــ اد ،

 اللاسبية . جررااا هما :

2
42

1
baa ���

 D , 
2

42

2
baa ���

 D  
baايــــــ   ZT L)(إذا  خــــــرا  42 � Z      قلا ئــــــر  ــــــQ�2Z    قليــــــه فــــــ .L 

.  Qقلــ   xf)(نفســه الــ  انفــلا   L. إأــافة إ  ذلــف فــ    Qتوســي  جــرر  للحلــ  
  ابلة للح  بواسطة جرور . xf)(لرا ف   

 8مثال 
cbxaxxxfاقتـــــــــــة  ��� 33)(  ، الـــــــــــ  ا قـــــــــــ اد اللاســـــــــــبية .  Qقلـــــــــــ   23

axzإذا  خــرا  11ب  م ادلــة بالصــيغة فــ   الم ادلــة الســابلة تصــ  �
3 3)( czbzzg ��  

Qcbايـــ   مـــن  xf)(ف نـــه يمكلالاـــا ااصـــو  قلـــ  جـــرور  zg)(. فـــ ذا قل لاـــا جـــرور  ,�11
Qa. بمــــا     xg)(مــــن كــــ  جــــرر مــــن جــــرور  aبطــــر   zg)(جــــرور  ،  ــــ     الــــ   �
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متسـاويا  .  ـيغة كـاردا  ي طـي     xg)(والـ  انفـلا  نظير ـا  xf)(انفلا  كثيرة ااـ ود 
qpاــــي  zg)(جــــرور  �  ،qp 2ZZ �  ،qp ZZ اــــو جــــرر تك يــــو  يلــــي  Zايــــ   �2

 لل حاي  )الاا الواا   .

3
2

13
1

1

42
cbcp ���  

3 و
2

13
1

1

42
cbcq ���  

,3 أ 
2

,
4 3

3
1

1
2

2
13

11 � �� � DDDD ccb 
QFالآ  أــــــــــــــــــــــــــــــ    0  ،)( 101 DFF    ،)( 212 DFF    ،)( 323 DFF .  ــــــــــــــــــــــــــــــ       

3210 FFFF ���  ،0
2
1 F�D  ،1

3
2 F�D  ،2

2
3 F�D . 

 ابلـة  xf)(بالتـالي و  zg)(. قليه فـ    zg)(يحو  ني  جرور  3Fإأافة إ  ذلف 
 للح  بواسطة جرور .

nn يـــــة كثـــــيرة اـــــ ود    ملاحظةةةةة 
nn axaxaxxf ���� �
�

1
1

1 ، يمكلالاـــــا  Fقلـــــ   )(...
 ابلــة للحــ  بواســطة جــرور إذا اســتط لاا ااصــو  قلــ     جــرر مــن جــرور  xf)(اللــو     

)(xf  بإجــراظ قــ د ملاتــه مــن ق ليــا  ا  ــ  ، ال ــرع ، الطــر  ، اللســ ة قلــ  قلاا ــر غــير
 . xf)(  قل  م املا  m فرية وبأخر ا رر المي ي )   ق د  حي  موج  

 14-23نظري  
، ف نــه يوجــ  توســـي   Fر للحلــ  اــو الــ  توســي  ملاتــه بواســـطة جــرو  Eإذا كــا   

 بواسطة جرور . Fاو توسي  للحل   Kبحي   Eيحو   Fللحل   Kقاد  ملاته 
 البرهان

بواســـــــطة جــــــــرور ، توجــــــــ  سلســـــــلة مــــــــن االــــــــو   Fتوســــــــي  للحلــــــــ   Eبمـــــــا     
EFFFFF K Kiبحيــــــــــــــــــــــــ     كــــــــــــــــــــــــ   210... ����  يكــــــــــــــــــــــــو    2,1,...
)(1 iii FF Z�     لبii F�Z   1اي�� i

r
i FiZ   ل  د  حيird1 . 
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كثــــيرة ااــــ ود   xfi)(. لــــتكن  Fاــــو قلاصــــر جــــة  قلــــ   iZالآ  كــــ  وااــــ  مــــن 
)()()(...)( و   Fقل   iZا  غرية لل لاصر  21 xfxfxfxf k  

KE، فـ    Eقلـ   xf)(الـ  انفـلا   Kف ذا كـا   kZZZ. وايـ      � ,...,, اـي  21
. مــن ذلـف  ــ   Fقلـ   xf)(اـو الـ  انفــلا   Kفــ    xf)( ي ـاً جـرور لكثــيرة ااـ ود 

   K   توســـي  قـــاد  للحلـــF   ملاتهـــي ال رجـــة . اـــرا يبـــين    للحلـــK   قـــ د ملاتهـــي فلـــ

mVVV ,...,,  . Kا وتومورفزل ا اي  قل   I 0V وتومورفزما  بحي   -Fمن  10
)(قـــرف  ititk ZVE mtلكـــ   �  kiو   1,0,..., اـــي   xfi)(بمـــا      2,1,...,

فــــ    K وتومــــورفزل للحلــــ   -Fاــــو  tVو  Fقلــــ   iZكثــــيرة ااــــ ود ا  ــــغرية لل لاصــــر 
)(ال لاصـــرين  it ZV  وiZ   مرافلـــا  قلـــF  قليـــه كـــ  مـــن .itkb اـــو جـــرر لكثـــيرة ااـــ ود  �

)(xfi  وكرلف لكثيرة اا ود)(xf  اقتة    جرر .c  لكثيرة ااـ ود)(xf    فـ .c  جـرر
غــير اللابلــة للتحليــ  قلــ   xfi)(جــررا  لكثــيرة ااــ ود  cو  iZ. بمــا     xfi)(لــب   مــن 

F   ف نــــه يوجــــ ،F-  وتومــــورفزل tV   للحلــــK   بحيــــcit  )(ZV   وقليــــه وفــــ  الت ريــــ
ibc tk  اي فل  : xf)(. وملاها       جرور   �

kmkkk bbbbb �� ,...,,,...,, 121  

),,...,(ارا ب ور  يزد  إ      21 kmhbbbFK �  . 
ksبما  نه     )(، ل يلاا   2,1,..., ststkb ZV �   ف   لكkl  يكو  :  2,1,...,

)(),...,,( 21 ltlt FF VZZZV   
))(,...),(),(( 21 ltttF ZVZVZV  

),...,,( 21 lbtkbbF tktk � ��  

),,...,( ولما كا  1211 ��  � ll
r
l FFl ZZZZ 

ll ف   r
lt

r
ltkb ))(( ZV � 

         )()( 1�� lt
r
lt Fl VZV  

         ),...,,( 121 ���� ltktktk bbbF  
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ـــــــا  ),,...,(إذا قرفلا 121 ��  tkltk bbbFk   لكـــــــmt ,...,2,1,0   ،kl ويكـــــــو    2,1,...,
1)(ل يلاا  ltkltkltk bKK ����  بحي  :  

 ������� � kkk KKKKKK 2321 ,...,......  
 KKKK kmkmkmk  ���� �� ...... 1    (1) 

< كرلف @ ll r
lt

r
ltkb )(ZV � 

         ),...,()()( 111 ����  � ltktklt
r
lt bbFFl VZV  

 1121 ),...,...,,( ����  � ltkltk KbbbF  

توســي   K. إذاً  Fتوســي  جــرر  للحلــ   K ــ      (1)مــن اــر  اللاتيةــة ومتتاب ــة الــو  
 �.  F ي اً توسي  جرر  للحل   Kبحي   Eيحو   Fقاد  للحل  

 14-24نظري  
يحــو   F. إأــافة إ  ذلــف افــر      nدرجتــه  Fتوســي اً قــادياً الــ   Eلــيكن  

),(جـــرراً نونيـــاً بـــ ائياً لل حايـــ  . قلا ئـــر زمـــرة جـــالوا  FEG  جـــ  تكـــو  دائريـــة إذا وفلـــ  إذا و
Fb bxnبحي   � bxnال  انفلا   Eو  Fغير  ابلة للتحلي  قل   �  . Fقل   �

 البرهان
bxnلـــتكن    nل ـــ د  ـــحي  موجـــ   Fليـــ  قلـــ  كثـــيرة اـــ ود غـــير  ابلـــة للتح  �
Fbول لاصـــــر  . قلا ئـــــر يكـــــو   Fالـــــ  انفـــــلا  كثـــــيرة ااـــــ ود اـــــر  قلـــــ   Eولـــــيكن  �

)(cFE bxn   جــــــــــــرر لكثــــــــــــيرة ااــــــــــــ ود  c  ايــــــــــــ  14-21)  ــــــــــــية    ويكــــــــــــو   �
> @ nFE  : . 
),(إذاً  FEG  مــن الرتبــةn  جــرر نــوي بــ ائي لل حايــ     ]. الآ  لــيكن   F  .

يحـو  جـرراً نونيـاً بـ ائياً لل حايـ  ف نـه يحـو  نيـ  ا ـرور اللاونيـة الب ائيـة  F)لاا  إذا كـا  
cccccللوااـــــ  !  . فـــــ    n 122 ,...,,...,,, ـــــيرة ااـــــ ود  ]]]]� ـــــ  جـــــرور كث bxnاـــــي ني � 
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ف نــه  Fم افلــا  قلــ   ]c،  ]ا    . لمــا كـ14-21)الملااظــة الــ  سـبلت   ــية  nوقـ داا 
)(قلــــ   cF)(مــــن  V يزومــــورفزل  -Fيوجــــ   cF ccبحيــــ   ] [V خــــر  . مــــن اايــــة   )( 

)()( cFcFE يلات ــي  V. واكــرا فــ    F وتومــورفزل للحلــ   -Fاــو  Vقليــه فــ      ]
),(إ   FEG :  الآ . 

> @ ccccc 22 )()()()( [[V[VVVV      

ccبصورة قامة  kk [V nkلك   )(  ,...,2,1  . 
cccو  ]n 1لمـــــا كـــــا   n 1,...,, 12ني هـــــا  تلفـــــة فـــــ    ]]� ,...,,, �nI VVV  اـــــي قلاا ـــــر

),( FEG  الماتلفة وق دااn   ويكو .!� V),( FEG  ية رتبتها زمرة دائرn . 
),(بال كـــــــــــــس إذا كانـــــــــــــت  FEG  زمـــــــــــــرة دائريـــــــــــــة رتبتهـــــــــــــاn  فـــــــــــــ   قلاا ـــــــــــــراا ،

12 ,...,,, �nI VVV   مستللة خطياً قلF  14-1)نظرية.   
  ]0z. قلا ئــــــــــــــــــــر  Fلل حايــــــــــــــــــــ     جــــــــــــــــــــرر نــــــــــــــــــــوي بــــــــــــــــــــ ائي ]لــــــــــــــــــــيكن 

221)1(1و  ...1 ����� ���� nn V[V[V[   ــــ ومورفزل غــــير  ــــفر  للحلــــ كف ــــاظ   Eاــــو إن
Ea. قليه يوج   Fمتةهي قل    بحي  : �

0)(...)()()( 11221 z���� ����� aaaaIc nn V[V[V[  

)()()()(...)( لآ ا 13221 aaaac nn V[V[V[VV ���� ����  
         > @)()(...)()( 11221 aIaaa nn ���� ����� V[V[V[[  

         c[   ( Inn   V[ ,1    ) 

ccبصورة قامة  kk [V 0,1,...,1لك   )(  � nk . 
<إذاً  @ nnknnknk cccc    [VV )()(    1,...,2,1 � nk  قليــــــــــــــه .nc   يلات ــــــــــــــي إ

),(اال  المثبت تحـت  FEG  مـن اايـة  نيـة .F  اـو االـ  المثبـت تحـت),( FEG  نظريـة(
15-14.   
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Fcnقليـه   ncb. أـ   � bxnبالتـالي فـ      والــ   Fاـي كثـيرة اـ ود قلـ   �
ccccجــــــــــروراا اــــــــــي  n 12 ,...,,, cc. قلــــــــــ   يــــــــــة اــــــــــا  فــــــــــ    ]]]� kk [V يبــــــــــين     )( 

cccc n 12 ,...,,,  xf)(. إذاً درجــــــة كثــــــيرة ااــــــ ود ا  ــــــغرية  Fتكــــــو  م افلــــــة قلــــــ   ]]]�
)(|)(. لمــا كــا   nاــي قلــ  ا  ــ   Fقلــ   cلل لاصــر  bxxf n bxxfفــ    � n � )(  ،

bxn. إذاً  cواــي نفســها كثــيرة ااــ ود ا  ــغرية لل لاصــر  .  Fغــير  ابلــة للتحليــ  قلــ   �
<الآ   @ nFcF  :)(  ،> @ nFE  :  ،EcF cFE)(ي طــــي     )(� . ومــــن إ فــــ     
E   اـــو الـــ  انفـــلاbxn bnxو  Fقلـــ   � ـــة للتحليـــ  قلـــ    �  Fكثـــيرة اـــ ود غـــير  ابل

 �وبهرا يك   الةاا  . 

 14-25تعريف 
لــ  انفــلا  ا Eولــيكن  F يــة كثــيرة اــ ود )غــير  ــفرية  قلــ  الــ   xp)(لــتكن  

)(xp   قلـــF   زمـــرة نيـــ .F-   وتومورفزمـــا  االـــ E  تســـ   زمـــرة جـــالوا كثـــيرة ااـــ ود
)(xp   قلF . 

وزمــــرة جــــالوا لهــــا . مــــن الآ  فصــــاق اً نو ــــ   xp)(الآ  ن طــــي قلا ــــة بــــين  بي ــــة  
، إلا  nالـر  يحـو  نيـ  ا ـرور اللاونيـة الب ائيـة لل حايـ  لكـ   F نفسلاا قلـ  االـة االـ  

 إذا ذكر غير ذلف .

 14-26نظري  
 xp)( يــز  ــفر يحــو  نيــ  جــرور ا ايــ  ، فــ   كثــيرة اــ ود الــلاً بم Fإذا كــا   

 ابلــة  Fتكــو   ابلــة للحـ  بواســطة جــرور إذا وفلـ  إذا كانــت زمــرة جـالوا لهــا قلــ   Fقلـ  
 للح  .
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 البرهان
 Eواســـطة جـــرور . ذلــــف ي ـــلا    الـــ  الانفــــلا   ابلـــة للحــــ  ب xp)(افـــر      

. قلا ئـــر نســـتطي  إيجـــاد  Fمحتـــو    توســـي  جــرر  للحلـــ   Fقلـــ   xp)(لكثــيرة ااـــ ود 
 متتاب ة من االو  .

 ...)()()( 3232121010 � � � � ZZZ FFFFFFFF  
        )(1 kkk FF Z� �  

11101بحيـــــــــــــــــــــــــ      ,...,...,, 21
���� k

r
k

rr FFF kZZZ  1 قـــــــــــــــــــــــــ اد  ـــــــــــــــــــــــــحيحةtjr 
),...,2,1( kj kFEو    توســــي  قــــاد   kFيمكلالاــــا فــــر      14-23. اســــ  نظريــــة  �

 . Fللحل  
),(اقتـــــــــــة الزمـــــــــــر  iki FFGG 1,0,...,1لكـــــــــــ     � ki     .ki ,...,2,1   

1)(و  iii FF Z�    1مـــــ  كـــــو�� i
r
i FiZ     ي طـــــيiZ  ـــــيرة ااـــــ ود iiجـــــرر لكث r

i
rx Z�  ،

��1. فــ    Fلل حايــ     ir ا ــرر البــ ائي ر ــن [iافــر   ii F]  و   جــرور كثــيرة ااــ ود
ii r
i

rx Z�  واـــيi
r

ii
i Z]]ZZ 1,...,, اـــو  iF. قليـــه فـــ    iFتلات ـــي ني هـــا إ   irوقـــ داا  �

iiال  انفلا  لكثيرة اا ود  r
i

rx Z�   1قل�iF . 
),(فـــ   الزمــــرة  14-21اســـ  نظريــــة  1�ii FFG   بيليــــة . الآ kF   اـــو  ي ــــاً توســــي

),(  فـ   14-10ية  الوا )نظريـة . من اللاظرية ا ساس 1�iFقاد  للحل   iki FFGG اـي   
),(زمـــــرة جزئيــــــة قاديـــــة مــــــن الزمـــــرة  11 ��  iki FFGG  و

i

i
ii G

GFFG 1
1),( �
� . قليــــــه ففــــــي  #

^ السلسلة التلاازلية `IGGGGFFGG kkk  ����� �12100 ...),( 

و  1�iGاي زمرة جزئية قادية من  iGك  
i

i

G
G ),(زمرة  بيليـة . اـرا يـةان     �1 FFG k  زمـرة

  ابلة للح  .
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),(ف    Fتوسي  قاد  للحل   Eبما     EFG k  زمـرة جزئيـة قاديـة مـن),( FFG k 
و 

),(
),(

),(
EFG
FFGFEG

k

k     ـــة زمـــرة  ابلـــة للحـــ  تكـــو   ابلـــة للحـــ  فـــ بمـــا    زمـــرة  ســـ ة  ي
),( FEG .  زمرة  ابلة للح 

),(بال كـــــــس لـــــــتكن  FEG  زمـــــــرة  ابلـــــــة للحـــــــ  . بإمكانلاـــــــا إيجـــــــاد سلســـــــلة قاديـــــــة 
^ جزئية `IGGGGFEGG kk  ����� �1210 ...),( 

بحيــ  تكــو  
1�i

i

G
G  1,0,,2,...,1لكــ   دائريــةزمــرة � ki  . لــيكنiF  االــ  المثبــت تحــت

iG  قلا ئــــرiG   اــــي زمــــرة نيــــiF-   وتومورفزمــــا  االــــ )( EFk      ),( iFEG ا  . ولمــــ
ـــــــــت  ـــــــــة مـــــــــن  1�iGكان ـــــــــة قادي ـــــــــ    iGزمـــــــــرة جزئي   iFتوســـــــــي  قـــــــــاد  للحلـــــــــ   1�iF، ف

و 
1

1 ),(
�

� #
i

i
ii G

GFFG  الآ   دائريــــــةاــــــي زمــــــرة .iF  يحــــــو  نيــــــ  ا ــــــرور اللاونيــــــة الب ائيــــــة
 . Fك ا يتحل  ذلف للحل    nحاي  لك  ق د  حي  موج  لل 

iiيوجـ   14-24اس  نظرية  Fb iيج ـ   irوقـ د  ـحي  موجـ   �
r bx i غـير  �

iاــو الــ  انفــلا   1�iFو  iF ابلــة للتحليــ  قلــ  
r bx i    جــرر  iZ. لــيكن  iFقلــ   �

ـــــيرة ااـــــ ود  iلكث
r bx i �   1�iF  ـــــر 1)(. قلا ئ iii FF Z �  وi

r
i Fi �Z ـــــرا فـــــ ـــــ يلاا . ل    ل

EFFFFFمتتاب ـــة  k 1)(مـــن الـــو  بحيـــ   210... ����  iii FF Z �    لـــب
1�� ii FZ  وi

r
i Fi �Z    بالتــالي فــE   توســي  بواســطة جــرور للحلــF     اــرا يــةان .

)(xp  . ابلة للح  بواسطة جرور � 

 14-27نظري  
 ك  كثيرة ا ود من ال رجة الراب ة  ابلة للح  بواسطة جرور . 

 البرهان
ــــــتكن   )(,0ل 043

2
2

3
1

4
0 z���� aaxaxaxaxaxp  ــــــيرة اــــــ ود مــــــن ــــــة كث  ي

),,,(. فـــ    Fالـــ  انفلا هـــا قلـــ   Eولـــيكن  Fال رجـــة الراب ـــة قلـــ   4321 DDDDFE   
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4321ايـــــــ   ,,, DDDD  اـــــــي جـــــــرور)(xp      الآ),( FEG�V   يكـــــــو)( iDV  ًجـــــــررا
ــــــــــــ يلاً لل ة وقــــــــــــة  V. فــــــــــــ    i 4,3,2,1لكــــــــــــ   xp)(لكثــــــــــــيرة ااــــــــــــ ود  ي طــــــــــــي تب
^ `4321 ,,, DDDD X   المج وقــــة ،X   تحــــو   رب ــــاً  و   ــــ  مــــن قلاا ــــر  تلفــــة    ب ــــ

 ا رور    تكو  متساوية .
||4افـــر       d mX  الزمـــرة .)(XA   زمـــرة نيـــ  تباديـــ ،X  اـــي  يزومورفيـــة

321. بمـــا    زمـــر التلاـــا را   mSمـــ  زمـــرة التلاـــا را   ,, SSS  4وS   ابلـــة للحـــ  ف نلاـــا نحصـــ 
:),()( ابلـــة للحـــ  . قـــرف  XA)(قلـــ      XAFEGf o   كـــالآد :)(Vf  اـــو ملصـــور

V   قلX . 
fFEGاو مونومورفزل . لـرا فـ    fارا الراسن  Im),( ),(بالتـالي فـ    # FEG  يزومورفيـة 

),(، بالتـالي فـ   الزمـرة  XA)(لزمـرة جزئيـة مـن الزمـرة اللابلـة للحـ   FEG  ابلـة للحـ  ، ومـن 
 �  . 14-26)نظرية  F ابلة للح  قل   xp)(إ ف   

واللاظريــة الســابلة نســتلات     نيــ  كثــيرا  ااــ ود مــن الــ رجا   8و  7مــن المثــالين  
 تكو   ابلة للح  بواسطة جرور . Fقل   4و  3، 2

),,...,(واال   Fاقتة    ال    21 nxxxF   n   من غير ا ـ دا  قلـF  دع .
nS  ــــا را  )الت ــــا لا   مــــن ال رجــــة ــــ  المج وقــــة  nزمــــرة التلا ــــز ر قل ^ت `n,...,2,1   لكــــ .
nS�V  يمكلالاا ت ري   وتومورفزلV c   للحل),...,,( 21 nxxxF  : كالآد 

),,...,(اقتة  ية دالة نسبية  21 nxxxr :   ف 
> @ ),...,,(,...,,( )()2()1(21 nn xxxrxxxr VVVV  c  

VVيـــــــــه فـــــــــ   قل o  مونومـــــــــورفزل مـــــــــنnS   إ  زمـــــــــرة نيـــــــــF-   وتومورفزمـــــــــا  االـــــــــ 
),...,,( 221 xxxF   واكــرا يمكــن الت امــ  مــ .nS  قلــ    ــا زمــرةF-  وتومورفزمــا  للحلــ  
)...,,( 21 nxxxF  ليكن .S  اال  المثبت تحتnS    ك  قلاصر .S .   يس   دالة تما 

nxxxa اقتة ��� ...211 
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¦
�

 
ji

ji xxa2  

¦
��

 
kji

kji xxxa3  

�  
nn xxxa ...21  

3211، فــ    n 3قلاــ ما قلــ  ســبي  المثــا   xxxa ��   ،3231212 xxxxxxa ��   ،
3213 xxxa 43211فـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    n 4. وقلاـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ما    xxxxa ���   ،

4342324131212 xxxxxxxxxxxxa �����  4314214323213 xxxxxxxxxxxxa ���  
43214و  xxxxa naaa. يمكــن بســـهولة رنيـــة    كـــلاً مــن    ,...,, اـــو دالـــة تما ـــ  .        21
naaa ,...,, naaa. ك  من  Sني ها تلات ي إ   21 ,...,, تس   دالة تما ـ   وليـة . لااـ   21

   SaaaF n �),...,,( 21 . 
 وسوف نثبت اللاظرية الآتية .

 14-28نظري  
),,...,(الــلاً و  Fلــيكن   21 nxxxF    الــ  الــ وا  اللاســبيةn   مــن غــير ا ــ دا

nxxx ,...,,  ال  دوا  الت ا   ، ف   : S. إذا كا   21
(i) > @ !:),...,,( 21 nSxxxF n   

(ii) ),...,,( 21 naaaFS naaaاي     ,...,, nxxxاي دوا  تما    ولية    21 ,...,, 21 . 
(iii)  زمرة جالوا)),,...,,(( 21 SxxxFG n   يزومورفية م nS . 

 البرهان
(i   ــــــة ),,...( وتومورفزمــــــا  للحلــــــ   -Fزمــــــرة  nSك ــــــا  شــــــرا ســــــابلاً ن ت 21 nxxxF  

فـــــــــــــــ   :  14-8. قليـــــــــــــــه اســـــــــــــــ  نظريـــــــــــــــة  nSاالـــــــــــــــ  المثبـــــــــــــــت تحـــــــــــــــت  Sو 
> @ !)(:),...,,( 21 nSSxxxF nn   $ . 

(ii      بماSaaaF n �),...,,( 21 ، 
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> @ > @ !:),...,,()...,,(:),...,,( 212121 nSxxxFaaaFxxxF nnn  t  

nnnnn اقتة كثيرة اا ود atatattp )1(...)( 2
2

1
1 ����� �� 

       )(...)()( 21 nxtxtxt ���  

nxxxكــــــــ  وااــــــــ  مــــــــن  ,...,, واــــــــر  ا ــــــــرور تولــــــــ   tp)(اــــــــو جــــــــرر لكثــــــــيرة ااــــــــ ود  21
),...,,( 21 nxxxF   قلــــ),...,,( 21 naaaF  ًإذا .),...,,( 21 nxxxF   اــــو الــــ  انفــــلا)(tp 

),,...,(قلـــــــــــــــــــــــــــــــ   21 naaaF   قلـــــــــــــــــــــــــــــــ   يـــــــــــــــــــــــــــــــة اـــــــــــــــــــــــــــــــاntp  )(deg   فيكـــــــــــــــــــــــــــــــو
> @ !),...,,(:),...,,( 2121 naaaFxxxF nn d  ونستلات     :13-30)نظرية .   

 > @ !),...,,(:),...,,( 2121 naaaFxxxF nn   

< وقليه ف   @),...,,(:),...,,(! 2121 nn aaaFxxxFn   
     > @ > @),...,,(::),...,,( 2121 nn aaaFSSxxxF  
     > @),...,,(:! 21 naaaFSn  

<وارا ي طي  @ 1),...,,(: 21  naaaFS    و),...,,( 21 naaaFS  . (ii)وارا يةان   
(iii      بما> @ !:),...,,( 21 nSxxxF n < ف     @^ ` !),,...,,( 21 nSxxxFGo n d 

ـــــــة  ـــــــواة    n!زمـــــــرة رتبتهـــــــا  nSمـــــــن اايـــــــة  ني )),,...,,((محت 21 SxxxFG n    لـــــــرلف فـــــــ .
nn SSxxxFG  )),,...,,((  �.  (iii). ارا يةان  21

 14-29تعريف 
nxxxلـــــــــــيكن   ,...,, 21    n   غـــــــــــير ا ـــــــــــ دا  قلـــــــــــ     الـــــــــــ  F  ـــــــــــتكن ول

naaa ,...,, 21    n لــــ وا  المت ا لــــة ا وليــــة   مــــن اnxxx ,...,, . قلا ئــــر كثــــيرة ااــــ ود  21
n

nnnn
n atatattp )1(...)( 2

2
1

1  تس   كثيرة اا ود اللاونية ال امة . �� �����

 )آبيل(   14-30نظري  
واســـطة غـــير  ابلـــة للحـــ  ب nd5ذا  ال رجـــة  tpn)(كثـــيرة ااـــ ود اللاونيـــة ال امـــة  

),,...,(جرور قل   21 naaaF . 
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 البرهان
),,...,(قلـ   tpn)(بما    زمرة جالوا لكثيرة ااـ ود   21 naaaF  اـيnS  28)نظريـة-

غـــــير  ابلـــــة للحـــــ   tpn)(  فـــــ   5-42)نتيةـــــة  nd5غـــــير  ابلـــــة للحـــــ  قلاـــــ ما  nS  و 14
 �بواسطة جرور . 

يحــو   F، فــ    nبم يــز  ــفر ولكــ  قــ د  ــحي  موجــ   Fللــ  فرأــلاا       1ملاحظةة  
ا بحاجــة لفــر   يــة شــرو  لســلا 14-28نيــ  ا ــرور اللاونيــة للوااــ  ومــ  ذلــف ف نــه   نظريــة 

 .   االيلة    الكثير من اللاتائ  السابلة يمكن إ با ا    ال  بم يز  فر . Fقل  
قلـ  الـ   nتوجـ  كثـيرة اـ ود درجتهـا  5tnاللاظرية السابلة تبين  نه لكـ     2ملاحظ  

 ابلــة للحــ  بوســا ة جــرور . بصــورة قامــة فــ   كثــيرا  ااــ ود مــن درجــة  ملااســ  اــي غــير
nd5 . غير  ابلة للح  بواسطة جرور 

 

 تمارين محلول 
 

 1تمرين 
nxxبــران    كثــيرة اــ ود مت ا لــة    اــي كثــيرة اــ ود   دوا  مت ا لــة  وليــة  1,...,

  nxx ,...,1 . 
 الحل

n  ،211 2قلاـــــــ ما  xxa �   ،212 xxa ),(. لـــــــتكن    21 xxf   كثـــــــيرة اـــــــ ود
),(. بإقـــــــــادة ترتيـــــــــ   2xو  1xمت ا لـــــــــة    21 xxf  1بلـــــــــوة تلاازليـــــــــة لــــــــــx   نحصـــــــــ  قلـــــــــ ،

0
1

1121 ...),( AxAxAxxf t
t

t
t ��� �
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01حيث  ...,, BBB uu  . 1aكثيرات حدود في   �
0عندئذذذذذذذذذذذذذذذذذذ  

1
1 ...)( BzBzBzg u

u
u

u ��� �
21. ضذذذذذذذذذذذذذذذذذذع  �

2)( azazzh ��  
<وباسذذداداخ اراميةيذذق ال فيذذ ق في  @ > @zaaF DCzzqzhzgنحصذذل ع ذذ      ,21 �� )()()( 

<حيث  @ > @zaaFzq 21,)( <و  � @21,, aaFDC � . 
DCxxxfDCxxqxhxg الآ  � ��� 1211111 ),()()()( 
)(0لأ   1  xh     0ع ذذذذذذ  ضذذذذذذر  ح ي ذذذذذذق)( 2121

2
1  ��� xxxxxx  1بدبذذذذذذد لx  2ةذذذذذذعx 

),(),(والدذذ كر     1221 xxfxxf ),()لأ     21 xxf   12في كثذذيرح حذذدود ةد    ذذق, xx نحصذذل )
DCxxxfع       � 221   ي    : ),(

 00)( 2121  � ��� � CxxCDCxDCx  

Dxxfوع يه   ),( <. وهك ا فإ   21 @2121 ,),( aaFxxf ),(، بعبذ مح  اذر   � 21 xxf   كثذيرح
 حدود في دوال تم  ل  وليق .

ةذذغ  ذذير اتذذددات .   ا  1�nوالنديجذذق حدق ذذد لعذذدد  2�nدعنذذ  الآ  رفذذر      
ntttك رذذ   ,...,, nxxةذذذغ  ذذير اتذذذددات  1�nدوال تم  ذذذل  وليذذذق في  21 ،  كذذذر  لذذذد ن   2,...,

11121123213 ;; txattxattxa 1211وهكذ ا       رصذذل   � � � ��� � nnn ttxa  .
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01نجذذذذذذذذد  رذذذذذذذه با ةكذذذذذذذذ   الدعبذذذذذذذير عذذذذذذذذغ  saو  stوباسذذذذذذذداداخ ع وذذذذذذذذ ت بذذذذذذذ   ,...,, AAA pp �  
1211ككثذذذذذذذذذذذذذيرات حذذذذذذذذذذذذذدود في  ,...,,, �naaax ( 121باسذذذذذذذذذذذذذدبدال ,...,, �nttt  ب ي هذذذذذذذذذذذذذ  بدلالذذذذذذذذذذذذذق
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 مسائل
 

nxxxبذذذرهغ    الذذذذدوال المد    ذذذذق الأوليذذذق في  -1 ,...,, هذذذذي في الراوذذذذع دوال ةد    ذذذذق في  21
nxxx ,...,, 21 . 

nDDDبذذذذذذذرهغ ةدن ب ذذذذذذذذ ت ريذذذذذذذذرحغ ،  ي   ا ك رذذذذذذذذ   -2 ,...,, جذذذذذذذذ وم كثذذذذذذذذيرح الحذذذذذذذذدود  21
n

nnn axaxaxxf ���� �� ...)( 2
2

1
kوكذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ    1

n
kk

ks DDD ��� ...21  ،
 :فإ 
(a) 0... 112211  ����� ��� kkkkk kasasasas  لكلnk ,...,2,1  . 
(b) 0...11  ��� �� nknkk sasas  لكلnk t . 

321عبر ع     ي ككثيرات حدود ةغ دوال ةد    ق  وليق في  -3 ,, xxx : 
(a) 2

3
2
2

2
1 xxx �� . 

(b) 3
3

3
2

3
1 xxx �� . 

(c) 2
32

2
31

2
21 )()()( xxxxxx ��� . 

2 (a)]الجراب 
2
1 2aa �    .(b) 221

3
1 33 aaaa �� . 

(c) )274( 23 rq  حيث ��
27
2

3

3
121

3
aaaar و   ���

3

2
1

2
aaq � . ] 

 بم يز صفر . برهغ ة    ي : Fع   ج ميا  ع ديا  لح ل حرسي Kليكغ  -4
(i)  حرجذذذذذد عن صذذذذذرKaaa n �,...,, nsssو عذذذذذداد صذذذذذقيقق ةرجبذذذذذق  21 ,...,, 21 

),,...,(بحيذذذذث  21 naaaFK ),,...,(،  iولأي    121 �� i
S
i aaaFa i   عنذذذذدة

ni Fasو   3,2,..., �1
1 . 

(ii)    ا ك  nssss ، بذرهغ     Kع ذ   1�sxح ل ارفذ    Nوك     21,...
N  ض   هر حرسيع ع دي ةنده الدمجق ل ق ل  F . 
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(iii) N    يحري ج ما  . بدائي)(sth  ل  ق  د وليكغ] . 
(iv)    ا ك  )(]FL 13هر ح ل ارف    L، فإ     �x    عF . 
(v) ),( FLG . بي يق  
(vi)   عذذذذذذرLL  0  ،),...,,( 21 ii aaaLL niلكذذذذذذل    بذذذذذذرهغ      2,1,...,

iL  1حرسذذذذيع عذذذذ دي ل ق ذذذذل�iL  بحيذذذذث),( 1�ii LLG      بي يذذذذق . اسذذذذدند 
),( LNG ل قل . يةرح و ب ق 

(vii) ),( FNG . يةرح و ب ق ل قل 
(viii) ),( FKG . يةرح و ب ق ل قل 

هذذر ح ذذل ارفذذ   لكثذذيرح الحذذدود  N (ii) نذذد  ةذذغ الدعر ذذ  .  (i)إرشااا    ]
)()1( xgxs هذر ح ذل ارفذ    Kوهي كثيرح حذدود بحيذث  xg)(، حيث  �
)(xg   ع ذذذF  .(v)  14-20 نذذذد  ةذذذغ رظر ذذذق  .(vi)  21 نذذذد  ةذذذغ ال ضذذذيق-

14  .(vii)  نذذذذذذذذذذذذذذذذذد  ةذذذذذذذذذذذذذذذذذغ (v)  و(vi) (viii)     نذذذذذذذذذذذذذذذذذد  ةذذذذذذذذذذذذذذذذذغ ح ي ذذذذذذذذذذذذذذذذذق 

),(
),(

),(
KNG
FNGFKG #. ] 

ع ذذذ  ح ذذذل بم يذذذز صذذذفر و ب ذذذق  xf)(حذذذدود ، بذذذرهغ      ذذذق كثذذذيرح  4باسذذذداداخ سذذذؤال  -5
و ب ذذق ل قذذذل . )هذذذ ا  Fع ذذذ   xf)(ل قذذل  و ف ذذذ    ا ك رذذ  يةذذذرح جذذذ لرا كثذذيرح الحذذذدود 

 ( .14-26 ع م رظر ق 
245برهغ     -6 �� xx    ير و ب ق ل قل براسنق ج وم ع Q . 
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 ة والفرجارر إنشاءات بالمسط -4
هن ك العد د ةغ المفي ئل في الهندسق ا و يد ق حذيرت الرياضذي  ةنذ  ال ذدخ ، ولكنهذ  

في ه ا البند سر  رنبد رظر ق الح رل الذ  . حنبي  ت في رظر ق الح رل ح    ايرا  براسنق 
 في ئل ال ديمق الد ليق :طرمت س ب    في الهندسق . و ايرا  سر  نحل الم

  رش   ةربع له رفس ةفي حق دائرح ةعن ح بمفينرح وفرج م . -1
  رش   ةكعب حج ه ضع  حجم ةكعب ةعن  بمفينرح وفرج م . -2
 لد فييم ياو ق ةعن ح       ق  جزا  ةدفي و ق بمفينرح وفرج م . -3

 دفيذذهيل وبذل دماسذق هذذ ه المفيذ ئل ، دعنذذ  رفهذم ةذ  رعنيذذه با رشذ   بمفيذذنرح وفرجذ م . ل
ر صذذد با ذذ  ، ا ذذ  المفيذذد يم دائ ذذ   . في الهندسذذق ا و يد ذذق ، حفيذذدادخ المفيذذنرح ف ذذ  لرسذذم 
ا  )ةفيد يم( يمر بن ند  ةعيند  ، والفرج م ةع المفيذنرح  فيذدادخ لرسذم دائذرح ةركزهذ  ر نذق 

 ةعينق ورص  ونر  في وي البعد ب  ر ند  ةع رةد  .
عذذق ر ذذ ا في المفيذذدر  صذذري عنصذذر غ ع ذذ  الأوذذل .   ذذ ل  ذذ  ةذذ   رذذه مج ر  Sلذذدكغ 

.    ل لذدائرح نهاذ   Sفي مخد فد    ا ك   يمر بن ند   Sو بل للإرش    و ممكغ ا رش   ةغ 
ورصذ  ونرهذ   فيذ وي المفيذ فق بذ  ر ندذ   S  ا كذ   ةركزهذ  ر نذق في  Sو ب ق للإرشذ   ةذغ 

 و  S.   ق ر نذق في المفيذدر  هذي ح ذ طع  ةذ  انذ  مخد فذ  ك  ذ  و بذل للإرشذ   ةذغ  Sفي 
هذ   اذ  و ب ذق للإرشذ   بالمفيذنرح والفرجذ م   ذ ل عن Sدائرح  مخد فد  ك    و ب ق للإرش   ةغ 

  و ببفي طق و ب ق للإرش   .
  P. اعدذذذذبر   ذذذذق ر نذذذذق  Sمج رعذذذذق ايذذذذع الن ذذذذ ا ال  ب ذذذذق للإرشذذذذ   ةذذذذغ  Ss)(لذذذذدكغ 

 P، تخد ذ  عذغ  Sفي  Qصدري ع   عنصر غ ع   الأوذل ، حرجذد ر نذق  S. بم      Sفي 
  Pوا ذذذذذذذ  المذذذذذذذ م بالن ندذذذذذذذ   PQورصذذذذذذذ  ونرهذذذذذذذ   Qعندئذذذذذذذ  الذذذذذذذدائرح الذذذذذذذ  ةركزهذذذذذذذ  عنذذذذذذذد 

 واحذذذذذذذدح ةذذذذذذذغ ر ندذذذذذذذ   P،  ضذذذذذذذ فق     لذذذذذذذ  فذذذذذذذإ   Sك  ذذذذذذذ  و بذذذذذذذل للإرشذذذذذذذ   ةذذذذذذذغ   Qو 
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 Sو ب ذق للإرشذذ   بمفيذنرح وفرجذ م ببفيذذ طق هذي و ب ذذق للإرشذ   ةذذغ  Pح  طعه ذ  . بالدذ لي فذذإ  
SsP)(وال ي  ؤدي        SsS)(.   ا   � � . 

  ا  بدن  رظ خ  حدا ي في المفيدر  ، فإرن  رع م      ق ر نذق في المفيذدر  لهذ   حذدا ي   
),(وحيدا  و رذه  رجذد ح  بذل  حذ دي بذ  الن ذ ا والأيوا  المرحبذق  ba  ي ت الن ذ ا( ةذغ ) حذدا

 الأعذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذداد الح ي يذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذق ، سذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذر  لا  يذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذز بذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ  ر نذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذق في المفيذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذدر  
RRو حذذذذدا ييه  . بالدذذذذ لي لا  يذذذذز بذذذذ  المفيذذذذدر  و  // u  حيذذذذث ،R/  هذذذذي مج رعذذذذق الأعذذذذداد

OXXالح ي يذذق . النظذذ خ ا حذذدا ي المذذ ار  هنذذ  رظذذ خ  حذذدا ي ةدع ةذذد نهاذذ   c    ك قذذرم سذذي 
OYYو  c   ك قذذرم صذذ دي . اعدذذبرE   0,0(المج رعذذق الذذ  صذذري الن ندذذ(O  و)0,1(I   ف ذذ

1)(لرحذدح . لذدكغ  فيذ   ر نذق ا Iحفي   ر ق الأصذل و  Oهن   EsE ES. نهاذ       
1EEفي الف رح الفي ب ق  كر   EE. ضع  �  0 . 

 والآ  لاحظ ة    ي :
(i)      بمذذOXX c   هذذر ا ذذ  المذذ م بالن ندذذO  وI       المند يدذذE   فذذإ ،OXX c  و بذذل

 . Eللإرش   ةغ 
(ii)      1بمذذ OI  الذذذدائرح الذذ  ةركزهذذذ  عنذذذد ،O   و ب ذذق للإرشذذذ   ةذذذغ  1ورصذذ  ونرهذذذE 

OXX)هذذذذذ ه الذذذذذدائرح حفيذذذذذ   دائذذذذذرح الرحذذذذذدح( . دائذذذذذرح الرحذذذذذدح ح وذذذذذي  c  0,1(عنذذذذذد(�cI  
1EIو ب ق للإرش     ض   و  I  ض   . ع يه فإ   �c . 

(iii)   بمذذ     الذذدائرح الذذ  ةركزهذذI   و ب ذذق للإرشذذ   ةذذغ  1ونرهذذ  ورصذذE  وح نذذع اتذذرمX 
1EA. بالد لي  Eو ب ق للإرش   ةغ  A  ض   ، فإ   A)0,2(عند  � . 

. حفيذذذب ةبذذذد  الاسذذذدند    Eو ب ذذذق للإرشذذذ   ةذذذغ  رذذذترك ل  ذذذ م   اذذذ د ر ذذذ ا  ضذذذ فيق
1)(، رعذذذذذذر   0tnالرياضذذذذذذي لكذذذذذذل  nn EsE �. ضذذذذذذع  � 

n
nEH .   ذذذذذذ ل لن نذذذذذذق في   

 المفيذذذدر   اذذذ  و ب ذذذق للإرشذذذ   بمفيذذذنرح وفرجذذذ م )ببفيذذذ طق و ب ذذذق للإرشذذذ  (   ا وف ذذذ    ا ك رذذذ 
��1. لاحظ هن      Hحند ي     nn EE . 
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 14-29قضية 
HHs ) ي    كذذذل  Hحند ذذي     H،  ي    كذذل ر نذذق و ب ذذذق للإرشذذ   ةذذذغ  )( 

 هي و ب ق للإرش  ( . Hر نق و ب ق للإرش   ةغ 

 البرهان
  Qو  P. فإرذذذذه حرجذذذذد ر ندذذذذ  مخد فدذذذذ   Hال  بذذذذل للإرشذذذذ   ةذذذذغ  lاعدذذذذبر ا ذذذذ   

�. بمذذذذذ      lهذذذذذر  Qو  Pبحيذذذذذث ا ذذذذذ  المذذذذذ م بالن ندذذذذذ   Hفي 
n

nEH    ،nEP �  ،

mEQ mn.  ةذذذذ   n  ،mلذذذبع   � d  و nm d  افذذذذر      صد ذذذذدا  . و كثذذذر ،mn d 
mnفإ   EE mEQPو  �  . mEو بل للإرش   ةغ  l. بالد لي فإ  ا    ,�

 Aبحيذث  Dو  A  ،B. حرجذد    ذق ر ذ ا  Hو ب ذق للإرشذ   ةذغ  Cاعدبر دائذرح  
tsrصذقيقق ةرجبذق . ةرح ثاريذق لذبع   عذداد  Cرص  ونر الدائرح  BDو  Cهي ةركز  ,, 

rEAفذذإ   �  ،sEB tEDو  � tsr. واحذذد ةذذغ الأعذذداد  � هذذر الأكذذبر .  rولذذيكغ  ,,
DBAعندئذذ   . ع يذذه  ي  rEو ب ذذق للإرشذذ   ةذذغ  C. وبالدذذ لي الذذدائرح  rEايعهذذ  ح ذذع في  ,,

 . nEفهي و ب ق للإرش   ةغ بع   Hا   و دائرح و ب ق للإرش   ةغ 
هذذي ةذذغ ر ذذ ا ح ذذ طع  P. ةذذغ الدعر ذذ  فذذإ   H  ةذذغ ر نذذق و ب ذذق للإرشذذ  Pلذذدكغ 

1G  2وG  حيذذث كذذل ،iG  هذذر  ةذذ  اذذ   و دائذذرح و ب ذذق للإرشذذ   ةذذغH   اسذذدن دا  لمذذ  عذذر .
  nلذذذبع   mEو ب ذذذق للإرشذذذ   ةذذذغ  2Gو  nEو ب ذذذق للإرشذذذ   ةذذذغ  1Gرح الفيذذذ ب ق فذذذإ  في الف ذذذ

mn، بمذذذذذذذذ   رذذذذذذذذه  ةذذذذذذذذ   mو  EE nm و  � EE بإةك رنذذذذذذذذ  ولذذذذذذذذزيادح الدقد ذذذذذذذذد رفذذذذذذذذر      �
mn EE و ب ذق للإرشذ    P. ه ا  بذ      mEك    و ب ق للإرش   ةغ   2Gو  1G. فإ   �

HEESP لي فذذذذإ  بالدذذذذ mEةذذذذغ  mm � � HHs.   ا   )(�1 . ةذذذذغ  حيذذذذق  اذذذذر   )(�
)(HsH HsH)(وةنه  نحصل ع       �   . � 
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. والآ  دعنذ   H   ل    ة   و دائرح  ا  و ب ق  رشذ     ا كذ   وذ ب   للإرشذ   ةذغ 
 الم حظ ت الد ليق :ر كر 

 Pو بل للإرش   فإ  ا ذ  المذ م ةذغ  lو ب ق للإرش   ح ع ع   ا   P  ا ك ر  ر نق  -1
 ( .1 كر  و ب   للإرش     ض   )سؤال  lوالع رد ع   

ال  بل للإرش   ، فإ  ا ذ  المذ م  lر نق و ب ق للإرش   ولا ح ع ع   ا    P  ا ك ر   -2
  )الفيذؤال  ك  ذ  و بذل للإرشذ   lوع ذرد ع ذ   Pوا   الم م ةذغ  lةرايي     Pةغ 

 ذذ  ر ندذذ   و ب دذذ    �cI)0,1(و  I)0,1(( . لدرضذذيه هذذ ا ، لاحذذظ    الن ندذذ  3و  2
 للإرش   .

IIوةذذغ ف فذذذإ  الذذذدائرح  ال دذذ  ةركز ه ذذذ   ,c  رفذذس رصذذذ  ال نذذذر  له ذذذ وII c    ك د  ذذذ
. بالدذذ لي ا ذذ  المذذ م بن نذذ  ح  طعه ذذ  و بذذل للإرشذذ   . هذذ ا ا ذذ  لذذيس سذذر   و ب ذذق للإرشذذ  

هذذذذر ا ذذذذ  المذذذذ م بالن نذذذذق ال  ب ذذذذق  yو بذذذذل للإرشذذذذ   . اتذذذذرم  y. ع يذذذذه فذذذذإ  اتذذذذرم  Yاتذذذذرم 
OXXد ع   ا   ال  بذل للإرشذ   ، ع ر  Oللإرش    c  20(. م  نذ  سذ ب       الن نذق(A  و ب ذق

هذذذر و بذذذل  2وله ذذذ  رصذذذ  ونذذذر  ,OAللإرشذذذ   وا ذذذ  المذذذ م بن نذذذ  ح ذذذ طع دائذذذرح  ةركزا ذذذ  
OYYا   ال  بل للإرش   للإرش   وه ا ا    رايي  c ال  ب ق للإرش    قويمر بالن نI . 

و ب ذذق  D),0( رذذه و بذذل للإرشذذ     ا وف ذذ    ا ك رذذ  الذذن    D  ذذ ل ل عذذدد الح ي ذذي 
  O)0,0(. بمذذذذذذ     ب ذذذذذذق للإرشذذذذذذ   مج رعذذذذذذق ايذذذذذذع الأعذذذذذذداد الح ي يذذذذذذق ال   Tللإرشذذذذذذ   . لذذذذذذدكغ 

.  ضذذ فق     لذذ  يمكذذغ    نجذذد بفيذذهرلق  T�1,0نجذذد    ك  ذذ  و بذذل للإرشذذ     I)0,1(و 
EDةذذذغ  وذذذ ب   للإرشذذذ   فذذذإ  كذذذ    Eو  D رذذذه   ا كذذذ   عذذذددا  ح ي يذذذ    �  ،1�Ea   ا  (

،  /Rح ذذذل جزئذذذي ةذذذغ  T( . ع يذذذه فذذذإ  9و  7،  5( و ب ذذذق للإرشذذذ   )المفيذذذ ئل 0zEكذذذ   
و بذذذل  D سذذذ لب ح ذذذل الأعذذذداد الح ي يذذذق .  ضذذذ فق     لذذذ    ا كذذذ    ي عذذذدد ح ي ذذذي  ذذذير

( . ولأرنذذذ  لا رر ذذذد    ررسذذذم  ي  ذذذكل 11و بذذذل للإرشذذذ     ضذذذ   )سذذذؤال  Drللإرشذذذ   فذذذإ  
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فإرنذذ  رنصذذه ال ذذرا  بدصذذرم  و تخيذذل  رشذذ   الأعذذداد الح ي يذذق الماد فذذق وال  ب ذذق للإرشذذ   ، برسذذم 
 الأ ك ل نهرففيهم .

 14-30قضية 
)0,(و ب ذذذق للإرشذذذ     ا وف ذذذ    ا ك رذذذ   D),0(، الن نذذذق  Dدد ح ي ذذذي لأي عذذذ  D 

 و ب ق للإرش   .

 البرهان
  ، و ب ذذذق للإرشذذذ  Oو ب ذذذق للإرشذذذ   . بمذذذ     ر نذذذق الأصذذذل  D),0(افذذذر     الن نذذذق  

و ب ذذذق للإرشذذذ   . هذذذ ه  D),0(فذذذإ  الذذذدائرح الذذذ  ةركزهذذذ  عنذذذد ر نذذذق الأصذذذل والذذذ  تمذذذر بالن نذذذق 
)0,(عنذذذد الن نذذذق  yالذذذدائرح ح نذذذع اتذذذرم  D  بمذذذ     اتذذذرم .y  و بذذذل للإرشذذذ   ، فذذذإ  الن نذذذق

),0( D .   و ب ق للإرش 
)0,(بالعكذذس   ا ك رذذ    D   و ب ذذق للإرشذذ   ، فذذإ  الذذدائرح الذذ  ةركزهذذO  تمذذر بالن نذذق

),0( D  ح نع اترمx  0(عند,(D يق . . وةنه  حدبع ال ض� 

 14-31قضية 
),(الن نق   ED    و ب ق للإرش     ا وف ذ    ا كذ   العذددا  الح ي يذD  وE   وذ ب د
 للإرش   .

 البرهان
 د وذذذذذذذذذ ب   للإرشذذذذذذذذذ   ، ةذذذذذذذذذغ حعر ذذذذذذذذذ  العذذذذذذذذذد ,EDافذذذذذذذذذر     العذذذذذذذذذدد غ الح ي يذذذذذذذذذ   

)0,(و  DA),0( فيذدند     الن ندذ   14-30ال  بل للإرشذ   وال ضذيق  EB  .   وذ ب د  للإرشذ
ك  ذ  و بذل   yم ةذراييا  ل  قذر  Aوا   الم م ةغ  xةراييا  ل  قرم  Bبالد لي ا   الم م ةغ 

),(( . ه ا  ا ن    د  طع   عند 2للإرش   )سؤال  ED  بالد لي .),( ED .   و ب ق للإرش 
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),(بالعكذذس افذذر     الن نذذق  EDP  و ب ذذق للإرشذذ   . فذذإ  ا ذذ  المذذ م ةذذغP   ةذذراييا
وبالدذذ لي العذذدد الح ي ذذي  D),0(. ع يذذه فذذإ  الن نذذق  D),0(عنذذد  x  وذذي اتذذرم  yل  قذذرم 

D .   ةذذذرح ثاريذذذق ا ذذذ  المذذذ م ةذذذغ  وذذذ ب   للإرشذذذP  ةذذذراييا  ل  قذذذرمx  وذذذي اتذذذرم  y  عنذذذد
),0( E  0,(. ع يه فإ  الن نق( E  0(الن نذق  14-30و ب ق للإرش   . حفيب وضيق,(E  و ب ذق

 �و ب ق للإرش   .  Eللإرش   .   ا  حفيب الدعر   فإ  
isz  ذذ ل ل عذذدد المركذذب  � D  حيذذثD  وE  1 عذذداد ح ي يذذق و� i  رذذه 

),(و بل للإرش   عندة  حكر  الن نق  ED غ ة    ي .و ب ق للإرش   . الآ  ربره 

 14-32نظرية 
 Cلج يذذذع الأعذذذداد المركبذذذق ال  ب ذذذق للإرشذذذ   عبذذذ مح عذذذغ ح ذذذل جزئذذذي ةذذذغ  Lالمج رعذذذق  

لكثذذذيرح حذذذدود حربيعيذذذق بمعذذذ ة ت  عذذذداد ةركبذذذق و ب ذذذق  Cح ذذذل الأعذذذداد المركبذذذق . كذذذل جذذذ م في 
 ( .L ند ي     Lد ةركب و بل للإرش   ) ي    ج وم  ي حربيعي ع   للإرش   هر عد

 البرهان
 Tمج رعذق ايذع الأعذداد الح ي يذق ال  ب ذق للإرشذ  . ك ذ  لذرحظ سذ ب    فذإ   Tلدكغ  

ibwل الأعذذداد الح ي يذذق . لذذيكغ عبذذ مح عذذغ ح ذذل جزئذذي لح ذذ � D  عذذددا  ةركبذذ   . حفيذذب
),(و بل للإرش     ا وف     ا ك رذ  الن نذق  wالدعر    ED  و ب ذق للإرشذ   . ولكذغ حفيذب
),(الن نق  14-31ال ضيق  ED     ا ك   و ب ق للإرش     ا وف ED,  وذ ب   للإرشذ   بالدذ لي

iTTTw)(و بذل للإرشذ     ا وف ذ    ا كذ    wفإ   i iTL)(. ع يذه فذإ   ��  ح ذل   
 جزئي ةغ ح ل الأعداد المركبق .
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bazzم لكثذيرح حذدود حربيعيذق ةذ  هر جذ  tافر     العدد المركب   Lع ذ   ��2
يعيذق بحيذث حكذر  واحد ذق( . عندئذ )دو     رف د الع رةيق رفيدنيع اادي م كثيرح الحذدود الترب

 baatbatt 4
2
1

2
0 22 �r� � �� 

Laبمذ     
�

�
2

Lt، فذإ    Lba  ا كذ     ا وف ذ   � �� وهكذ ا   ا برهنذ   رذه كذذل  42
Lw Lw كذذر   � حند ذذي     Lف نهذذ   دبذذع    جذذ وم  ي كثذذيرح حذذدود حربيعيذذق ع ذذ   �
L  ع يه اعدبر .ED iw  وليكغ : ,T�EDحيث   �

ED iwz �  2     (1) 

عذذدد ح ي ذذي . بمذذ     الجذذ م التربيعذذي  Dr z، فذذإ   0tD  ا كذذ    I   0 Eالحالااة 
LTz و بذذل للإرشذذ   ،  كذذذر  لذذد ن  Tلعذذدد  ذذير سذذذ لب في  فذذذإ   D�0.   ا كذذ    ��

0!�D  وT��D     ضذذذذذ    عنذذذذذي  T��r D   ةذذذذذغ جهذذذذذق  اذذذذذر .Diz r   ،
LiTzه ا   ض    ؤدي      � )( . 

iyxzلذذذذذذذذيكغ  II   0zEالحالااااااااة  �   ،x  ،y   ذذذذذذذذؤدي  (1) عذذذذذذذذداد ح ي يذذذذذذذذق عندئذذذذذذذذ  
:    

 D � 22 yx      (2) 
 E xy2      (3) 

و  0zx ؤدي        (3)
x

y
2
E

  . 

0 (2)ع يه حفيب 
44

2
24

2

2
2  ��� �

EDDE xx
x

x 

 )(
4
1

2
22

2
2 EDD

� ¸
¹
·

¨
©
§ �� x    (4) 

)(0بمذذ     
4
1 22 !� ED     و ند ذذيT   لذذد ن ،T�� )(

4
1 22 ED  (4)ع يذذه وحفيذذب 

Tx فإ  ��r � )(
4
1

2
222 EDD 
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وحيذث    
2
D 2لإرشذذ   فهذ ا  ذذؤدي       و بذذل لx  و بذذل للإرشذ   . عندئذذ  الح لذذق(I)  حذذؤدي

      x        و بذذل للإرشذذ   . هذذ ا بذذدومه  ذذؤديTx Tوع يذذه  �
x

y � 
2
E  وةذذغ ف .

LiTiyxz  �� )(  .� 

 14-33قضية 
212و  1Gةذذغ ح ذذل الأعذذداد الح ي يذذق ،  عنينذذ  ح ذذل جزئذذي  Fلذذيكغ   )( GGG z 

),(و  ا ك رذ   F ةذ  اذ   و دائذرح ايذع ةعذ ة ت ةع دلديهذ  ح ذع في  iGحيث كل ةغ  yx 
 و في حرسذيع حربيعذي ل ق ذل  F  ذع في  yو  xر نق ةغ ر ذ ا ح  طعهذ  عندئذ   ةذ  كذل ةذغ 

F . 

 البرهان
,21  ا ك   كل ةغ    Iالحالة  GG ان   . لدكغ ةع دلديه :   

 0 �� cbyax    (1) 

 و :
 0 c�c�c cybxa    (2) 

. عذ  ف ذ  عنذدة  لا  كذر   ةدذراييا ، ه ا  ا ن   يمكغ     د  ط Fةع كر  المع ة ت في 
),(عندئ  ر نق ح  طعه   هي  11 yx : حيث 

 
baba
cacay

baba
cbcbx

c�c
c�c

 
c�c
c�c

 11 ,  

Fyxه    وةغ الراض �11, . 
,21واحذذد ةذذغ    IIالحالااة  GG      1هذذر اذذ  والآاذذر دائذذرح . ل دقد ذذد  كثذذر افذذرG   اذذ 

 دائرح . لدكغ ةع دلده   ع   الترحيب    : 2Gو 
 0 �� cbyax    (3) 
 022  ���� gfyexyx   (4) 
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يخد ذذذ  عذذذغ  aولذذذيكغ  bو  aع ذذذ  الأوذذذل واحذذذدح ةذذذغ  (3). في  Fةذذذع كذذذر  المعذذذ ة ت في 
 نحصل ع   : (4)و  (3)ةغ ب   xالصفر . بح   

 0
2

1
2

2

22

2
2  ���¸

¹

·
¨
©

§ ���¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
� g

a
c

a
ecf

a
be

a
bcy

a
by  

  ي    :
 02  �� JED yy     (5) 

حيث 
2

2
1

a
b

� D  ،f
a
eb

a
bc

�� 
2

2E  ،
a
ecg

a
c

�� 
2

2
J 

DJE  ؤدي    (5)
DD

E
4

2
1

2
2 �r

�
 y 

DJEع يذذذذذذه رضذذذذذذع  42 � d   لذذذذذذد ن ،Fd <. هكذذذذذذ ا فذذذذذذإ   �2 @ 2:)( dFdF  ةذذذذذذغ .
,)(الراضذذذذذذذه  21 dFyy ),(حيذذذذذذذث  � 11 yx  و),( 22 yx  1 ذذذذذذذ   حذذذذذذذدا يي ر نذذذذذذذ  ح ذذذذذذذ طعG  

11     ؤدي    2G  .(3)و  y
a
b

a
cx yو   ��

a
b

a
cx  . dF)(  ند ي      2 ��

 دائرح . افر     ةع دلديه   ع   الترحيب هي : ك     2Gو  III   1Gالحالة 
 022  ���� gfyexyx    (6) 

 و :
 022  c�c�c�� gyfxeyx    (7) 

gfegfeةع كر  المع ة ت  ccc  ةع دلق ا   الم م بن ن  ح  طعه   هي : Fفي  ,,,,,
 0)()(  c��c��c� ggyffxee   (8) 

. ع يذذه فذذإ   8ةذذع ا ذذ  المعنذذ  في  1Gهذذي رفذذس ر ذذ ا ح ذذ طع  (7)و  (6) لذذذر ذذ ا الد ذذ طع 
 �، وال ضيق حدبع .  IIحدقرل    الح لق  (3)الح ليق 
 14-34نظرية 

njjFيمكذذذذغ  رشذذذذ فه   ا وف ذذذذ    ا وجذذذذدت ةدد بعذذذذق  uد المركذذذذب العذذذذد  dd0)(  لح ذذذذرل
 ، بحيث : Cجزئيق ةغ 
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 nFFFFQ ���� ...210    (1) 

 > @ njjFF jj dd�d� 12: 1    (2) 

 nFu �        (3) 

 البرهان
)(ةدد بعذذذذذذذذذق ةذذذذذذذذذ   لاحذذذذذذذذذظ     jF  حفيذذذذذذذذذ   ةدد بعذذذذذذذذذق ة برلذذذذذذذذذق  (3)،  (2)،  (1)ص ذذذذذذذذذد 
1)( ؤدي        (2) و   . u ل عنصر jjj cFF jjلبع    � Fc � . 
 الضرورة

ةدد بعدذذ   ة برلدذذ   فذذإ  له ذذ  ةدد بعذذق  vو  uرذذبرهغ  ولا   رذذه   ا كذذ   لعذذدد غ ةذذركب  
niiFة برلذذذذذذذذذذذق ةشذذذذذذذذذذذتركق . افذذذذذذذذذذذر     ةدد بعديه ذذذذذذذذذذذ  الم بذذذذذذذذذذذرلد   ذذذذذذذذذذذ  ع ذذذذذذذذذذذ  الدذذذذذذذذذذذرالي  dd0)(  

mjjKو  dd0)(      بمذذذ .> @ 2: 1 d�jj KK   1)(فذذذإ jjj KK D�    لذذذبعjj K�D  هذذذ ا
)()(  عنين  1101 DD QKK    

),()( 21212 DDD QKK    
�  

),...,,( 21 jj QK DDD  

mj عندة  dd1  10. عر  المدد بعق)( �dd mkkL : ع   النقر الآتي 

ii FL niعنذذذذذذدة     dd0  و)...,,( 21 tntn FL DDD �   عنذذذذذذدةmt dd1 
1)(ه ا  ؤدي        tLL tntn D��� mtعندة     dd0 . 

<الآ    @ > @ 2:: 21 d �� iiii FFLL   عنذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذدةni dd1 .      بمذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ

11 ��� � tnt LK  ودمجذذقtD 1 ذذ  ع�tK  فذذإ  دمجذذق  2لا حدجذذ وي ،tD   1ع ذذ�� tnL  لا
<. بالدذذذذذذ لي  2حدجذذذذذذ وي  @ 2: 1 d��� tntn LL   ضذذذذذذ فق     لذذذذذذ  .mnm LK  عنذذذذذذي  ��

mnLv nmkkL. وهك ا فإ   �� �dd0)(  ةدد بعق ة برلق لكل ةغ هيu  وv . 
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 ةذذذذغ ةبذذذذد  الاسذذذذدند    نذذذذد   رذذذذه   ا  عنينذذذذ  عذذذذددا  ةندهيذذذذ   ةذذذذغ الأعذذذذداد المركبذذذذق ولكذذذذل 
 ةنهذذذذذذذ  ةدد بعذذذذذذذق ة برلذذذذذذذق ةذذذذذذذغ ح ذذذذذذذرل جزئيذذذذذذذق فذذذذذذذإ  لهذذذذذذذ ه الأعذذذذذذذداد ةدد بعذذذذذذذق ة برلذذذذذذذق ةشذذذذذذذتركق 

مةذذذزا  لمج رعذذذق ايذذذع الأعذذذداد  nD، ضذذذع  nسذذذ لب لح ذذذرل جزئيذذذق . لكذذذل عذذذدد صذذذقيه  ذذذير 
),(بحيذذذث  ةذذذ   xالح ي يذذذق  yx  و ),( xy     ند ذذذي nE  لعذذذدد ح ي ذذذيy كذذذ ل  ضذذذع . 

`b  عدد طبيعي ، ولكل عنصر فيnD  حرجد ةدد بعذق ة برلذق لح ذرل جزئيذق^ |nS . بمذ    
   ^ `)0,1(),0,0(0  E   فذذذذذذذذذذذإ ،^ 1̀,00  D     وحيذذذذذذذذذذذذث .Q�1,0   ف ه ذذذذذذذذذذذذ ،

 . ةدد بع ت ة برلق تافهق
Sn. افذذر      S�0وع يذذه فذذإ    ��1. اعدذذبر  ي  � nDx   ةذذغ الدعر ذذ .

1),( �� nEyx  1 و),( �� nExy  لعذدد ح ي ذيy  1. لذذيكغ),( �� nEyx   الآ .
),( yx  1هي ر نق ح  طعG  2وG  حيث كل ةغiG  ة  ا   و دائرح و ب ذق للإرشذ   ةذغ 
nE بذل للإرشذ   ةذغ . بم     ا   ال  nE  دعذ  بن ندذ  ةذغ nE    وكذل دائذرح و ب ذق للإرشذ

حدقذذدد بث  ذذق ر ذذ ا )المركذذز ، ور ندذذ   حيذذث المفيذذ فق بينه ذذ  تمثذذل رصذذ  ال نذذر( ،  nEةذذغ 
1G  2وG   ك     دعين   بعدد ةنده ةغ ر  اnE   ا ك رذ   .F  هذ ه مج رعذق  حذدا ي ت

. حفيذذب فذذرو   nDةندهيذذق ةذذغ هذذي مج رعذذق جزئيذذق  Fالن ذذ ا المندهيذذق ، ف ذذغ الراضذذه    
لذذذذه ةدد بعذذذذق ة برلذذذذق ةذذذذغ ح ذذذذرل جزئيذذذذق . بالدذذذذ لي هذذذذ ه الأعذذذذداد  Fالاسذذذذدند   كذذذذل عنصذذذذر في 

mjK ي يذذق لهذذ  ةدد بعذذق ة برلذذق ةشذذتركق ولذذدكغ الح j dd0)(  بمذذ     ايذذع عن صذذر ،F 
كذذل ةذذغ   14-33. ةذذغ وضذذيق  mK ذذ  ع ذذ  الح ذذل  2Gو  1Gفذذإ  ةعذذ دل   mKحند ذذي    

xy,  ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذع في ح ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل حرسذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذيع  L  ل ق ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذلmK   دمجدذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذه ع ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذmK  
LKm وضذذذذذذذذعن . لذذذذذذذذر  2لا حدجذذذذذذذذ وي  ,1، رذذذذذذذذر      �1  �� mKyx  10و)( �dd mjjK  

),(1  الم برلذذذذق . رفذذذذس الشذذذذي  في ح لذذذذق هذذذذي ةدد بعده ذذذذ �� nExy  ا  لكذذذذل عنصذذذذر   .x  
Snةدد بعذذق ة برلذذق لح ذذرل جزئيذذق . ع يذذه فذذإ   1�nDفي  �� وةذذغ ةبذذد  الاسذذدند   لكذذل  1
nd0  فإ  لكل عنصر فيnD . ةدد بعق ة برلق 
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iyxuلذيكغ  nEyxعذددا  ةركبذ   وذ ب   للإرشذ   . فذإ    � .   nلذبع   ),(�
ةدد بعذق ة برلذق لح ذرل جزئيذق . ع يذه فذإ  له ذ  ةدد بعذق  ,yxك   برهن  ةغ وبذل فذإ  لكذل ةذغ 

qjjFبرلق ةشتركق ولدكغ ة  dd0)( ضع . ر)(1 iFF qq <، فإ   �  @ 2:1  � qq FF. 
 1)()(, � �� ��� qqqq FiFiyxuiFFyx  

)(10  ا   �dd qjjF  هي ةدد بعق ة برلق لح رل جزئيق ل عنصرu . 
iyxuافذذذذر     ل عنصذذذذر   الكفايااااة  qjjFةدد بعذذذذق ة برلذذذذق   � dd0)(  . لح ذذذذرل جزئيذذذذق
    jح ذذذذذل ايذذذذذع الأعذذذذذداد المركبذذذذذق ال  ب ذذذذذق للإرشذذذذذ   . رذذذذذبرهغ بالاسذذذذذدند   ع ذذذذذذ   Lلذذذذذيكغ 

LFj LQF. ةذذذذذذذذغ الراضذذذذذذذذه     � LFj . افذذذذذذذذر  0 � . الآ   jلذذذذذذذذبع   �
)( 11 ��  jjj aFF   11لذذذذذبع �� � jj Fa    1.   ا كذذذذذ� jj FF  فإرذذذذذه ةذذذذذغ الراضذذذذذه
LFj 1�zو  ا كذذ    ��1 jj FF   1فذذإ�ja ق الث ريذذق ع ذذ  ةذذغ الدمجذذjF   بالدذذ لي ع ذذ
L   ةذذذذذذغ  حيذذذذذذق  اذذذذذذر  كذذذذذذل جذذذذذذ م لكثذذذذذذيرح حذذذذذذدود حربيعيذذذذذذق ع ذذذذذذ .L  ذذذذذذع في  L  ع يذذذذذذه .
La j LFjهذذذذذ ا  ذذذذذؤدي        ��1 LFjةذذذذذغ الاسذذذذذدند    كذذذذذر   ، بالدذذذذذ لي ��1 � 

LFq. بالأاذذ   jلكذذل  qFuفذذإ   � Lu ذذؤدي        � و بذذل  uوع يذذه فذذإ   �
 � للإرش   .

 14-35نتيجة 
 . 2ودمجده ورح ل عدد  Qهر جبري ع    ي عدد ةركب و بل للإرش   

 البرهان
ةدد بعذق  uعددا  ةركب   و ب   للإرش   . حفيب النظر ق الفي ب ق فإ  ل عنصذر  uكغ يل

mKKKKQ ة برلق ةغ ح رل جزئيق ���� ...210 
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mKuهنذذذ   j  ،mj. الآ  لكذذذل  � dd1  ،> @1: �jj KK   2 و  1 فيذذذ وي  ةذذذ  .
< ةغ @ > @ > @ > @01211 :...::: KKKKKKQK mmmmm ���  

<نحصل ع       @ r
m QK 2: mrلبع     d . 

mKuالآ   mKuQ ؤدي        �  . ع يه فإ  : )(�
 > @ > @ > @QuQuQKQK mm

r :)()(::2    

<والذذذ ي  بذذذ      @QuQ هذذذي وذذذرح  Qع ذذذ   u. بالدذذذ لي فذذذإ  دمجذذذق  2هذذذر وذذذرح ل عذذذدد  )(:
 �.  2ل عدد 

فإرذه  2ودمجدذه وذرح ل عذدد  Qالمث ل الآتي  ب   ره   ا ك   عدد ةركب ة  جبريا  ع    
 ليس بالضرومح     كر  و ب   للإرش   .

 9مثال 
)(24اعدبر كثيرح الحذدود   4 �� xxxf   حفيذب ةعيذ م   ررفيذ .)(xf  ذير 

ه  الدكعيبيذذذذذذذق هذذذذذذذي كثذذذذذذذيرح حذذذذذذذدود  فذذذذذذذإ  وف ذذذذذذذ   لنر  ذذذذذذذق فذذذذذذذيرامي . Qو ب ذذذذذذذق ل دق يذذذذذذذل ع ذذذذذذذ  
22)( 3 �� yyyg . 

 فإ  : yg)(ج ما  لكثيرح الحدود  l  ا ك   

2
2242

,
2

2242 2

2

2

1
lllxlllx ���

 
���

  

 lه فذإ  دمجذق  ير و ب ق ل دق يل   ضذ   ، ع يذ yg)(. الآ   xf)(   ج ما  لكثيرح الحدود 
 ( .   ا كذذذذذ   كذذذذذل ةذذذذذغ 14-35 ذذذذذير و بذذذذذل للإرشذذذذذ   )رديجذذذذذق  l. بالدذذذذذ لي  3حفيذذذذذ وي  Qع ذذذذذ  

1x  ،2x   21وذذ ب   للإرشذذذ   ، فذذإ xx  l2   للإرشذذذ   . هذذ ا  ذذذؤدي        كذذذر  وذذ ب �
�و بذذل للإرشذذ   والذذ ي بذذدومه  ذذؤدي        �22

2
1 ll و بذذل للإرشذذ   ، فهذذ ا حنذذ و  ممذذ    

  1xةذذذغ   ذذذير و بذذذل للإرشذذذ   ، في حذذذ  دمجذذذق كذذذل 1x  ،2xع ذذذ  الأوذذذل ةذذذغ  عذذذ     واحذذذدا  
224هر  Qع    2xو   . 2ورح ل عدد   
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ق ةفيذذد يم  اذذ  و ب ذذق للإرشذذ     ا ك رذذ  ر ندذذ  ا  ده ذذ  و ب ذذق للإرشذذ   . عذذ ن  ذذ ل ل 
وذذ ب   للإرشذذ   .   ذذ ل عذذغ    ذذ ل    سذذي  رذذه و بذذل للإرشذذ     ا كذذ   كذذل ضذذ ع ةذذغ  ضذذ عه

 ياو ق ة   ا  و ب ق للإرش     ا ك   ك   ةغ م سه  وض عيه  و ب   للإرش   .

 14-36قضية 
   ا ك   ونعق ةفيد يم و ب ق للإرش   ، فإ  طرله   كر  عددا  و ب   للإرش   . 

 البرهان
),(اعدذذذذذذبر ونعذذذذذذق ةفيذذذذذذد يم و ب ذذذذذذق للإرشذذذذذذ   ا  ديهذذذذذذ    11 baA  و),( 22 baB  ةذذذذذذغ ،
2121و ب د   للإرش   ، بالد لي فإ   Bو  Aالدعر    ,,, bbaa  .   هي  عذداد و ب ذق للإرشذ

عذدد بم     مج رعق ايع الأعداد الح ي يق ال  ب ذق للإرشذ   حشذكل ح ذ   والجذ م التربيعذي لأي 
ح ي ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذي  ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذير سذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ لب و بذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل للإرشذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ    كذذذذذذذذذذذذذذذذذذذر  وذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ ب   للإرشذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ   فذذذذذذذذذذذذذذذذذذذإ  

2
21

2
21 )()( bbaaAB   كذذذذذذذذذر  وذذذذذذذذذ ب   للإرشذذذذذذذذذ   . ع يذذذذذذذذذه فذذذذذذذذذإ  ال ضذذذذذذذذذيق   ���

 �مح  ق . 
ال ضذذيق الفيذذ ب ق حبذذ     ل نعذذق ةفيذذد يم ةعنذذ ح   ا كذذ   بإةك رنذذ     ربذذ     طرلهذذ   

  ير و ب ق للإرش   .عدد  ير و بل للإرش   ةغ  ل   دبع    ونعق المفيد يم 
 الآ  نحغ ج هزو  لحل المفي ئل ال   كرت في بدا ق البند .

 14-37قضية 
168كثيرح الحدود   3 �� xx . ير و ب ق ل دق يل ع   ح ل الأعداد النفيبيق  
 البرهان

)(168لذذدكغ   3 �� xxxf     كفذذي    رذذبرهغ  .)(xf ذذق ل دق يذذل  ذذير و ب 
 )لم  ا ؟( . Zع   

 الآ  :
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318248)1( 23 ��� � xxxxf    (1) 

)1( ذذذذذذذير و ب ذذذذذذذق ل دق يذذذذذذذل   ا وف ذذذذذذذ    ا ك رذذذذذذذ   xf)(كثذذذذذذذيرح الحذذذذذذذدود  �xf  ذذذذذذذير و ب ذذذذذذذق  
 ل دق يل .
)1(دود عذدد  ولي لا   فيذذم المع ةذذل ال  ئذذد لكثذيرح الحذذ 3الآ    �xf  و  فيذذم ايذذع .

لا   فيذذم الحذذد الث بذذ  . ع يذذه وفذذد ةعيذذ م   زرفيذذد  فذذإ   q 23المعذذ ة ت الأاذذر  ولكذذغ 
)1( �xf  . ير و ب ق ل دق يل . بالد لي فه ا  ثب  ال ضيق � 

 14-38نظرية 
 فينرح وفرج م .بصرمح ع ةق لا يمكغ حث يث ياو ق بم 

 البرهان
 النديجذذذذذق حثبذذذذذ    ا كذذذذذ   بإةك رنذذذذذ     ربذذذذذ  وجذذذذذرد ياو ذذذذذق و ب ذذذذذق للإرشذذذذذ   ولا يمكذذذذذغ  
 حث يثه  .
�الن نذذذق   �3,1A  . )  3و ب ذذذق للإرشذذذ   )امسذذذم مخننذذذ

S
 � AOX   ياو ذذذق رصذذذ

.   ا كذ   با ةكذ   حث يذث هذ ه الزاو ذق بالمفيذنرح  و ب ذق للإرشذ   �AOXونر ق . ع يه فذإ  
بحيذث  OCوالفرج م يمكغ مسذم ةفيذد يم ، 

q
COX S

. لنفذر     هذ ا ا ذ    وذي  � 

ع ذ   OX (Eالع ذرد ع ذ   DEوونعذق المفيذد يم  D. عندئذ  الن نذق  Dدائرح الرحذدح في 
 14-36( و ب دذذ   للإرشذذ   . بالدذذ لي حفيذذب وضذذيق xاتذذرم 

9
cos

S
 OE  .   و بذذل للإرشذذ

ضع 
9

cos
S

 x  برضع .
9
ST TTTفي    cos3cos43cos 3 نحصل ع ذ    �

   0
2
1

34 3  �� xx     0168 ي 3  �� xx . 
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168فذإ   14-37وحفيب وضيق  3 �� xx   ذير و ب ذق ل دق يذل ع ذ Q  ونحصذل ،
 ذذير و بذذل  x. لذذ ا فذذإ   2لذذيس وذذرح ل عذذدد  3. ولكذذغ  3 فيذذ وي  Qع ذذ   xع ذذ     دمجذذق 
 �( ، ه ا حن و  .   ا  نحصل ع   النديجق . 14-35للإرش   )رديجق 

 ةثذذذذلاذذذذب الد كيذذذذد    هنذذذذ ك يوايا 
2
S  ياو ذذذذق رصذذذذ  ونر ذذذذق يمكذذذذغ حث يثهذذذذ  براسذذذذنق

 ةفينرح وفرج م .
 فيه وحدح واحدح  في   ةكعب وحده .المكعب ال ي كل ض ع 

 14-39نظرية 
 لا يمكغ  رش   ةكعب حج ه ضع  حجم ةكعب الرحدح .

 البرهان
، ع يذذه   ا كذذ   با ةكذذ    رشذذ   ةكعذذب حج ذذذه  1حجذذم ةكعذذب الرحذذدح  فيذذ وي  

وعندئذ  طذرل  ي ضذ ع  2ضع  حجذم ةكعذب الرحذدح بمفيذنرح وفرجذ م فذإ  حج ذه  فيذ وي 
3له  في وي   و كر  و ب   للإرش   . 2
3فذذإ  دمجذذق  14-35  ا  وحفيذذب رديجذذق   . ةذذغ  حيذذق  2هذذر وذذرح ل عذذدد  Qع ذذ   2

3ثاريق كثيرح الحدود الأصغر ق ل عدد  23هي  Qع    2 �x  2دمجده  ليفي  وذرح ل عذدد و 
 �. ه ا حن و  ،   ا  فإ  النديجق حدبع . 

 14-40نظرية 
 لا يمكغ  رش   ةربع ةفي حده حفي وي ةفي حق دائرح الرحدح بمفينرح وفرج م . 
 البرهان

، فذذإ    S. ع يذذه   ا  ةكذذغ  رشذذ   ةربذذع ةفيذذ حده  Sةفيذذ حق دائذذرح الرحذذدح حفيذذ وي  
�عدد و بل للإرش   ، وبالد لي  S. ع يه فإ   Sكل ض ع فيه  �2SS عدد و بذل   
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عذذذذدد  S( . هذذذذ ا  نذذذذ و  الح ي ذذذذق    14-35)رديجذذذذق  Qجذذذذبري ع ذذذذ   Sللإرشذذذذ   و كذذذذر  
 �ةدفي ةي .   ا  حص ن  ع   النديجق . 
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 مسائل
 

 . 11    1 نصه الن ب بإعن   براه  ص ي يق ل  في ئل ةغ 
و بذل للإرشذذ   ، بذرهغ    ا ذذ   lر نذق و ب ذذق للإرشذ   ح ذع ع ذذ  اذ   P  ا ك رذ   -1

 و بل للإرش     ض   . lالع رد ع    Pةغ 
. الذدائرح الذ  ةركزهذ   Pتخد   عذغ  lع    Qو ب ق للإرش    ر نقحرجد    إرشا ]
P   ورصذذذ  ونرهذذذPa  ح وذذذيl  عنذذذد ر نذذذق  اذذذر  ولذذذدكغT    الذذذدائرتا  ال دذذذ .

 ذذ  و ب دذذ   للإرشذذ   ، اذذ   QTوله ذذ  رصذذ  ال نذذر رففيذذه  Q  ،Tةركز ذذ  عنذذد 
 [ .lوالع رد ع    Pالم م ةغ ح  طعه   هر ا   المن رب 

، فذإ  ا ذ   lر نذق و ب ذق للإرشذ   لا ح ذع ع ذ  ا ذ  ال  بذل للإرشذ    P  ا ك ر   -2
 للإرش   . و بل lالع رد ع    Pةغ 
رصذذذ   P. الذذذدائرح الذذذ  ةركزهذذذ   lع ذذذ   Qااذذذتر ر نذذذق و ب ذذذق للإرشذذذ     إرشاااا  ]

 ولذذذذدكغ الأاذذذذر   Qبصذذذذرمح ع ةذذذذق عنذذذذد ر ندذذذذ  ،  حذذذذدا    l  وذذذذي  PQونرهذذذذ  
T    ا ك   .T  وQ  ةدن ب د   فذإ  ا ذ  المذ م بذذP  وQ  . هذر ا ذ  المن ذرب

ولهذذذذ  رفذذذذس  Tو  Qمخد فدذذذذ   ، فذذذذإ  الذذذذدائرتا  ال دذذذذ   ةركزا ذذذذ   Qو  T  ا ك رذذذذ  
و ب دذذذذذ   للإرشذذذذذ   . اذذذذذ  ح ذذذذذ طع هذذذذذ تا  الذذذذذدائرتا  هذذذذذر ا ذذذذذ   QTرصذذذذذ  ال نذذذذذر 

 المن رب[ .
ال  بذذل للإرشذذ   ، بذذرهغ     lع ع ذذ  ا ذذ  ر نذذق و ب ذذق للإرشذذ   لا ح ذذ P  ا ك رذذ   -3

 و بل للإرش   . lةرايي     Pا   الم م بذ 
l، فذذذذإ  ا ذذذذ   2حفيذذذذب سذذذذؤال   إرشااااا  ] c  المذذذذ م ةذذذذغP   والع ذذذذرد ع ذذذذl  و بذذذذل

lع ذذرد ع ذذ   Pةذذغ  m، ا ذذ   1للإرشذذ   . حفيذذب سذذؤال  c    فذذإ و بذذل للإرشذذ 
m . ]هر ا   المن رب 



 
 
 

 الفصل الرابع عشر

 

800 

 و بل للإرش   . �Dرهغ    عددا  ح ي ي   و ب   للإرش   ، ب D  ا ك    -4
و ب ذق للإرشذ   . الذدائرح الذ  ةركزهذ  ر نذق الأصذل والذ  تمذر  D),0(الن نق   إرشا  ]

),0(عند  xو ب ق للإرش   . ه ه الدائرح ح وي اترم  D),0(بالن نق  D�. ] 
DE  ا كذذذذ   عذذذذددا  ح ي يذذذذ    -5 وذذذذ ب   للإرشذذذذ   ، بذذذذرهغ    العذذذذددا  الح ي يذذذذ    ,

ED r .   و ب   للإرش 
هذذذذذذي  Bحيذذذذذذث  OBورصذذذذذذ  ونرهذذذذذذ   DA),0(الذذذذذذدائرح الذذذذذذ  ةركزهذذذذذذ    إرشااااااا  ]
)0,(E  و ب ذذق للإرشذذ   . هذذ ه الذذدائرح ح وذذي اتذذرمx   عنذذد الن ندذذ)0,( ED � 
),0(و  ED �. ] 

ED  ا ك    -6  و بل للإرش   . DEعددا  ةرجب   و ب   للإرش   ، برهغ     ,
و بذذذذل للإرشذذذذ   وا ذذذذ  المذذذذ م ةذذذذغ  DB),0(و  A)1,0(ا ذذذذ  المذذذذ م ةذذذذغ    إرشااااا ]
),0( EE  رايي AB  و بل للإرش   و  وي اترمx  0(عند,(DE. ] 

ل برهنذذق ع ذذ     ح صذذل ضذذرب  ي عذذدد غ ح ي يذذ  وذذ ب    6و  4ادخ سذذؤالي اسذذد -7
 للإرش    كر  و ب   للإرش   .

Bعددا  ةرجب   و ب   للإرش   برهغ     B  ا ك    -8
 و بل للإرش   . 1

 )1,0(و  E),0(ييا  ا ذذذ  الذذذ ي  ذذذرب  ةذذذرا )0,1(ا ذذذ  المذذذ م بالن نذذذق   إرشاااا  ]

̧¸عند  yو بل للإرش   وهر   وي اترم 
¹

·
¨̈
©

§
E
1

,0. ] 

يخد ذذ   D، بذذرهغ  رذذه لأي عذذدد ح ي ذذي و بذذل للإرشذذ    8و  4باسذذداداخ الفيذذؤال   -9
فإ  عغ الصفر 

D
 و بل للإرش   . 1

   مج رعذذق الأعذذداد الح ي يذذق ال  ب ذذق للإرشذذ   حكذذر   9و  7،  5اسذذدند  ةذذغ المفيذذ ئل  -11
 ح    ص  ع  ي  الج ع والضرب للأعداد الح ي يق .
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   للإرش   .و ب  Dr، برهغ     Dلأي عدد ةرجب و بل للإرش    -11
),0(الدائرح ال  ونرهذ   ذرب  الن ندذ     إرشا ] D�  و ب ذق للإرشذ   وهذي  )0,1(و

�عند  yح نع اترم  �D,0  و� �D�,0   وع يه فإDr رش  [ .و ب   للإ 
ةغ الزوايا النص  ونر ق و ب ق للإرشذ     ا وف ذ    ا   D وي سه برهغ    الزاو ق ال   -12

sincos)(ك   العدد الح ي ي  DD .   و بل للإرش 
ك رذذذذ  ةذذذذغ الذذذذزوايا النصذذذذ  ونر ذذذذق و ب ذذذذق للإرشذذذذ     ا وف ذذذذ    ا   Dبذذذذرهغ    ياو ذذذذق  -13

sin,(cos(الن نق  DD .   و ب ق للإرش 
و بذل للإرشذ   حكذر   Dcosبحيذث  Dمج رعذق ايذع الأعذداد الح ي يذق  Aبرهغ     -14

 كذذذذذذذر   A�Dيةذذذذذذذرح جزئيذذذذذذذق ةذذذذذذذغ يةذذذذذذذرح الج ذذذذذذذع للأعذذذذذذذداد الح ي يذذذذذذذق . و   لكذذذذذذذل 
A�

2
D. 

ب     * -15
5

cos
S    و بل للإرش   و

5
S .   ياو ق و ب ق للإرش 

دمجذذذذق و ب ذذذذق  n، بذذذذ     الذذذذزوايا الذذذذ  وي سذذذذه   n عنيذذذذ  عذذذذددا  صذذذذقيق   ةرجبذذذذ   * -16
 . 3ةغ ةض عف ت  nوف     ا ك    للإرش     ا

دمجذذق و ب ذذذق للإرشذذذ   . وةذذذغ  36، الزاو ذذق الذذذ  وي سذذذه   15حفيذذذب سذذذؤال   إرشااا  ]
 صذغر عذدد  tدمجذ ت و ب ذق للإرشذ   لذيكغ  9 دبذع    الزاو ذق الذ  وي سذه   14سؤال 

 دمجذذذذذق هذذذذذي و ب ذذذذذق للإرشذذذذذ   ، فذذذذذإ   tصذذذذذقيه ةرجذذذذذب بحيذذذذذث الزاو ذذذذذق الذذذذذ  وي دهذذذذذ  
9dt  اعدبر .t�9      3اسدند t. ] 

ةذغ الأضذ  (  كذر  وذ ب   للإرشذ     ا وف ذ   n ضذ ع النذرل المنذدظم )لذه   المبرهغ  -17
او ق ال  وي سه    ا ك ر  الز 

n
S .   ياو ق رص  ونر ق و ب ق للإرش 
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المنذذدظم وذذ ب    والمفيذذد اسذذدند     الما ذذس المنذذدظم  17،  16باسذذداداخ الفيذذؤال   -18
  ض    ير و بل للإرش   . 9للإرش   ، ولكغ المض ع المندظم  و 

 كذذذذذذذغ حث يثهذذذذذذذذ  بمفيذذذذذذذذنرح دمجذذذذذذذذ ت لا يم 3،  6،  15بذذذذذذذرهغ    الذذذذذذذذزوايا الذذذذذذذ  وي سذذذذذذذذه   -19
 وفرج م .

 برهغ الآتي : -21
(i) 1223 ��� xxx . ير و ب ق ل دق يل ع   الأعداد النفيبيق  

(ii) 
7

2
cos2

S  يح د كثيرح الحدود في(i) . 

(iii) 
7

2S .   عدد  ير و بل للإرش 

(iv) .   الفيب عي المندظم  ير و بل للإرش 
 ذذذير و ب ذذذذق  xnI)(، كثذذذذيرح الحذذذدود الفيذذذيكرحرةيق  1tnه لأي باسذذذداداخ ح ي ذذذق  رذذذ -21

 . برهغ الآتي : Qل دق يل ع   
(i)    كثيرح الحدود الأصغر ق لج م ررل بدائي ل  ق  د عQ  هي)(xnI . 
(ii) اسذذذدند   رذذذه   ا كذذذ   جذذذ م رذذذرل بذذذدائي ل  ق  ذذذد  14-34ر ذذذق باسذذذداداخ رظ

)حيذذث  2 فيذذ وي وذذرح ل عذذدد  nM)( ي     xnI)(وذ ب   للإرشذذ   فذذإ  دمجذذق 
)(nM  هي دالق  و  ر(Totient) . ) حرتا ن 

(iii) باسذذذداداخ ح ي ذذذق    يةذذذرح جذذذ لرا لجذذذ م رذذذرل بذذذدائي u  عكذذذس     بداليذذذق و
 nوذذرح لعذذدد  nM)(رظر ذذق لاجذذرار  حدق ذذد ل زةذذر الأبي يذذق ، بذذ   رذذه   ا كذذ   

 و بل للإرش   . uفإ  
(iv)  بذذذذ     المضذذذذ ع المنذذذذدظم الذذذذ يn    للإرشذذذذ     ا وف ذذذذ    ا كذذذذ    ضذذذذ ع   وذذذذ ب

 نرل البدائي ل راحد و بل للإرش   .ال ج م
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 .  عدد ةركب و بل للإرش  [ وحعر  17و  12اسدادخ الفيؤال     إرشا ]
(v)  ) المضذذذ ع المنذذذدظم  و )جذذذ وn   ضذذذ ع    كذذذر  وذذذ ب   للإرشذذذ     ا وف ذذذ    ا

 . 2دد ورح ل ع nM)(ك   
 الفي ب ق[ . (iv)و  (iii)،  (ii)اسدادخ الأجزا     إرشا  ]

(vi)    ا كذذ  P  عذذددا   وليذذذ   ، بذذ     المضذذ ع المنذذذدظم  وn    وذذذ ب    كذذر  ضذذ ع
عذذذذذذذذذذذذذذدد الأولي لفيرةذذذذذذذذذذذذذذ ت ،  ي    ال Pللإرشذذذذذذذذذذذذذذ     ا وف ذذذذذذذذذذذذذذ    ا كذذذذذذذذذذذذذذ   

122 � 
n

P   لبعnd0 . 
)(1  إرشا  ] � PpM. ] 
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15 

 حلقات تحقق شروط السلسلة
Rings with Chain Conditions 

 
كه  السهلة اعهاة  ة   (PID)أثبتنا أنه  في اهاحة الاليهات سييسهية  10-27في القضية 

اهههلم اللاليهههات اتد ههه  نتههه  ةههه   انتههه  اهههلم اتههه و  ا في بههه ا ال عههه  اهههنتتر  ل سااهههة نتههه  
امم ثاثلهة للاليهات اه لم جانه  واحه  ونت هك ة هرص ةتعهرص الخعايص للحلقات التي تحقهق شهروً

 ةلم اتلقات التي لا استدة  السلة انازلية لا نهايية تااة للاليات الم جان  واح  .

 Noetherian Ringsالحلقات النويثيرية    -1
 15-1تعريف 

اتلقة التي ةيها ك  السلة اعاة  ة تااة الم الاليهات يينيهة س سهاس ةك ا هدت انتهيهة  
  ة يينية س ساس ةك .اسمى حلقة ند لي 

س سههاس ةك انههها الههة اتلقههة الههتي  يينيههةنعههدسص ا اة ههة ي ننهها أت نتههرو حلقههة ند لي ههة  
 ةيها ل   السلة اعاة  ة غي انتهية .

...321 ��� III الاليههههات يينيههههة س سههههاس ةك  دجههه  ةهههه    ههههحي  ادجهههه   اهههلمn   بحيهههه
nm  دت  II nmل      t . 

سأي شههههرط  ACCحلقههههة ند لي ههههة يينيههههة س سههههاس ةك اتروةههههة أ ضههههامم انههههها حلقههههة اهههه     ملاحظةةةةة
 السلسلة التعاة  ةك ةلى اللاليات اليمينية ساليساس ةك .
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 15-2تعريف 
ات اليمينيههة واليسههاس ة اتههامم اتلقههة الههتي  تحقههق ةيههها شههرط السلسههلة التعههاة  ة للملاليهه

 اسمى حلقة ند لي ة .
 1مثال   

وكهههه  اهههههاحة  (PID)بههههك حلقههههة ند لي هههههة ينههههها اههههاحة الاليهههههات سييسههههية  Zاتلقههههة  
 ك .10-27الاليات سييسية بك حلقة ند لي ة س ضية 

 2مثال  
 ساس ة .الم الداض  أت ك  حلقة انتهية بك حلقة ند لي ة يينية و  

 3مثال  
  )0(بههههك ةقهههه   Dللحلقههههة  اليمينيههههةاللاليههههات  ت. بمهههها أ Dاةتههههة أ ههههة حلقههههة  ا يههههة  

حلقهههة ند لي هههة  Dةههه ت بهههك حلقهههة ند لي هههة يينيهههة . ياهههبا  ثاثلهههة  Dن سهههها . ةههه ت  Dو 
  ساس ة أ ضامم .

 في نها ة ال ع  ادو نت ك الالامم تلقة ند لي ة يينية ليست  ساس ة . 

 15-3تعريف 
الاليههات يينيههة س سههاس ةك ةيههها  اههلمحلقههة بحيهه  كهه  غمدةههة غههي  اليههة  Rإذا كانههت  

تههداله  هها ةنعههر أةنههن ة ننهها نقههدظ أت شههرط ايةنميههة  قههق للملاليههات ارابههة جيييههامم نتا ههة الاح
 . Rاليمينية ساليساس ةك للحلقة 

نته  أت  dارابهة جيييهامم نتا هة  Fلاحظ أننا نتنعر أةنمك الم غمدةة غهي  اليهة  
FAالتنعههههر  BAيحقههههق  Fفي  Bحيهههه  لا  دجهههه  ةنعههههر  �  A. نتبههههاسص أ ههههر  ةهههه ت  �

FBإذا وةق  إذا كات ل    F  دت ةنعرامم أةنميامم في   ة ت : �
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 BABA  �d  
 وي لم أت   دت لمجمدةة اا أكلر الم ةنعر أةنمك واح  .

تام اهههه  الههههة الههههتي للحلقههههات  اشههههان يت نتههههايل اتلقههههات الند لي ههههة اليسههههاس ة في ملاحظةةةةة   
 الند لي ة اليمينية ةسدو نركي ةلى اتلقات الند لي ة اليمينية ةق  .

 15-4تعريف 
أن  انتهك التدل  إذا كات ادل امم بمجمدةة جييية انتهيهة  R قاظ للالي يي  الم حلقة  

 . Rالم 
naaaاهههلم التنا هههر  nتحتهههدي ةلهههى  Sإذا كانهههت المجمدةهههة الدلههه ص    اصةةة لا  ,...,, ة ننههها  21

raaaIن ت   n ! � ,...,,  . ي لم التحقق الم أت : 21
 rnrr aaaI !���!��!� ...21  

 15-5نظرية 
 ا التباسات التالية ات اة ة : Rي ة حلقة  

(1) R . حلقة ند لي ة يينية 
 . Rشرط ايةنمية  تحقق للملاليات اليمينية في  (2)
   دت انتهك التدل  . Rفي  ي ك  الالي  (3)

 البرهان
)2()1(  1Iولههت لم  Rأ ههة غمدةههة غههي  اليههة اههلم الاليههات يينيههة في  F. لههت لم  �

 Rاهلم  2Iةب ا اننها إاها  الهالي ييه   Fةنعرامم أةنن في  1I. إذا لم   لم  Fالالي يي  في 
FIبحيههه   21و  �2 II ةنعهههرامم أةنهههن ةههه ت التمليهههة السهههانقة  لهههيس  ههها F. ةههه ذا كانهههت  �

 ي هههههلم أت اسهههههتمر نعهههههدسص غهههههي  ههههه  ص ا وب ههههه ا  عههههه  ةلهههههى السهههههلة اعهههههاة  ة تااهههههة غهههههي 
321... انتهية ��� III 
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 ا هه Fحلقههة ند لي ههة يينيههة . لهه ا ةهه ت  R. بهه ا لههال  حقيقههة أت  Rاههلم الاليههات يينيههة في 
)1()2(ةنعر أةنمك بالتالي  � . 

)3()2( الهههههالي ييههههه  انتههههه  التدلههههه   Jولهههههت لم   Rالاليهههههامم يينيهههههامم في  I. لهههههي لم  �
IJJ �| = }F  الم الداضه  أت .F�)0(  أي أتF  غمدةهة غهي  اليهة اهلم الاليهات

. اههلم  Fةنعههر أةنههن في  Mتحههدي ةنعههرامم أةنههن . اةههر  أت  Fةهه ت  (2)يينيههة . حسهه  
MIانتههه  التدلههه  . اهههدو نهههةبلم  Mالداضههه  أت  FM. بمههها أت    IMا  � . ةلهههد   �

MIكات الم الم لم ةر  أت  z  ا ة ن   دج  ةنعرIa Maا  � � . 
raMاةتههة اللههالي اليميهه   raMةهه ت  ��! الههالي ييهه  انتهههك التدلهه  في  ��!

R  بههههههههههههههههههد ادلهههههههههههههههههه  بالمجمدةههههههههههههههههههة[^ `aS Msحيهههههههههههههههههه   � Ia[ . بمهههههههههههههههههها أت �!  ا  �
IaM r�!��  بهههههه ا  ت ههههههك أت .FaM r�!��  ول ههههههلم .Ma  هههههه  ي إ  أت  �
raMM MI. إذامم  M. بهههههه ا   سههههههر أةنميههههههة  ���!  I. نتيجههههههة لهههههه لة ةهههههه ت   

 انتهك التدل  .
)1()3( 321.... لهههههت لم  � ��� III  السهههههلة اعهههههاة  ة اهههههلم الاليهههههات يينيهههههة 

�. اةتهههههههة  Rفي 
i

iII  ك . الآت 10-26الاليهههههههة يينيهههههههة س هههههههاست  ضهههههههية بهههههههك  Iاللاليهههههههة .   

^كههههههههه  الهههههههههالي ييههههههههه  بهههههههههد انتههههههههههك التدلههههههههه  . لهههههههههت لم  `naaaS ,...,,  غمدةهههههههههة ادلههههههههه ص   21
rnaaaIأي أت  Iللملههههههالي  !� ,...,, ^. ل هههههه   21 `nj Iaا  �3,2,1,..., j  هههههه  ي  �

ijjبحيههه   jiإ  وجهههد  ةههه    هههحي  ادجههه   Ia ^. لهههي لم  � `niiik ,...,,max . ةههه ت   21
kj Ia njل ههه   � kII. بههه ا  ت هههك أت   3,2,1,..., IIkا ول هههلم  � بالتهههالي ةههه ت  �
kII km. الآت ل ههه     t  اkm III km ت هههك أت  �  II حلقهههة  Rا ةليههه  ةههه ت   

 �ند لي ة يينية . 
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 15-6تعريف 
أن  نهد ليي ييه  إذا كانهت كه  السهلة اعهاة  ة اهلم  Rالم اتلقة  I قاظ للملالي  

مههلم الداضهه  أت كهه  ا ة انتهيههة . حسهه  التتر هه  السههانق I تههداص في  Rالاليههات يينيههة اههلم 
 الالي تلقة ند لي ة يينية بد ند ليي يي  .

 15-7قضية 
 العدسص ا دادادسةية تلقة ند لي ة يينية ا دت ند لي ة يينية . 

 البرهان
IRS. ةه ت  Rيهة  هدسص بدادادسةيهة تلقهة ند لي هة يين Sلت لم   اهلم  Iللهالي  #/

R  ةلي     ك أت نةبلم أت .IR  ند لي ة يينية . /
321...لت لم   ��� JJJ  السلة اعاة  ة الم الاليهات يينيهة اهلمIR . الآت   /

IKiبهههد بالعهههدسص  iJكههه   ��1. كههه لة  Iيحهههدي  Rالهههالي ييههه  اهههلم  iKحيههه   / ii JJ 
��1 ههه  ي إ   ii KK سلسهههلة التعهههاة  ة أةهههاا ات ينههها السلسهههلة التعهههاة  ة ا ةليههه  ةههه ت ال

...321 ��� KKK  اهههلم الاليهههات يينيههههة اهههلمR  ول هههلم ل ههههدت .R   ند لي هههة يينيهههة ة نهههه
nmبحيههه    هههدت  n دجههه  ةههه    هههحي  ادجههه   KK nmل ههه     t  بههه ا  ههه  ي إ  أت

nm JJ nmل      t  بالتالي ة ت .IR  �ند لي ة .  /

 )قانون موديولر(   15-8قضية 
NMLإذاكانهههههت   LMكهههههات بحيههههه    Rالاليهههههات يينيهههههة اهههههلم اتلقهههههة  ,, ا ةههههه ت  �

)()( NLMNML �� �� . 

 البرهان
NLو  Mيت كهههامم اهههلم   INLMا ةههه ت  L تهههداص في  � . إضهههاةة إ   ���

NNLNMNLMذلههههههههههههههههههههههههههههههههههههههههة  . بهههههههههههههههههههههههههههههههههههههههه ا  ت ههههههههههههههههههههههههههههههههههههههههك أت  �������
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)()( NMLNLM )(. اههرص أ ههر  لههي لم  ����� NMLx Lxا ةههه ت  ��� � 
zyxو  Myلهههههههههبت    � Nzو  � Lyxzا الآت  � LMيت   �� وبههههههههه ا  �

NLz ت هههههههههههههههههههههههههك أت  NLMx. ةليههههههههههههههههههههههههه  ةههههههههههههههههههههههههه ت  �� وب ههههههههههههههههههههههههه ا ةههههههههههههههههههههههههه ت  ���
NLMNML ����� )()(. بالتالي  )( NLMNML �� ��  .� 

 15-9نظرية 
و  Iكههامم اههلم ند لي ههة يينيهة إذا وةقهه  إذا كههات   R. ةهه ت  Rالههالي للحلقههة  Iلهي لم  

IR  ند لي ة يينية . /

 البرهان
نههههد ليي ييهههه   I  ههههدت  15-6ند لي ههههة يينيههههة ا ة نهههه  حسهههه  اتر هههه   Rإذا كانههههت  

IRة ت  15-7وحس   ضية   ة أ ضامم .ند لي ة ييني /
IRو  Iبالت هههههههههههههههس اةهههههههههههههههر  أت كهههههههههههههههامم اهههههههههههههههلم  نهههههههههههههههد ليي ييههههههههههههههه  . ولهههههههههههههههت لم  /

...321 ��� JJJ  أ ههههههههههة السههههههههههلة اعههههههههههاة  ة اههههههههههلم الاليههههههههههات يينيههههههههههة اههههههههههلمR  ةهههههههههه ت .

...321 ������ IJIJIJ اهلم  بك السلة اعاة  ة الم الاليهات يينيهةR  تهداص 
بحيههههههههههه   nنهههههههههههد ليي ييههههههههههه  ة نههههههههههه   دجههههههههههه  ةههههههههههه    هههههههههههحي  ادجههههههههههه   I. بمههههههههههها أت  Iفي 
nmIJIJ nm t�� � , . 

)(/)(/)/(...اهههههههههههرص أ هههههههههههر   321 ������ IIJIIJIIJ  بهههههههههههك السهههههههههههلة
IRفي اعهههاة  ة اهههلم الاليهههات يينيهههة  IRويت  / ند لي هههة يينيهههة ة نههه   دجههه  ةههه    هههحي   /

IIJIIJبحيههههههههههههه    هههههههههههههدت  tادجههههههههههههه   tm /)(/)( tmا ل ههههههههههههه   � � t .  إذا كهههههههههههههات
^ `tnr ,max   ا ةهههههه تIJIJ rm IIJIIJو  � � rm /)(/)( rmل هههههه   � � t 

IJIJول ههههلم ةن يهههه    ههههدت  rm rmل هههه   � � t  ةسههههدو نههههةبلم أتmr JJ ل هههه    
rm t  .الآت ل   rm t دت   )()( IJJIJJJ rmmmm �� ��  
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        ( mr d IJm ل    �  (يت 

 IJJ mr mr وحس   اندت اد  دلاس)    �� d mr ل    JJ �  (يت 

 IJJ rr ��    ( IJIJ rm � �  (يت 

 rJ            ( rr JIJ ��  (يت 

rmبالتالي ة ت  JJ rmل      t  ونتيجة ل لة ة تR  . حلقة ند لي ة يينية� 
 الآت نت ك نربانامم لننر ة اشهدسص  لةت .

 )نظرية القاعدة لهلبرت(   15-10نظرية 
<تنعهر  ا ه  ا ةه ت نحلقهة ند لي هة يينيهة  Rإذا كانت   @xR   ا حلقهة كلهيات اته و

 ا دت ند لي ة يينية . Rةلى 
 البرهان

<   ك الةبنة ةلى أت ك  الالي يي  في  @xR .  بد انتهك التدل 
<الهههههههههالي ييههههههههه  في  Iلههههههههي لم  @xR  لتلههههههههه  ةهههههههههلم العههههههههه ر . ل ههههههههه  ةههههههههه    هههههههههحي  

kd0 :  ا ض 
^ kk

kk axxxaRaI �����z� �
�

1
110 ... and0| DDD  

              ` ^ `0�� I  

kI  الالي يي  فيR  1و�� kk II    0لtk . 
nmبحيه   nيينية ة ن   دج  ة    حي  ادج  ند لي ة  Rلا كانت  II ل ه    

nm t    كهههه لة كههههjI  انتهههههك التدلهههه  . اةههههر  أت الههههالي ييهههه  تلقههههة ند لي ههههة يينيههههة ةهههههد
!� 

imiiiii aaaaI ,...,,,
321

ni هه  ل  بهههد التااهه  القايههه  ل لهههيص  ijaحيههه    2,1,0,...,
Ifijح و   nmmmmادل  نت    I. ن ةك أت  i سجتها  � ���� الم كلهيات  210...
 ات و 

nnmnnmm fffffffff ,...,,,...,,...,,,,...,, 211121100201 10
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rnmnn لي لم n
fffffJ !� ,...,,,...,, 210201 

Ifijيت ك   IJ ة ت � � . 
<لي لم  @xRf �z Ifبحي   0  . ةن ي    دت : �

 0,...2
210 z���� s

s
s cxcxcxccf  

00ا  s 0ةن اا  sوادو ن بق الااتنتاج ةلى  Icf والم اتر ه  كلهيات اته و    �
ijf ة ت 

00 0002020101 ,...,, mm fafafa     
JIا ةلي  ة ت  0Iادل   0Iبك ةنا ر في  Jc عه  ةلهى أت ا و  �0 ا به ا  بهأ أت  �0

Jf � . 
انتمههك  s!ذوات ال سجههة  Iالآت اةههر  أت عيهه  كلههيات اتهه و  غههي العهه ر ة في 

fsون ر  أت  سجة  Jإ     . 
snلت لم  ns. ل هلم  sI نتمهك إ   fل ليص اته و   sc. التاا  القاي   � II   

nmيت  II nmل هههههههههههههههههههههههه     t  بهههههههههههههههههههههههه ا  هههههههههههههههههههههههه  ي إ  أت .ns Ic أي أت لههههههههههههههههههههههههبت   �
Rbbb mn �,...,,    دت : 21

Rbabababac
nn mnmsnnns ����� ...32211   (1) 

nsكلهههيص اتههه و  
mnmnn xbfbfbffg
nn

���� )...( إاههها أنهههها  ههه ر ة أو  سجتهههها أ ههه   2211
 في و ساوي : sxيت اتاا   sالم 

)...( 2211 nn mnmnns bababac  . (1)حس   وبد   ر ����
Jgةهه ت  g 0إذا كههات  Jgا ةمههلم ةههرو  الااههتنتاج   ههدت  0zg. وإذا كههات  � � 

 وةلي  في ك  حالة ة ت :
 Jxbfbfbfgf ns

mnmnn nn
���� �)...( 2211  

nsإذا كات  d ة ت 
ss msmssss dadadacIc ��� �� ...22113 

Rdddلبت  
sm �,...,, 21 . 
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)...(كلههههههههههههههيص اتهههههههههههههه و   2211 ss msmss dfdfdffh  إاههههههههههههههها أنههههههههههههههها  ههههههههههههههه ر ة   ���
 بد : hفي  sxيت اتاا   s!أو  سجتها 

0)...( 2211  ����
ss msmsss dadadac  

Jhوةلى ال دس ارص أ ر    دت  Jfا والم ثم  � � . 
  Jبهههههك في  I تهههههداص في  fةليههههه  ة هههههك كههههه  حالهههههة ا هههههدت كههههه  كلهههههيص حههههه و  غهههههي  ههههه ر ة 

JIأ ضههامم . بهه ا  ت ههك أت  JIا والهه ي نهه وسا  هه  ي إ  أت  � انتهههك  Iوبالتههالي ةهه ت   
<التدل  . إذامم  @xR  . ند لي ة يينية� 

 (Artinian Rings)ة   رتتينيالحلقات الأ -2
 15-11تعريف 

اتلقههة الههتي ةيههها كهه  السههلة انازليههة تااههة اههلم الاليههات يينيههة س سههاس ةك ا ههدت انتهيههة  
 ينية يينية س ساس ةك .اقة أس اسمى حل

ة اليمينيههة ساليسههاس ةك انهههها اتلقههة الههتي ل ههه  ساينيههوا تيههاسامم ي ننهها أت نتههرو اتلقهههة اي
321... هية الم الاليات يينية س ساس ةكالسلة انازلية غي انت ��� III 

nmبحي   n دج  ة    حي  ادج   II nmل      t . 
ة اليمينيهههة ساليسهههاس ةك اتروةهههة أ ضهههامم انهههها حلقهههة اههه  شهههرط السلسهههلة ساينيهههاتلقهههة اي   ملاحظةةةة
 ةلى اللاليات اليمينية ساليساس ةك  ا . (DCC)التنازلية 

 15-12تعريف 
ليسهههاس ة اتهههامم اتلقهههة الهههتي  تحقهههق ةيهههها شهههرط السلسهههلة التنازليهههة للملاليهههات اليمينيهههة وا 

 ينية .ااسمى حلقة أس 
 4مثال 

  )0(ة يينيههة يت اللاليههات اليمينيههات الدحيهه ات  هها  هها أساينيههبههك  Dكهه  حلقههة  ا يههة  
 ة أ ضامم .ة  ساس أساينيحلقة  Dاشان  ة ت  ولسب ن سها .  Dو 
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 5مثال 
 ة يينية و ساس ة اتامم .أساينيك  حلقة انتهية بك  
 6مثال 

)(اةتة المجمدةهة   fpZ ايةه ا  النسهبية بالعهي ة يهلجم  np
m   10بحيه �d np

m  ا

تأ هههه   ههههين عيهههه  ايةهههه ا   nأي ةهههه    ههههحي  ادجهههه  و  nةهههه   أولي ،نههههت ا  pحيهههه  
)(العهههحيحة غهههي السهههالبة . ةن يههه  ا هههدت  fpZ  1زاهههرص إن اليهههة تحهههت ةمليهههة الجمههه  اتيهههاس  .

)(نجت  الم  fpZ    0حلقة نتتر ab    ل)(, f� pZba . 
)(كهه  زاههرص جيييههة اههلم لاحههظ أت   fpZ  بههك الههالي للحلقههة)( fpZ  الآت لههت لم .I 
)(أي الالي ةتلك الم  fpZ  ولي لمk   أ  ر ة    حي  ادج  بحي    دت لته    هحي

Ipaا  aادجهههههههههه   k ينهههههههههه   اةههههههههههامم لهههههههههه لة   ههههههههههدت  aلا  قسههههههههههن  p. لاحههههههههههظ أت  /�
Ipb k  . kوبد  او ا تياسنا للت    bلت    حي  ادج   /��1

Ippppالآت  kkkk �� ���� 1111 تحههدي بالضههب   I. نه ةك أت  1,0/,2/,...)1(/
Ipcبهه ا التنا ههر . إذا كههات ا ةاينهها غههي  ههحي  ة نهه   دجهه  ةنعههر  i ةهه    cحيهه   /�

ik حي  ادج  ا  d  وp  لا  قسنc . 
),(1بما أت   pc  ةيم ننا إاا  ة   لم  حيحأrs,   1بحي � pscr . 
kikiالآت  prcpcrp //)( kkو  �  pspps // 1  قهه  في  1سكهه  ةتههيظ اتيههاس  � 

Iك .  تب  ذلة أت Ippsprcpspprc kkkk � � � /1|)(// 
^ ا إذامم  kثا  تنا   ا  ا تياس  `1111 /)1(,...,/2,/1,0 ���� � kkkk ppppI 

)(. وةليهه  نسههتنتل أت عيهه  اللاليههات ال تليههة للحلقههة  1�kIنراههي  هه ا اللههالي بالراههي  fpZ  بههك
)(ا بمها أت كه  الهالي ةتلهك في  j هحي  ادجه   ل   ةه   1�jIةلى ش    fpZ    له  ةه
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)( ققههههة . إذامم  (DCC)انتهههه  اههههلم التنا ههههر ا ةهههه ت شههههرط السلسههههلة التنازليههههة  fpZ  بههههك حلقههههة
 ة .أسايني

 ة  ساس ة .نيأساية يينية ليست أساينيفي نها ة ال ع  انق م الالامم تلقة  

 15-13تعريف 
ا  Rكههه  غمدةهههة غهههي  اليهههة في الاليهههات يينيهههة س سهههاس ةك في   Rإذا كهههات في اتلقهههة  

ارابة جيييامم نتا ة الاحتداله ا   دت ةيها ةنعر أ  ري ة ننا نقدظ أت شرط اي  ر ة  تحقهق 
 . Rةك للحلقة للملاليات اليمينية ساليساس 

ارابة جيييهامم تحهت التا هة  Fلاحظ اا نقع ا بالتنعر اي  ري لمجمدةة غي  الية 
d  اههلم أنهه  ةنعههرFA FBحيهه  لا  دجهه   � ABيحقههق  � ةنعههر  Aنتبههاسص أ ههر   �

ABABإذا وةقهه  إذا كههات  Fأ هه ري في   �d  كمهها في حالههة التنعههر ايةنمههك ةهه ت
ة ساينيههالمجمدةههة  هه    ههدت  هها أكلههر اههلم ةنعههر أ هه ري واحهه  . وحيهه  أت نتههايل اتلقههات اي

ة اليمينية ة ننا الم الآت ةعهاة امم اهدو ننها   سايني للحلقات اياليساس ة اناظر تمااامم الة التي
 ة اليمينية .ساينيةق  اتلقات اي

 15-14نظرية 
 ا التباسات الآاية ات اة ة : Rي ة حلقة 

 ة يينية .أساينيحلقة  R ك1س
 . Rشرط اي  ر ة  تحقق للملاليات اليمينية في  ك2س

 البرهان
 )2()1(  1I. لهههي لم  Rغمدةهههة غهههي  اليهههة اهههلم الاليهههات يينيهههة في  F. لهههت لم  �

بحيه   Rفي  2Iرامم أ  ريامم ا ي ننا إاها  الهالي ييه    هر ةنع 1I. إذا لم   لم  Fةنعرامم في 
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21 II لههيس ةيههها ةنعههر أ هه ري ا ة نهه  ي ههلم إةهها ص التمليههة نعههدسص غههي  F. إذا كانههت  �
321...تهية   و ص لنحع  ةلى السلة انازلية تااة غي ان ��� III  الم الاليهات يينيهة

 يحدي ةنعرامم أ  ريامم . Fة يينية . إذامم أساينيحلقة  Rوب ا انا   ا  حقيقة كدت  Rفي 
 )1()2( 321.... لهههههت لم  � ��� III انازليهههههة اهههههلم الاليهههههات في  السهههههلةR  .

^اةتة  `...,3,2,1|   iIF i  بمها أت .FI  Fةه ت  (2)غهي  اليهة . حسه   Fةه ت  �1
nm. الآت ل ههههههههه   nلتهههههههه    هههههههههحي  ادجهههههههه   nI هههههههها ةنعهههههههههر أ هههههههه ري ا ولهههههههههي لم  t  ا 

nm II nm. إذا كههات  � II z  ا ةهه تFIm ا وبهه ا غههي  Fةنعههر أ هه ري اههلم  nIيت  �
nmاقبدظ . إذامم  II nmل      t  بالتالي .R  ة يينية . أساينيحلقة� 

 15-15تعريف 
ييههه  إذا كانهههت كههه  السهههلة انازليهههة تااهههة اهههلم  أسايههه أنههه   Rللحلقهههة  I قهههاظ للهههالي  

 بك السلة انتهية . Iالمحتداص في  Rالاليات يينية الم 
ييهههه  نهههه   نربههههات  أسايهههه يينيههههة   ههههدت ة أساينيههههتلقههههة  Iاههههلم الداضهههه  أت كهههه  الههههالي 

للنتيجتأ الناظراأ  مها في اتلقهات الند لي هة  تمااامم الننر تأ التاليتأ للقاسئ ينهما اشا تأ 
 مينية .الي

 15-16نظرية 
 �ة يينية . أساينية يينية ا دت أساينيالعدسص ا دادادسةية تلقة  

 15-17نظرية 
  Iة يينيههههة إذا وةقهههه  إذا كههههات كهههه  اههههلم أساينيهههه Rا ةهههه ت  Rالاليههههة تلقههههة  Iلههههت لم  

IRو   �ة يينية . أسايني /
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 15-18نظرية 
ة اليمينيهههة الهههتي تحهههدي أكلهههر اهههلم ةنعهههر واحههه  ولهههيس  ههها  دااهههن ةتليهههة ساينيهههاتلقهههة اي 

 للع ر بك حلقة  ا ية .

 البرهان
يهة للعه ر ة يينية تحدي ةلى اي   ةنعر لم وليس  ا  دااهن ةتلأساينيحلقة  Rلت لم  
Ra. لي لم  �z  . اةتة السلسلة التنازلية : )0(

...32 �!��!��!� rrr aaa  

 nة يينيههة ة نهه   دجهه  ةهه    ههحي  ادجهه  أساينيهه R. لهها كانههت  Rاههلم الاليههات يينيههة اههلم 
�!� !بحي  أت  n

r
m aa    لnm t : كحالة  ا ة . 

r
nn

r
n

r
n aaaa !���! �!� �� 11  

11 �� � � nnn maraa    ( RrZm �� ,  (لبت  
enmaaraa nnn  � � )(  ( Rmaare  (حي   ��

aea  � 1)0( تم ح ة )     z�na  (يت 
222 0)( eeeeaaeae  � �� �  

 ليس  ا  داان ةتلية للع ر . Rو  0zaيت 
 . 0zaيت  0zeك لة 

Rxالآت يي  � xxexxe  � � xexxexe و )(0  � � 0)( 
RaaRaa. بالتالي  Rبد المحا   للحلقة  eإذامم  n

r
nn

r
n 11 ��  . الآت : �!  �! 

 baeaRaeaRaea nnnnnn 11 ��  ����  
Rbلبت   eabا ب ا    ي إ  أت  �  �حلقة  ا ية .  R. بالتالي ة ت   

 15-19يجة نت
 ة تحدي ةنعر لم ةلى اي   بك حق  .أساينيك  ااحة تااة  
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 15-20نتيجة 
 بههههههد  Rالههههههتي  هههههها  ا هههههه  ا كهههههه  الههههههالي أولي غههههههي  Rة الإن اليههههههة ساينيههههههفي اتلقههههههة اي 
 أةنمك .

 البرهان
RPبحي   Rلقة الالي أولي للح Pإذا كات   z  ةه تPR ةبهاسص ةهلم اهاحة تااهة  /

PRإذامم  P�1ة نتنعههر  ا هه  أساينيهه الههالي  Pك . بهه ا  هه  ي إ  أت 15-19حقهه  سنتيجههة  /
 �.  Rأةنمك للحلقة 

 15-21نظرية 
   دت ة يم القدص . nil)(اتاشك ة اليمينية ك  الالي يي  ساينيفي اتلقة اي

 البرهان
يمينيههة . للسلسههلة التعههاة  ة ال Rة اليمينيههة ساينيههللحلقههة اياتاشههك الههالي  Iلههت لم  

...32 ��� III   ا  دجههه  ةههه    هههحي  ادجهههn   بحيهههnm II nmل ههه     t   .
nnباي ههص  II 2)0(ا إذا ةرضههنا غههي ذلههة ةهه ت  nI )0(. نهه ةك أت  2  znI لههي لم . 

 A  الالي يي  فيR   0(بحي(| znAIA = }F . 
F  غهههي  اليههههة يتFIn  ههها ةنعههههر أ هههه ري .  Fة يينيههههة ا أساينيهههه R. بمههها أت  �

Kk هههه  ي ةلههههى وجههههد   znKI)0(. ةن يهههه   Fةنعههههرامم أ هههه ريامم في  Kلههههي لم  بحيهههه   �
)0(znkI  ول هههههلمKkIn KkIn. لهههههي لم  R في الهههههالي ييههههه  Kيت  � . اهههههرص ،نيهههههة  �
FkIkIkIIkI nnnnn ��z  )0()( 2 . 

KkIn. إذامم  K. بهههه ا  نهههها   أ هههه ر ة  Rالاليههههة يينيههههة في  nkIيت  بمهههها أت .   
Kk nIaا  دجههههههههه   � kkaبحيههههههههه   �  بهههههههههد الهههههههههالي ييههههههههه  اتاشهههههههههك  Iوحيههههههههه  أت   
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IIو  n . ةن يهه   ta 0بحيه   tةه يم القهدص . إذامم  دجه  ةهه    هحي  ادجه   aةه ت  �
32...0)0(   دت  �      nt kIkakakakak 

 �الالي يي  ة يم القدص .  I. بالتالي ة ت  nI )0(. إذامم  kوب ا انا   ا  ا تياس 

 أمثلة وأمثلة مضادة -3
 اياللة الضا ص ال ي ص .ننهك ب ا ال ع  بإة اله نت  اياللة و 

 7مثال 
Z  ة . في اتقيقهههة ل ههه  ةههه    هههحي  ادجههه  أساينيهههحلقهههة ند لي هههة ول نهههها ليسهههت 

n 42... ااةا ة ت السلسلة التنازلية الت �!��!��!� nnn 
 ة .بك السلة غي انتهي Zللاليات في 

 8مثال 
)(أت  6سأ نههههها في الهههههاظ   fpZ  ة يي ةههههه   أولي ،نهههههت أساينيهههههحلقهههههةp  نههههه ةك أت .

)( fpZ  ليسههههت ند لي ههههة . نهههه كر أت كهههه  الههههالي في)( fpZ   1بههههد اههههلم نههههد�kI    ل هههه  ةهههه
11. لاحهههههههظ أ ضهههههههامم أت  k هههههههحي  ادجههههههه   �� �� kk Ix

p
ax   لتههههههه    هههههههحي .a  ا

)1(0 1 �dd �kpa   : ب ا    ي إ  أت 

kp
apx 10و    ���dd kk pppap  أت  إ وال ي    يkIx � . 

1ةهههههه ت  1�kI  اتر هههههه  حسهههههههذلههههههة إضههههههاةة إ  
1

�� kk I
p

kk. ةليههههههه    II ��1  .

)0(... السلسلة التعاة  ة التااة 321 ���� III 
)(غهههي انتهيهههة . إذامم  fpZ  ليسهههت ند لي هههة . لاحهههظ أ ضهههامم بالهههرغن اهههلم أت كههه  الهههالي ةتلهههك في

)( fpZ  انتهك التدل  ا ا  ذلة ة ت)( fpZ .  ن سها ليست انتهية التدل 
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 9مثال 
سأي  Sغمدةههة عيهه  المجههااي  الجيييههة اههلم  Rغمدةههة غههي انتهيههة ولههت لم  Sلههت لم 

R غمدةة  دص  بكS ك . ة ت),,( �'R .   حلقة إن الية نتنعر  ا 
RBAا كر أت ل    )()(ا  ,� ABBABA ��� ' . 

 R هه ا ال ههر     ههك أت نبههأ أنهه   دجهه  الهههالي في ا ليسههت ند لي ههة  Rنهه ةك أت 
. Sتحدي عي  المجهااي  الجيييهة النتهيهة اهلم  Rغمدةة جييية الم  Cليس انت  التدل  . لت لم 

 . Rالالي في  Cالم الداض  أت 
tCCCCC �! انت  التدل  ا ةن ي  Cاةر  أت  ,...,,, 321 

tiحيهههههههه  ل هههههههه   CA. لهههههههههي لم  Sغمدةههههههههة جيييهههههههههة انتهيههههههههة اههههههههلم  iCا   2,1,...,  ا  �
)()(...)( ة ت 2211 tt DCDCDCA �''�'�  

tDDDلههههههههههههههبت  المجههههههههههههههااي  الجيييههههههههههههههة  ,...,, Ay. ةن يهههههههههههههه  ل هههههههههههههه   Sاههههههههههههههلم  21 لهههههههههههههه  نا  �
)(...)( 11 tt DCDCy ii. ب ا    ي إ  أت  ��''� DCy  iةلهى اي ه  لهبت   ��

tiو  dd1  ةلي  ك  ةنعهر في .a   نتمهك لهبت iC  وحيه  أت .S  غمدةهة غهي انتهيهة

�و 
t

i

C
1 

Sxا ة نههه   دجههه   Sغمدةهههة جيييهههة انتههههك اهههلم   �ا  �
t

i
iCx

1 

. نتبهههاسص أ هههر   �

Sx iCxو  � tiل هه   � ^. اةتههة الآت المجمدةههة النتهيههة   2,1,..., `x  اههلمS   حسهه .
^ةههه ت  Cا تيهههاسنا لهههه  ` Cx  Cامم . إذامم . بههه ا غهههي اقبهههدظ ةلهههى ضهههدله النا شهههة الت هههاص اهههل  �

 ليست ند لي ة . Rليست انتهية التدل  ا بالتالي 
 10مثال 

ا نتههرو  0�rيي ةهه   حقيقههك  Rحلقههة عيهه  الهه واظ اتقيقيههة ةلههى  Fلههت لم  
^ `rxrxfFfIr dd�� � 0)(|  ة تrI  الالي فيF . 
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321... التنازلية التااة الم اللاليات السلسلة ��� III 
... تااة الم اللالياتوالسلسلة التعاة  ة ال

3
1

2
11 ��� III 

 ة .أساينية ولا ليست ند لي  F للم انتهيات أن امم . إذامم 
ةك ليسههههت اهههلم الضهههروسي أت ا ههههدت أساينيهههالآت نبهههأ االلهههة أت اتلقهههة الجيييههههة تلقهههة ند لي هههة س

 ةك .أساينيند لي ة س
 11مثال 

<اةتههههة   @xQ  بمهههها أت .Q  حلقههههة ند لي ههههة ةهههه ت> @xQ  القاةهههه ص حلقههههة ند لي ههههة سننر ههههة
  لةتك .
< نتمك إ   fفي  ات  اللانتلت لم    @ ZxQf |� = }R . 

R  حلقة جييية الم> @xQ : السلسلة التعاة  ة التااة . 
 ...4/2/ �!��!��!� xxx  

 ليست ند لي ة . Rا إذامم  للم انتهك أن امم 
 12مثال 

ة أساينيههههول نههههها ليسههههت  Qحلقههههة جيييههههة في  Zة . أساينيههههحقهههه  ةهههههد حلقههههة  Qيت  
 ك .7ساننر الاظ 

 ة .ساينيققة للحلقات اياللاظ الآتي  بأ أت ننر ة القاة ص  لةت غي اتح
 13مثال 

<. اةتة  أساي  Fحقامم . ةي دت  Fلي لم   @xF  .: السلسلة التنازلية التااة 
 ...32 �!��!��!� xxx  

<الم الاليات في  @xF  غي انتهية . إذامم> @xF  ة أساينيليست. 
< هههدت للاحهههظ أنههه   @xF  اهههاحة تااهههة ا ةلهههد كهههات> @xF  عههه  امم ةسهههدو أساينيههه ايمهههامم 

<أت ةلى  @xF  15-19حق  حس  نتيجة . 
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ههها ليسههت ند لي ههة ةك يينيهة ول نأساينيههوأ هيامم نت ههك أاللههة ةلههى حلقهات بههك ند لي ههة س 
 ةك  ساس ة .أساينيس

 14مثال 

 لت لم
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


��¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 QcbZa

co
ba

R ,; 

ند لي ة يينيهة ول نهها  R ةك أت نحلقة تحت ةمليتي الجم  والضر  للمع دةات .  Rة ت 
 ليست ند لي ة  ساس ة .

 ا اةتة المجمدةة : kيي ة    حي  غي اال   

 
°¿

°
¾
½

°̄

°
®


�
¸̧
¸

¹

·

¨̈
¨

©

§
 Zm

m
A kk

00
2

0  

��1. إضههههههههههههههاةة إ  ذلههههههههههههههة  Rالههههههههههههههالي للحلقههههههههههههههة  kAةن يهههههههههههههه   kk AA  12يت
2

2 � kk
mm  

kkو  A�
¸̧
¸

¹

·

¨̈
¨

©

§
�

00
2

1
0 1 . 

 انتهية : وب  ا  ع  ةلى السلة اعاة  ة تااة غي
 ...3210 ���� AAAA  

 ليست ند لي ة  ساس ة . R. ب ا  بأ أت  Rالم الاليات  ساس ة للحلقة 
ند لي ههة يينيههة    ههك التحقههق اههلم أت كهه  الههالي ييهه  لتلهه  ةههلم  Rللةبنههة ةلههى أت 

 بد انتهك التدل  . Rالع ر في 
<لههههي لم  @)0(zA  الههههالي ييهههه  اههههلمR  ولههههي لمAeee ��� 221211 JED   حيههههije 

),(في الد هههههه   1 راههههههي للمعهههههه دةة الههههههتي ةيههههههها  ji  و هههههه ر اههههههلم الدا هههههه  اي ههههههر  وZ�D  ا
Q�JE ilklij. لاحههههههههههههههظ أ ضههههههههههههههامم أت  , eee kjإذا كههههههههههههههات     إذا كههههههههههههههات  klijee 0و   
kj z لتات .اا ة ت بنا  ح 
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أ ههههههههههههههههه ر ةههههههههههههههههه    هههههههههههههههههحي  ادجههههههههههههههههه  بحيههههههههههههههههه  أت  G. لهههههههههههههههههي لم  I   0zDالحالةةةةةةةةةةةةةةةةةة 
Acebee ��� 221211G   لهههبتQcb ادلههه ص بالعههه دةات  A. ةن يههه  نههه ةك أنههه  إاههها  ,�
221211 ,, eeeG  11أو بالع دةتأeG  12وe : الآت . 

  ¸
¹
·

¨
©
§������ 22121212221211

1
)( eeAeAecebee

G
GGG  

               AbeebeAe � �� )( 22121212  

AecebeeAcebee ك لة ������� 11221211221211 )(GG 
            Ae �� 11G  

Aceلهههه ا حعهههههلنا ةلههههى أت   Aةههههه ت  bو  Gل ههههه  اهههها ياثههههه   c 0. الآت في حالهههههة  �22
Aeوفي اتالهة اي هر  ةه ت  12eو  11eGادل ص نه 

c
ce �¸

¹
·

¨
©
§

2222
بالعه دةات ادله   Aةن يه   1

1211, eeG  22وe . 
Acebe. في بههه ا اتالهههة  II   0 Dة الحالةةة �� بهههك  A. إذا كانهههت عيههه  ةنا هههر  2212

)(اهههلم النهههد   2212 ceb �O   لهههبتQ�O  ا ةههه تA  2212ادلههه ص بمعههه دةة واحههه ص cebe �  .
Qcbوغي ذلة  دج   Aecbeبحي    دت  ,�11 �� 11ول لم  22112 bccb z :  ةن ي . 

 ��»
¼

º
«
¬

ª
�

���� Ae
cbbc

ecbbcAecbbc 22
11

12111211 )(
1

)()(  

     AceAbeAbeeAe ������� 2212221212  

Aeأو  c 0إاهههها أت   12eأو بالتنعههههر  22eو  12e لم ادلهههه ص بالتنعههههر  A. ةليهههه  إاهههها  �22
 انتهية التدل  . Aةق  ا ل ا ة ت 

 ند لي ة يينية . Rبالتالي ة ت 
 15مثال 

لت لم  
°¿

°
¾
½

°̄
°
®


��¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 RcbQa

c
ba

R /,;
0

 



 
 
 

 ال ع  الخااس ةشر

 

824 

حلقهههة  Rحلقههة تحهههت ةمليههتي الجمههه  والضههر  للمعههه دةات . نهه ةك أت  Rاههلم الداضههه  أت 
 ة  ساس ة .أساينية يينية ول نها ليست أسايني

ةهههد ذو نتهه  غههي انتهه  . ادجهه  أةهه ا  حقيقيههة  Qاتجهههك ةلههى  ةضههاله /Rباةتبههاس  
naaa ,...,,  ض  : k. ل   ة    حي  ادج   Qاستقلة   يامم ةلى  21

 
°̄
°
®


¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 � ...,,

00
0

1kkk aa
a

A /R ادل  نه   ةنعر في ةضاله جييك الم 
¿
¾
½a  

��1. إضههههاةة إ  ذلههههة  Rالههههالي  سههههاسي في  kAاههههلم اليسههههي التحقههههق اههههلم أت  kk AA  يت
1�� kk Aa  بمهها أت المجمدةههة .^ `...,,, 321 aaa  غههي انتهيههة .  عهه  ةلههى السههلة انازليههة تااههة

321...غههي انتهيههة اههلم الاليههات  سههاس ة  ��� III  فيR  بهه ا  لبههت حقيقههة أت اتلقههة .
R  21لهههههههههههههت لم . و ة  سهههههههههههههاس ة أساينيهههههههههههههليسههههههههههههت AA وأت  Rالاليهههههههههههههات يينيهههههههههههههات للحلقهههههههههههههة  �
2221211 Aeee ��� JED   حيهههههههههQ�D  اR�JE اتهههههههههرو كمههههههههها في اللهههههههههاظ  ijeوأت  ,

 السانق .
ا ة مها أثبتنها في اللهاظ السهانق  0zDك . إذا كهات وح ص اعه دةةا اسمى  ب ijeس 

222إاهههههههههههههها  Ae 212ا  � Ae 211ا  � Ae �D  211أو Ae �D  .212 Ae . اهههههههههههههههلم  J 0و  �
21111الد هه  ايوظ   ههدت 

1
)( Aee �¸

¹
·

¨
©
§
D

D  211بمتهههن أت Ae RAوةليهه  ةهه ت  � ا وبهههد  2 

12غي اقبدظ يت  AA  . 12eو  11eادل  بالتنعر لم  2A. في الد   اي ي  �
321اةتههههههههههههههههههة  AAA  . الآت لهههههههههههههههههههي لم  Rالههههههههههههههههههالي ييهههههههههههههههههه  في  3Aحيهههههههههههههههههه   ��

31211 Abae 3113111211 ة ت 0za. إذا كات  ��
1

)( AeAe
a

beae ���� 

312ةلي   Ab 3122212ا ةه ا    ي إ  أت  0zb. الآت إذا كات  �
1 Aee
b

be � ¸
¹
·

¨
©
وةليه   §

23 AA . به ا ةلهى ال هدس  11eادله ص بالتنعهر  3Aوبالتهالي  b 0وبد انها   . له ا ةه ت   
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. إذامم السلسههلة التنازليههة التااههة اههلم الاليههات يينيههة  Rبههد الههالي ييهه  أ هه ري في  3A ههةبلم أت 
)0(321 ��� AAA . بك السلة انتهية 

22212ةهه ت  D 0وأ هيامم إذا كههات  Aee �� JE   التنا ههر اي ههر  . إذا كانههت عيهه
)(اههههههههلم النههههههههد   2Aفي  2212 ee JEO الههههههههالي ييهههههههه  أ هههههههه ري وأت  2Aةهههههههه ت  R�Oلههههههههبت   �

)0(21 �� AA يهههة .  هههاو ذلهههة ة مههها بهههك السلسهههلة التنازليهههة التااهههة اهههلم اللاليهههات اليمين
,2212ادل  إاا بالتنعر لم  2Aسأ نا في الاظ اانق   دت  ee  12أو بالتنعرe .  ةق 

ونهه لة  Rةقهه  ةههد الهالي ييهه  أ ه ري للحلقهة  12eادله ص بالتنعهر  2Aوفي حالهة 
 أكملنا الةبات .

ةه ت انا شهة اشها ة لها اهبق ابهأ أنه  إذا   22eو  12eادل  بالتنعهر لم  2Aوفي اتالة 
321كههههات  AAA أو بالتنعههههر  12eادلهههه  بالتنعههههر  3Aة نهههه  إاهههها  Rفي  3Aللههههالي ييهههه   ��

2212 fede Rfdلبت   �  . Rالالي يي  أ  ري للحلقة  3A. في ك  حالة   دت  ,�/
لهههيس  ههها السهههلة انازليهههة تااهههة لانهاييهههة اهههلم الاليهههات يينيهههة . بههه ا  Rةاتلقهههة بالتهههالي 
 يينية . أساينية R لبت حقيقة أت 
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 مسائل
 

لهههى ن سههه    هههدت ةهههد ك ة Rند لي هههة ةههه ت كههه  بداداهههدسةيم اهههلم  Rنهههأ أنههه  إذا كانهههت  -1
 أحا يامم .

IRالهههالي لسهههاحة الاليهههات سييسهههية لتلههه  ةهههلم العههه ر . نهههربلم أت  Iلهههي لم  -2 حلقههههة  /
 ة وند لر ة اتامم .أسايني

ةهه ت شههرط السلسههلة التعههاة  ة  تحقههق  UFD)(نههربلم أنهه  في اههاحات التحليهه  الدحيهه   -3
 الرييسية . للملاليات

 نتنعر  ا    ا الالي أةنمك . Rأثبت أت ك  حلقة ند لي ة  -4
 [ .J�1 |J = }Fو  Rالالي في  Jلت لم    إرتشاد ]

<حلقهههة إن اليهههة نتنعهههر  ا ههه  ا نهههربلم أنههه  إذا كانهههت  Rإذا كانهههت  -5 @xR  ند لي هههة ةههه تR 
 ند لي ة .

<  إرتشاد ] @ RxxR #)/(. ] 
نربلم أن  إذا كانت ااحة تااة ذات ةنعر  ا    ا ة   انت  الم اللاليات ايوليهة ة نهها  -6

 ا دت حقامم .
 ة إن الية  ا ة   انت  الم اللاليات ايولية ال تلية .أساينينربلم أت ك  حلقة  -7
 نربلم أت ك  الالي تلقة ند لي ة إن الية تحدي حا   ضر  الاليات أولية . -8
nRRRلههههت لم  -9 ,...,, غمدةههههة الرابههههات الندنيههههة  Rاههههلم اتلقههههات ا إذا كانههههت  nبههههك  21

),...,,( 21 naaa  اهههه  كههههدتii Ra nNل هههه   � تحههههت حلقههههة  Rا نههههربلم أت   2,1,...,
nRRRاسمى المجمهد  الباشهر للحلقهات  Rةمليتي الجم  والضر  للمركبات .  ,...,, 21 

nRRRRون ت   ��� ...21 . 
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nRRRالمجمد  الباشر للحلقات  Rلي لم  -11 ,...,, ni.ل    21  ض  :  2,1,...,

^ `RaaR iii � c |)0,...,,0,...,0,0(  
iiا  iل    R  .(ii)الالي في  iRcك    (i)نربلم  RR #c . 

/21نهههههههههههههههربلم أت  2Rو  1Rالمجمهههههههههههههههد  الباشهههههههههههههههر للحقلهههههههههههههههأ  Rإذا كانهههههههههههههههت  -11 RRR c#c  
/12و  RRR c#c   1حيRc  2وRc . اترةتات كما في الس اظ السانق 

nRRRالمجمهد  الباشهر للحلقهات  Rلي لم  -12 ,...,, ةك أساينيهبهك ند لي هة س Rا نهربلم أت  21
 يينية . ةكأساينيبك حلقة ند لي ة س iRيينية إذا وةق  إذا كانت ك  

 [ .15-9وااتخ م ننر ة  nًبق الااتنتاج ةلى   إرتشاد ]
ذات السهههتر  ا حلقهههة العههه دةات nRةك يينيهههة ا نهههربلم أت أساينيهههند لي هههة س Rإذا كانهههت  -13

nn u  ةلىR ةك يينية .أساينيك ند لي ة سب 
<حلقههههة إن اليههههة بحيهههه   Rسكلمههههرك إذا كانههههت  -14 @xR  ند لي ههههة نههههربلم أتR  تحههههدي ةنعههههرامم

  ا  امم .
 Rسييسههك نههربلم أت كهه  الههالي ادلهه  نتنعههر لم بههد الههالي   Rإذا كانههت في حلقههة ند لي ههة  -15

 بك حلقة الاليات سييسية .

غمدةههة عيهه  التنا ههر بالعههي ة  Rلههت لم  -16
)(
)(
tg
tf   حيهه)(tf  ا)(tg   كلههيتي حهه و  في

)(2 tZ   2ا حيZ  0و  2بك حلقهة ايةه ا  العهحيحة اتيهاس)( ztg  نهربلم أت .R 
RRة تحت الجم  والضهر  الاةتيها  أ لله واظ النسهبية و أسايني o:T   الت هاص حسه

2)( xx  T . بك بدادادسةيم أحا ي ليس ةد ك 
السهانق ليسهت بالضهروسص أت ا هدت  1ب ا  بأ أت ثناييهة النتيجهة اله كدسص في اه اظ   ملاحظة 

 ة .سايني حيحة في اتلقات اي
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16 
 Canonical Forms الصيغ القانونية

 
ـــا  لقابـــ     ـــا   4في بنـــ    ـــت في  قابـــل ضـــل ا  ي ـــا كن ـــا، برـــ  ن ب  ن في الفصـــل ال 
 تحويل  طي  علوم . ل إن  ناك  صفو ة وحي     تبطة بك Fبلى حقل  V   جهي

با  في ا  يـــا  دابـــ   صعـــل ارصـــفو ة ار ا قـــة في   ـــي ة لأغـــ ام بةليـــة غالبـــا   ـــا يكـــون   غـــو 
شـيقة  ونعـب بـ لص  صــفو ة د يبـة الرـبت قصــفو ة دط يـة   ـل  ــ في الصـيغ  ببـة في ارعا ــا  

ل حويـل  V  جهـي ا برية ن في   ا الفصل ننـاد   اـا ل ا  يـا    ـل  ـ في القابـ   لف ـا  
� طي  عطى  �VAT � . 

 كثيرات الحدود الأصغرية والجذور المميزة -1
   1.16تعريف 
�ال حويــل   �VAT �ياــةى دابــل للعكــً أينــا  كو ياــا ا    ا و ــ   � �VAS�   بحيــ

� � ITSIST  . V و ال حويل المحاي  بلى  Iحي     

 ملحوظة 
 . Tبارعكوس اليةيب كو الياا ي لل حويل  Sتاةى  

 2.16تعريف 
 � �VAT  ــــ  دــــابل  للعكــــً  Tياــــةى تحويــــل دابــــل للعكــــً كو  نــــ      ا ضــــان  �

 اليةين والياا   عا  .
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 3.16ية قض
�  ا ضان   �VAT � ن  ةا   إنت يو    � �VAS�   بحيITSST    . 

 البرهان
SSدابــــل للعكــــً  ــــ  اليةــــين والياــــا   إنــــت يو ــــ   Tقــــا كن   ccc �في  , �VA   بحيــــ

IST  c  وITS  cc . 
�الآن  � � � SISTSSSTSSIS cc cc cc ccc c c  بوضعSSS cc c   نحصل بلىISTTS   . 

 ملاحظة
� ــ  ارةكــ  بيــان كنــت   ا ضــان   �VAT  S ن  ةــا   إنــت يو ــ  تحويــل  طــي وحيــ   �

ISTTS  يكون بحي  . 1�Tوي  ز لت  Tبأنت  عكوس  Sياةى ال حويل    

 1مثال 
2RVلـــيك    ^اب ـــبر القابـــ      `21, ee   للف ـــا  حيـــ� � � �0,1,1,0 12   ee    بـــ

� �VAT �حاــــــــــ   � � 11 7eeT �و    � 22 3eeT ــــــــــيك   Tنــــــــــ بي كن    ــــــــــل  نــــــــــ    . ل تحوي
� �VAS�   ع  ـــــا  حاـــــ � � � �

7
,

3
1

1
2

2
e

eS
e

eS بن  ـــــ  أكـــــ  باـــــهولة ال حقـــــ   ـــــ  كن    
ITSST   ن    . Tكي كن    

 2مثال 
<لـــــيك    @xRV ن الف ـــــا  ارنحـــــب لك ـــــتا  اقـــــ ود قعـــــا ل  حقيقيـــــة . بـــــ     

� �VATS �حا   ,� �> @ � � � �> @ � �> @³   
x

xf
dx
dxfSdttfxfT

1

�لكل  , � > @xRxf � . 

�الآن  �> @ � � � � ISTxfdttfSxfST
x

 � ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
 ³

1

لعكً  ـ  اليةـين . دابل ل S  ا يبين كن  

�     ثانية �> @ � � � � � �> @ � � � �1
1

1 fxftfdttf
dt
dxf

dx
dTxfTS

x
x �  »¼

º
«¬
ª »¼

º
«¬
ª ³ 



 
 
 

 الصيغ القانونيـــة

 

831 

�قا كن  � 01 zf  بصو   با ة  إنITS z  كي كنS  3.16لـيً تحـويل   ن  ةـا  ظان ـ  الق ـية 
 وارلح ا ( .

 4.16تعريف 
�يقال لل حويل   �VAT �كنت  كا ئ لل حويل  � �VAS�  ا و   تحويلن  ن  ةـان  

� �VAQP PSQTبحي   ,�   . 

 5.16تعريف 
�يقال ب  تحويل   �VAT �كنت  رابت لل حويل  � �VAS� . 

�  ا و   تحويل  ن     �VAP�   بحيSPPT 1�  . 
 و بعـ     جهـي و   ـا   V يةا تبقى في الفصل ظ لا   ا  ض   ل   لص(  إن 

�كن  17.12لقــ  تبــين  ــ  ن  يــة  Fبلــى حقــل  0�n ن ــت  � � �VVHomFVA ببــا   بــ    ,
 . Fبلى  2nو بع   بر  

�لــــــــــــــــــــــــ ك   � > @xFxxxg k
k ���� DDD �ل حويــــــــــــــــــــــــل  طــــــــــــــــــــــــي  10... �VAT  ــــــــــــــــــــــــإن  �

> @xFTTI k
k ���� DDD kسو  ن  ز لـ  10...

kTTI DDD ��� �بال  ز  10... �Tg . 

 6.16تعريف 
�ياـــــةى   �VAT � ـــــ   لك ـــــت  اقـــــ ود  � � > @xFxg �  ا ضـــــان  � � 0 Tg  ال حويـــــل

 . Vالصف ي بلى 

 ملاحظة
ســيا    ــ وســو  يكــون واضــحا   0 ــل   0كو  Oل ــ م ال وا ــ  ســو  ناــ   م  

 ــــو ارعـــب بـــت ار جـــت الصــــف ي كو ال حويـــل ا طـــي الصــــف ي  0كو  Oضـــان الكـــلم  يةـــا   ا  
 والصف  القياسي .
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 7.16نظرية 
�لأي تحويـــــل  طـــــي غـــــت  ـــــف ي   �VAT تو ـــــ  ض ـــــت  حـــــ ود واح يـــــة وحيــــــ    �
� � > @xFxm  بحي  : �

i .� � 0 Tm . 
ii . لأي� � > @xFxg � إن  � � 0 Tg  ا و قط   ا ضانت  � �xm   نقا� �xg . 

iii .> @ > @
� � !�

#
xm
xFTF . 

 البرهان 
<ل ك    @ � � � � > @^ `xFxgTgTF <   الاهل ال حق     كن  : � @TF   حلقـة  ز يـة  ـ

� �VA  و> @ > @TFxF o:V . 
�ارع    �> @ � �Tgx  V   ببا   ب   بيةو  زم حلقة   ا> @ > @

Vker
xFTF # . 

<الآن  @xF  ي PID  بليت! � ,ker puV  لبعض� � > @xFxp � . 
�رــا ضــان ب عــ   �VA  2ياــاويn   2 ــإن العنا ــ

,...,,, 2 nTTTI  تبطــة  طيــا  بلــى  F  بليــت
�يو ــــــ   �20 ni dd  فيF   0لـــــــيً فيعهــــــا  ـــــــف ا  بحيـــــــ...

2

2
2

210  ��� n
n TTTI DDDD 

�بال ــاف  ــإن ض ــت  اقــ ود غــت الصــف ية  � VDDD ker210 ��� xxxf n  لــ ا  ــإن� �0ker zV 
�ون يجــة لــ لص  � 0zxp  ن� �xp  0 ــي ض ـــت  حــ ود غــت ثاب ـــة لأنzT  ن  � �xgdeg0 � 

�كننــا ض ابــة بليــت أ � xmxp D    حيــD  ــو ارعا ــل القا ــ  لك ــت  اقــ ود � �xp  و� �xm 
� ـــــي ض ـــــت  حـــــ ود واح يـــــة ن بن  ـــــ   � ! � xmVker   الآن حاـــــ  تع يـــــ .Vker  ـــــإن 

� � 0 Tm  ولكل� � � �xFxg   إن : �
 � � � � � � � � � �xgxmxmxgTg !� ��� Vker0  

ـــاف  ـــإن  �وبال  �xm   تحقـــ(iii),(ii),(i)   لـــ ك� �xmc   ض ـــت  حـــ ود واح يـــة ك ـــ   بلـــىF 
� ــــإن  (ii)بن  ــــ  حاــــ   (i),(ii)تحقــــ   � � �xmxmc  و� � � �xmxm c  بال ــــاف� � � �xmxm E c 
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�لــــــبعض  � > @xF�z 0E   ققا نــــــة ارعا ــــــل القا ــــــ  لكــــــل  ــــــ  الطــــــ  ين و لح ــــــة كن ضــــــل  ــــــ
� � � �xmxm ,c  1 ـــي ض ـــت  واح يـــة نحصـــل بلـــى كن E  بليـــت  ـــإن� � � �xmxm c     ـــ ا يـــبر 
�واح نية  �xm . 

 8.16تعريف 
�لـــيك    � � �VAT �z �ض ـــت  اقـــ ود الواح يـــة   0 � k

kk axxxm �� � ...1
1D  بلــــىF 

 :   ا ضان Tتاةى ض ت  اق ود الأ   ية لل حويل 
(i)  � � 0... 0

2
2

1
1  ��� �� ITTTTm kkk DDD  و(ii)  لأي� � > @xFxg � ـــإن ن  � � 0 Tg 

�  ا و قط   ا ضان  �xm   يقا� �xg . 
ض ــــت   ــــي   Vبلــــى  Tي بــــين كن ض ــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية ل حويــــل  طــــي  7.16 ــــ  الن  يــــة 

 ــ    ــا . في  Tاقــ ود الواح يــة  ا  ال   ــة الأ ــ    ــ  بــين ض ــتا  اقــ ود الــ  يكــون 
. في الوادــع  2n ــو  ــ   لك ــت  حــ ود د   هــا لا ت جــاو   T ثبــا   ــ في الن  يــة لــوح  كن 

 . nسو  نج  كنها لا ت جاو  

 9.16نظرية 
�لـــــيك    � � �VAT �z �و  0 �VAS�  دـــــابل  للعكـــــً  ـــــإنT  وTSS  ةـــــا نفـــــً   �1

 ض ت  اق ود الأ   ية .

 البرهان
�لأية ض ت  ح ود   � k

k xxxg DDD  نج  كن : 10... ���
 � � � � � � � �kk TSSTSSTSSITSSg 11

2
11 ... ���� ���� DDDD  

�   ناحية ثانية  � STSTSS
m

m 11 ��    ا  : 0tmلكل الأب اد الصحيحة   
 � � STSSTSTSSITSSg k

k
121

2
1

10
1 ... ���� ���� DDDD  

    � � � �STgSSTTTIS k
k

12
210

1 ... ��  ���� DDDD  
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�و نهــا يكـــون  � � � 00 1  � � TSSgTg  بليــت   ا ضانـــت� �xm  و� �xmc  همــا ض ـــتو اقـــ ود
TSSو  Tالأ ـــــــــــ  ي ان لل حـــــــــــويلين  �بلـــــــــــى ال تيـــــــــــ  ن  ـــــــــــإن  �1 � � � 0,0   c TmTm  ن

� � 01  c � TSSm  ن� � 01 c � TSSm  ــــ  تع يــــ  ض ـــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية  ـــــإن � � � �xmxm c  و
� � � �xmxmc  بال اف� � � �xmxm c  . لأن ضل اهما واح ية و  ا يكةل البر ان 
ـــ ك    �ل �nvvv ,...,, ـــة للف ـــا  ارنحـــب  21 � ـــإن  Vدابـــ     تب � � �FMVA n#  حلقـــة

�لل اســـــــــــــــــ   Fبلـــــــــــــــــى  nnuارصـــــــــــــــــفو ا   ـــــــــــــــــ  الاـــــــــــــــــعة  � � �FMVA no:V   ـــــــــــــــــ بحي
� � � � � �FMT nij � DV   حيــــــــ� �ijD  ــــــــي  صــــــــفو ة ال حويــــــــل T  ــــــــة ناــــــــبة للقابــــــــ   ار تب

� �nvvv ,...,, � إنـــت لكـــل   يزو ـــو  زم V. قـــا كن  21 � > @xFxg �ن يكـــون  � � 0 Tg  ا و قـــط  
�  ا  � 0 Ag   حي� �ijA D   ا  بالأ ص يكون  � � 0 Am   حي� �xm  ـي ض ـت  اقـ ود 

 . Tالأ   ية لل حويل 

 9.16 (a)تعريف 
�يقال كي ا  كن   �xm  ي ض ت  اق ود الأ   ية للةصفو ة A . 

 10.16نظرية 
VVTال حويــل ا طــي   o:   يكــون  ن  ةــا    ا و قــط   ا ضــان اقــ  ال ابــت في ض ــت

 اق ود الأ   ية لت تخ ل  ب  الصف  .

 برهان ال
�ل ك    � k

kkk xxxxm DDD ...1
2

1
1  ـإن  Tض ـت  اقـ ود الأ ـ  ية لل حويـل   �� ���

0... 1
1

1  ���� �
� ITTT kk

kk DDD : يؤدي  لى كن 
 � � � � ITITTITTT kk

kk
k

kk DDDDD  ��� ��� �
��

�
��

1
2

1
1

1
2

1
1 ......  (1) 

ــــــــيك    ــــــــإ ا ضــــــــان  Tل ــــــــإن  kD 0 ن  ةــــــــا     1�T  ــــــــؤدي  لى كن   (1) و ــــــــود و ي
0... 1

2
1

1  ��� �
�� ITT k

kk DD  ن  ـــــ ا ينـــــادض حقيقـــــة كن� � kxm  deg  وT  لا أكـــــ  كن
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بالعكـً  0zkDلـ ا  k!0 ا  د  ـة  Fيكون    ا  لأية ض ـت  حـ ود غـت  ـف ية بلـى 
ITTTTيـــــــــؤدي  لى كن  (1) ـــــــــإن  0zkD  ا ضـــــــــان   c c   حيـــــــــ� �ITT k

k
k 1

11
�

�� � c DD 
  ن    . Tبال اف  إن 

 11.16نتيجة 
�  ا ضان   �VAT  . Fبلى  Tفي  و ض ت  ح ود  1�T ن  ةا   إن  �

 البرهان
k  ا ضانــت  

kkk xxx DDD ���� �� ...2
2

1
 T ــي ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لل حويــل  1

ــــــــــــــــى  ــــــــــــــــة الاــــــــــــــــابقة يكــــــــــــــــون  Fبل ــــــــــــــــا  الن  ي ــــــــــــــــت وضةــــــــــــــــا  كينــــــــــــــــا في  ثب و  0zkD إن
� �ITTT k

kk
k 1

2
1

111 ... �
���� ��� DDD   ض ت  ح ود فيT  بلىF . 

 3مثال 
3QVاب ــبر   �لــ ك     �321 ,, eee   دابــ  ا القياســية . لــيك� �VAT بحيــ  تكــون  �

لة لـت بالناـبة  ـ في القابـ    ـي ارقاب Aارصفو ة 
¸
¸
¸
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¨
¨

©

§
 

200
020
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A   02بن  ـ  c� IA   حيـ

¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§
 c

100
010
001

I   02  ا  � IT  ــ ا يبــين كن T  2 ــو  ــ   لك ــت  اقــ ود الواح يــة�x  .

 ـــي ض ـــت  حـــ ود واح يـــة و ـــي  ـــاحبة ال   ـــة  T ـــ  ية لل حويـــل قـــا كن ض ـــت  اقـــ ود الأ
 ـــي ض ـــت   2�x ـــ  ا   ـــا نحصـــل بلـــى كن  Tارو بـــة  ـــ  بـــين ض ـــتا  اقـــ ود الـــ  يكـــون 

 . Tاق ود الأ   ية لل حويل 

 4مثال 
:33 ال حويـل ا طـي اب بر  QQT o   بحيـ� � 21 eeT �ن    � 32 eeT �ن    � 13 eeT   
�حي   �321 ,, eee   3 ي القاب   القياسية للف اQ  و صفو ةT : نابة   في القاب    ي 
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32 IAAA   

03بليـــــــت   � IT  ا  ض ـــــــت  اقـــــــ ود الأ ـــــــ  ية  � �xm  لل حويـــــــلT   13تقاـــــــ �x   بن  ـــــــ
� � 3deg dxm  ا ضــان  � � 1deg  xm  ــإن � � D� xxm  لــبعضQ�D  والــ ي يــؤدي  لى كن

0 c� IA D  كي كنIA c D  صــفو ة دط يــة و ــ ا تنــادض ن لــ ا  ــإن � � 1deg !xm  ا ضــان  
� � 2deg  xm  ــــإن � � ED �� xxxm Q�EDلــــبعض  2 02  ا   ,  c�� IAA ED  يــــؤدي  لى

 كن
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ـــــــــى كن  ـــــــــاف  ـــــــــإن   01ونحصـــــــــل بل ـــــــــول   بال  �و ـــــــــ ا غـــــــــت  قب � 2deg !xm  ـــــــــ  كن وحي
� � � �13 �xxm  نحصل بلى كن� � 3deg  xm  و� � 13 � xxm  13و ك ا  إن �x   ي ض ـت 

 . Qبلى  Tاق ود الأ   ية لل حويل 

 5مثال 
او  والــ  د   هــا لا ت جــ R ةيــع ض ــتا  اقــ ود بلــى  Vاب ــبر الف ــا  ار جهــي  

VVDال لث ن ليك   o:  و  ؤث  ال فاضل D  1  ال  12تحويل  طي ظالفصل. ) 
�الآن  �32 ,,,1 xxx   دابــ     تبــة للف ــاV  رــا ضــان� � 01  D  ن� � 1 xD  ن� � VxD 22 ن   

� � 23 3xxD  ناب ت  لى القاب   ار تبة   في  ي : D إن  صفو ة   
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04 ـــ  ارةكـــ  ال حقـــ   ـــ  كن    A  03ن zA  ـــت  ـــإن ض ـــت  اقـــ ود الأ ـــ  ية بلي
03. قـا كن  4yتقاـ   Dلل حويل  zA  4والعوا ـل غـت ال اب ـة لــy  432 ـي  قـط ,,, yyyy 

 . D ي ض ت  اق ود الأ   ية لل حويل  4yنحصل بلى كن 

 12.16تعريف 
VVTليك    o: : تحويل   طيا   إن 

i .Vv�  ياةى   جت  او لل حويلT  ا ضان  � � vvT D   لبعضF�D . 
ii .F�D  ياةى ديةة  اتية لل حويلT  ا ضان  � � vvT D   ر جت غت  ف يVv� . 

iii . لأي ديةة  اتيةD  لل حويلT  إن ار جت Vv�  ياـةى   جـت  او لل حويـلT  ن هـي 
�  ا ضـــان  Dلـــ  � vvT D   مجةوبـــة فيـــع ار جهـــا  ال اتيــة ارن ةيـــة للقيةـــة ال اتيـــةD  تاـــةى

 . Dبالف ا  ال او لـ 
VVTو  Fبلــى  nnu صــفو ة  ا  ســعة  Aلــ ك    o:  تحويــل  طــي بحيــ  كن

A  ــي  صــفو ة T  ناــبة للقابــ   ار تبــة� �nvvvB ,...,, . نعــب بقيةــة  اتيــة  Vللف ــا    21
nnvvv  ا ضــــــان  T اتيــــــة لل حويــــــل  ن ديةــــــة Aللةصــــــفو ة  DDD ���   جهــــــا   اتيــــــا   2211...
� إن ار ت  النو،  Tلل حويل  �nDDD ,...,,  .Aياةى بار جت ال او للةصفو ة  nFفي  21
ة والقـــي  ال اتيـــة تاـــةى كي ـــا  بار جهـــا  ارةيـــز  والقـــي  كو ا ـــ و  ار جهـــا  ال اتيـــ 

 ارةيز  بلى ال تي  .

 13.16قضية 
�  جهــا   اتيــا  غــت  ــف ي لل حويــل  v  ا ضـان  (aظ �VAT حيــ   F�D ــإن العنصــ   �

� � vvT D    يكون وحي ا . 
ـــة  (bظ ـــة  Tلل حويـــل  Dلأي ديةـــة  اتي ـــ او للقيةـــة ال اتي  ـــو   ـــا   D ـــإن الف ـــا  ال

 . V ز ي غت  ف ي في الف ا  
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 البرهان
�لـــيك   (aظ � vvT D   و� � vvT D c  ض لـــبعF�cDD �بن  ـــ   , � 0 c� vDD  ورـــا ضـــان

0zv  0نحصــل بلــى c�DD  كي كنDD c   و ــ ا يــبر   وح انيــة 3.11ظد ــية )
D . 

� ةــ  تع يــ  القيةــة ال اتيــة يو ــ   Dالف ــا  الــ او لـــ  DWلــيك   (bظ � Vv �z بحيــ   0
�كن  � vvT D   ـــــــــــت  ـــــــــــإن ـــــــــــاف  �DWvوبلي �وبال  �0zDW   لـــــــــــيك .DWwv ن  ,�
F�PO  بن    : ,

� � � � � � � � � � � �wvwvwTvTwvT PODDPDOPOPO � � � �  

DPO  ا   Wwv  ( .11.16ظن  ية  V و   ا   ز ي     DW  ا يبر   كن  ��

 14.16تعريف 
 . Dا ن سي لـ ياةى ال ك ا   Dالف ا  ال او لـ  DWن بع   F�Dلكل  

 6مثال 
QQTلــيك    o:  تحــويل   طيــا  بحيــ  ضانــت  صــفو ة بالناــبة  لى القابــ   القياســية

� �321 ,, eee  ـــــــــــــــــــــــــــــــــي 
¸
¸
¸

¹

·
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¨
¨

©

§
 

000
010
001

A   بن  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ� � 111 1eeeT �ن     � 222 1eeeT ن    

� � 33 00 eeT 321بليت  إن     ,, eee  ـي القـي  ال اتيـة  1 ,1 ,0 ي فيعهـا   جهـا   اتيـة و 
 ار ناظ   .

321بالـ غ   ـ  كن  ,, eee  لياـت ت لفـة . دبنـا نعـين الف ـا ا   1 ,1 ,0 ـي  اـ قلة نجـ  كن
1321 ـإن كي  1ي ارن ةـي للقيةـة ال اتيـة الف ا  ا ز ـ 1Wال اتية  ا ن ليك   Weee ��� GED 
�   ا و قط   ا ضان � � �321321 1 eeeeeeT GEDGED �� �� 

� � � � � � 321321 eeeeTeTeT GEDGED �� ���  
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032121  ��� �� GGEDED eeeee  

^ ــو   ــا   ز يــة  ولــ  با ةوبــة  1W  ا   `21, ee 0قيةــة ال اتيــة بار ــل  ــإن الف ــا  ا ز ــي لل 
^ و الف ا  ا ز ية ارول  في  `3e . 

 14.16نظرية 
�ليك    � � �VAT �z   إنت : 0

�بحيـــــــــ   T�Dو T  جهـــــــــا   اتيـــــــــا  لل حويـــــــــل  v  ا ضـــــــــان  (aظ � vvT D  ي  إنــــــــــت لأ
� � > @xFxf � و   جت  او لـ  v إن  � �Tf  وكن� �> @� � � �vfvTf D  . 

ــــت  (bظ mDDD  ا ضان ,...,, ــــل  21 ــــة ت لفــــة لل حوي nvvvو  Tدــــي   اتي ,...,,   جهــــا   21
mDDDتن ةــي  لى  اتيــة غــت  ــف ية  ,...,, mvvvبلــى ال تيــ   ــإن  21 ,...,,  اــ قلة  21

 . F طيا  بلى 

 البرهان
 الآن : (aظ

 � � � � � � � � � � � � vvvTvTTvTvTvvT 22 DDDDDD      �  
 � � � �> @ � � � � � � vvvTvTvTTvT 322223 DDDDD        

�يكون  kبصو   با ة لأي ب د  حيح  و    � vvT kk D  . 
�بن    لأي  � � �xFxxxf m

mEEE   إن : 10... ���
 � �> @� � � �� �vTTIvTf m

mEEE ��� ...10  
   � � � �> @ � �> @vTvTvTv m

mEEEE ���� ...2
210  

   � � � � � �vvvv m
m DEDEDEE ���� ...2

210  
   � �� � � �vfvm

m DDEDEE  ��� ...10  

 . (a)  ا يبر   
 اـ قل    إن الن يجة تكون  باش   كي   جت غت  ف ي يكون دا ةـا   m 1  ا ضان  (bظ

والن يجــة  ققــة  m!1. بليــت ا ــ م كن  m طيــا  . نطبــ  الاســ ن اض ال ىضــي بلــى 



 
 
 

 الفصل الاادس بر 

 

840 

 ــــــ  ار جهــــــا  ال اتيــــــة حاــــــ   ــــــ وم الاســــــ ن اض  ــــــإن ار جهــــــا   1�mلعــــــ د 
121 ,...,, �mvvv  ـــــى ـــــا  بل mvvvضـــــ لص ار جهـــــا    F اـــــ قلة  طي ,...,,  اـــــ قلة  32

  طيا  .
mvvvا ـــ م كن ار جهـــا   ,...,, �بن  ـــ   إنـــت يو ـــ   F  تبطـــة  طيـــا  بلـــى  21 � imi Edd1 

 ليً فيعها  ف ا  بحي  :
 0...2211  ��� mmvvv EEE    (1) 

^ إن الاس قللية ا طية للةجةوبـة  mE 0  ا ضان  ` 11 �dd miiv  0تـؤدي  لى كن iE  لكـل
1,...,2,1 � mi   ــ ا ي نــادض حقيقــة ضــون العنا ــ � � imi Edd1  لياــت فيعهــا ك ــفا ا  ن

 نحصل بلى كن : (1)بلى  T ب أثت 0zmEبليت ا  م كن 
 � � � � � � 0...2211  ��� mm vTvTvT EEE  

�    ناحية ثانية � � � iii vvTmi D dd ,1 
   ا  :

 0...222111  ��� mmm vvv DEDEDE   (2) 

1DDو  0zmEقـــا كن  zm  ـــإن ارعا ـــل � �1DDE �mm  للة جـــتmv   يخ لـــ  بـــ  الصـــف    ا
mvvvتكــــون ار جهــــا   (3)حاــــ   ,...,,   تبطــــة  طيــــا  ن  ــــ ا ينــــادض ضــــون ار جهــــا   32

mvvvv ,...,,,   ا قلة  طيا  . 321

 15.16نتيجة 
 ـ  القـي   n  كن يكون لـت كض ـ   ـ  لا أك Vللف ا  ار جهي  Tال حويل ا طي  

Vnال اتية ار  لفة حي   dim  . 

 البرهان
 ـإن  T   القي  ال اتية ار  لفـة لل حويـل  mضةا  كينا في الن  ية الاابقة  إنت لأي  

nVتكــون  اــ قلة  طيــا  ن وقــا كن  mظ   لــت وبــ د ا ار جهــا  ال اتيــة ارنــا  dim  ــإن V 
nm   ار جها  ارا قلة  طيا  وبال اف  إن  nلا يحوي كض       d . 
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 16.16نتيجة 
ـــــــ ك    mDDDل ,...,, ـــــــل  طـــــــي  21 ـــــــة ت لفـــــــة ل حوي ـــــــي   اتي VVTد o:  ـــــــت   ا ضان

mWWW ,...,, ــــــة  لى  21 ــــــة  ن هي mDDD  ــــــا ا   ز ي ,...,, ــــــ  ن  ــــــإن ا ةــــــو   21 بلــــــى ال تي
mWWW ���   و مجةو   باش  . 21...

 البرهان 
21...0ا ــــ م كن    ��� mvvv لــــبعض � �mi dd1   نـــــ بي كن فيــــع ار جهـــــاiv 

 ـف ية . لنفـ م كن ادبـا نا غـت  ـحيح  بإهمـال ار جهـا  الصـف ية  ـ  بـين  ـ في ار جهــا  
 نحصل بلى :

 0...21  �� itii vvv   (1) 

tjلكــل  0zijvحيــ   dd1  ار جهــا    تبطــة  طيــا  بالــ غ   ــ  كن القــي  ال اتيــة   ا   ــ في
�حيــــــ   ijDارنـــــاظ    �tj dd1  فيعهــــــا ت لفــــــة و ــــــ ا يخــــــال  الن  يــــــة الاــــــابقة .   ا  فيــــــع

mWWW ف ية .   ا يبر   كن  ivار جها  الاابقة  ���     باش  . و مجةو  21...

 17.16نظرية 
VVT  ا ضـــان ال حويـــل ا طـــي   o:  لـــتn  في القـــي  ال اتيـــة ار  لفـــةnDDD ,...,, 21 

�داب     تبة  V إن للف ا   �nvvv ,...,,  ة   في القاب    ي :ناب Tصعل  صفو ة  21

 

¸̧

¸
¸
¸

¹

·

¨̈

¨
¨
¨

©

§

nD

D
D

...000
...............
0...00
0...00

2

1

 

 البرهان
�ين ةـي للقيةـة ال اتيـة  T  جها   اتيا  لل حويل  ivليك    � ini Ddd1  حاـ  ن  يـة

nvvv ــــــإن ار جهــــــا   14.16 ,...,, �  ا   F اــــــ قلة  طيــــــا  بلــــــى  21 �nvvvB ,...,,  ــــــي   21
 ( .24.11ظن يجة  Vداب     تبة للف ا  
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�قا كن  � iii vvT D   لكلni  تااوي : Bنابة  لى  T إن  صفو ة   2,1,...,
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 و  ا يكةل البر ان .

 18.16تعريف 
�يقــال لل حويــل   �VAT يخ لــ  بــ   Tker نــت تحويــل  ــف  ظغــت  نفــ د(   ا ضــان  �

 الصف  ظيااوي الصف ( .

 ملاحظة
 .تحويل   ن  ةا   Tغت  نف د و  ا   ا ضان  Tلف ا    جهي  ن ت البع  ن ال حويل  

 الن  ية ال الية  ا  شأن في تعيين القي  ال اتية .

 19.16نظرية 
IT و ديةة  اتية   ا و قط   ا ضان  F�Dالعنص    D� .  نف دا  

 البرهان
�يو ـ   Tديةة  اتية لل حويـل  Dل ك    � Vv �z �بحيـ   0 � vvT D   ـ ا يعطـي كن 

� � � � 0 � � vvTVIT DD  بليت� � � �ITv D��z ker0  كي كنIT D� . نف د  
ITبالعكــــــــــــــً   ا ضــــــــــــــان  D�  نفــــــــــــــ دا   ــــــــــــــإن � � � �0ker z� IT D  ــــــــــــــين و ــــــــــــــود و نهــــــــــــــا ي ب

� � � �ITV D��z ker0   وبن  ـــــــ� � � � vvTVIT DD  � � ديةــــــــة  اتيــــــــة  Dيــــــــؤدي  لى كن  0
 . Tلل حويل 
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 20.16نتيجة 
�  ا ضان   �VAT  . Tل  و دا ةا  ديةة  اتية لل حوي 0تحويل   نف دا   إن الصف   �

 البرهان
TITقا كن     نف د  إن الن يجة ت بع في الن  ية الاابقة . �0 

 ـــو ديةـــة  اتيــــة  Tســـو  نبـــين لاحقـــا  ضــــل  ـــ   لك ـــت  اقــــ ود الأ ـــ  ية ل حويـــل  طــــي 
 لعبا   ار ضو   ..  نا نبر   بكً ا Tلل حويل 

 21.16نظرية 
ــــــــل   ــــــــة لل حوي �ضــــــــل ديةــــــــة  اتي �VAT ــــــــت  اقــــــــ ود الأ ــــــــ  ية  �   ــــــــي  ــــــــ   لك 
 .Tلل حويل 

 البرهان
�ل ك    �xm   ض ت  اقـ ود الأ ـ  ية لل حويـلT   ولـيكF�D  ديةـة  اتيـة لل حويـل

T  ن بن  ـــــــــ  لعنصـــــــــ  غـــــــــت  ـــــــــف ي� � VvvvT � ,D  ـــــــــإن  13.16اســـــــــ نادا   لى الق ـــــــــية 
� �> @� � � �vfvTf D   لكـــــــــــل� � > @xFxf �بالأ ـــــــــــص  � �> @ � �vmvTm D   ـــــــــــؤدي  لى كن  ـــــــــــ ا ي

� � 0 vm D  لأن� � 0 Tm  0وحيـــ  كنzv  ـــإن � � 0 Dm  كي كنD  ـــ   ض ـــت  اقـــ ود 
 . Tالأ   ية لل حويل 

 الآن نناد  بعض الأ  لة الإضا ية . 
 7مثال 

ن 3ال  د   هـا لا ت جـاو   Qهي  ةيع ض تا  اق ود بلى الف ا  ار ج Vليك   
�( ا ــ م 5ظ  ــال  Vارــؤث  ال فاضــلي بلــى  Dلــيك   � 3

3
2

210 ` xxxxf DDDD   جــت   ���
�ن  Q�D إنت لبعض  D او لل حويل  � � �xfxDf D  . 



 
 
 

 الفصل الاادس بر 

 

844 

�كي كن  �3
3

2
210

2
321 32 xxxxx DDDDDDDD ��� �� 

01ققا نــة ارعــا ل  نحصــل بلــى  DDD 122ن    DDD 233ن    DDD 30ن    DD    بليــت   ا
0123  ــإن  ــ في ارعــادلا  تعطينــا 0zDضــان  0 DDDD �كي كن       � 0 xf  بال ــاف لا

نحصـل في ارعادلـة  D 0ن   ا ضـان  Dيو   ب د نابي يخ ل  ب  الصف   ـو ديةـة  اتيـة لــ 
01الاابقة كن   D  02ن  D  03ن  D   ا  � � 0Dxf  0نD  ثابت ن بال ـاف ضـل ض ـت  حـ ود

 . Dثاب ة  ي   جت  او لـ 
xxfDالآن  32

2 62)( DD ن بليــــــت  ــــــإن  2D  جــــــت  او بالناــــــبة لـــــــ  xf)(  ا ضانــــــت   �
)()(2 xfxfD D   لبعضF�D  ن كي كن 

)(62 3
3

2
21032 xxxxa DDDDDD ��� �  

2, ققا نة ارعا ل  نحصل بلى 02 DDD   
,6 13 DDD   

,0 2DD  
30 DD  

)(0يت  إن   في ارعادلا   اقة   ا ضانت ظضةا و د سابقا ( بل 0zD  ا ضانت   xf. 
023 ن  إننا نحصل بلى D 0  ا ضانت    DD 

xxf بليت 10)( DD �  
ةــة  ــ ت    ا ضانــت تكــون لياــت  ا  ديةــة  ــ ت  ولكــ  تكــون  قــط  ا  دي 2D كــ ا 

2D  1   د  ة ك       كو تااوي . 
 8مثال 

2RVاب ــبر كن  ),(ن ولــ ك     21 ee  دابــ   كساســية ن وضــ لص)(VAT تعطــى  �
)(211بارعادلــــــة ال اليــــــة  eeeT 212و   � )( eeeT 2211. ا ـــــــ م كن   � eeV DD �  

 F�D,ول ك   ةو   T  جت  او بالنابة لـ 
)()( 22112211 eeeeT DDDDD � � , 
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2211212211 ليتب )()( eeeeee DDDDDD � ��� 
,21ققا نة  عا ل   ee : إننا نحصل بلى  

121 DDDD  كي كن � 
      � � 01 21  �� DDD    (1) 

221 DDDD  : كي كن � 
 � � 0121  �� DDD    (2) 

�في  (2)ب  ب  �D�1     نج  كن : (1)وط حها 
 � � 02 2

2  �DD     (3) 

02 ــإن  2rzDبليــت  ــإ ا ضــان   D  01يــؤدي  لى كن  (2)و  D  0بليــت  ــإن v  بال ــاف
يـــــــــــــــــــــــؤدي  لى كن  (2)ن  D 2  ا ضـــــــــــــــــــــــان 

21
1

2
�

 
D

D   11 بأ ـــــــــــــــــــــــ  D  نجـــــــــــــــــــــــ  كن

21
21

1 eev
�

�حيــ   T او غــت  ــف ي لل حويــل  ــو   جــت   � � vvT  ــو  2  ا    2

211و  Tديةة  اتية لل حويل 
21

1 eev
�

 . 2 و   جت  او ين ةي  لى   �

12 إن  D 2  ا ضان 
21

1 vv
�

 و كي ا  ديةة  اتية لل حويـل  �2ضةا لت  ا ة  إن    

T  وكن
21

1
12

�
� ev  و   جت  او لل حويل T  بليـت  ـإن لل حويـل  �2ين ةي  لىT 

2dimوحقيقـة كن  15.16وحا  ن يجة  �2و  2ن هما دية ان  اتي ا  V   إنـت لا أكـ 
^كيـــة دـــي   اتيـــة ك ـــ   ن نـــ ك للقـــ ا  ال حقـــ   ـــ  كن  Tكن يكـــون لل حويـــل  `21, vv  مجةوبـــة

�و كــــــ ا  ــــــإن  ز يـــــة  اــــــ قلة  طيــــــا   �21, vvB . قــــــا كن  V ـــــي دابــــــ     تبــــــة للف ــــــا    
� � � � 1122 2,2 vvTvvT  �  . 

¸بليت  إن 
¸
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·
¨
¨
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 ( .16-17ظان   ن  ية  Bنابة  لى  T ي  صفو ة  02
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 22.16نظرية 
�ق ود الأ   ية لل حويل ض ت  ا  �VAT  . nك       كو تااوي  ا  د  ة  �
البرهان 

nVنطب  الاسـ ن اض بلـى    dim  1  ا ضـان n  إنـت لأي   جـت غـت  ـف ي Vv� 
FvVيكــون  �لــ ا  ــإن    � vvT D   لــبعضF�D  ــ ا بــ و في يــؤدي  لى كن � � 0 � vIT D  ن
^قــا كن  `v   دابــ   للف ــا� �V  0نحصــل بلــى كن � IT D    ن بعبــا   ك ــD�x ي ض ــت   ــ

 .n 1 إن الن  ية  ققة بن  ا  1 ي  1�xن را ضانت د  ة  Tاق ود الأ   ية لل حويل 
بعــــاد  ا  الأ Wوالن  يــــة  ققــــة  ةيــــع الف ــــا ا  ار جهــــة  n!1الآن ا ــــ م كن 

nV. لـيك   nك     ـ    dim  و� � Vv �z � ـإن ار جهـا   0 � � � � �vTvTvTv n,...,,, الـ   2
Fiن بليت يو ـ   F  تبطة  طيا  بلى  1�nب د ا  �D  نni Ddd0   لـيً فيعهـا ك ـفا ا
� بحي  � � � � � 0...2

210  ���� vTvTvTv n
nDDDD 

� ـــــ  الواضـــــح كن د  ـــــة ض ـــــت  اقـــــ ود  � n
n xxxf DDD وكن  nكدـــــل كو تاـــــاوي  10... ���

� �> @ 0 vTf . 
�  ا ضان  �> @ 0 vTf  لكـلVv�  نحصـل بلـى كن� � 0 Tf  وبليـت� � � �xfxm   حيـ� �xm 

�و نهـــا نحصـــل بلـــى كن  T ـــي ض ـــت  اقـــ ود الأ ـــ  ية لل حويـــل  � nxm ddeg  و كـــ ا  ـــإن
�اقالة الوحي   ار بقية للةنادرة  ي بن  ا  �> @ � �0zVTf  نف م .� �> @^ `0  vTfvW . 

W  و   ا   ز ي  علي غت  ف ي في V . 
kWdemا  م  nk إن    �d1   1ن ليكT   قصو T  بلىW  قا كن لأي .Ww�   

 � �> @ � � � �> @ � �> @� � 00   � wTTfwTTfwTf  
� � � � � �wATWwTWwT ������ 11  

                                                 
 . M.D.Burrow The Amer.Math.Monthly.December 1973هذا البرهان يعود إلى  
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�حاــ   ــ وم الاســ ن اض  ــإن د  ــة  �xm1   1ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لل حويــلT  ــي كدــل كو 
 .   kتااوي 

WV ا  القاةة     ك    اب بر   / . 
nknWV إن  1tkقا كن  �� /dim    بWVWvT //:2 o  : ضالآو 

 � � � � VvWvTWvT ��� � ,2  

Vvvقا كنت لأي بنص ي   �c,  ن� � WvvTWvvWvWv �c���c���c � 
� � � � wvTWvT �c ��   

� ع   تع يفا   ي ا  ن وأك  ال حق  باهولة    كن  2T إن  �WVAT /2 .  ـ   ك ـ    ـ   �
�  وم الاس ن اض د  ة  �xm2   2ض ت  اق ود الأ   ية لل حويلT ك     ـ  كو تاـاوي  ي 

kn � . 
� نالآ �� � � � WVTmWVTm �� 222 0/ 

� بليت � � �> @ � � � � 01121   � WTmWTmVTmTm 
� � � �> @ � �021  � VTmTm  
� � � � � �xmxmxm 21�  

� � � � � �xmxmxm 21 degdegdeg �d�  
� � nnkxm  �d� deg  

 كي ا  . nكي كن الن  ية  ققة للف ا ا  ار جهة ال  كبعاد ا
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 مسائل
 

ن و  ا ضانـــت كيـــة  Qود الأ ـــ  ية لكـــل  ـــ  ارصـــفو ا  الآتيـــة بلـــى كو ـــ  ض ـــتا  اقـــ  .1
 واح    نها غت  نف د  كو    عكوسها :

¸
¸
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©
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ن  
¸
¸
¸

¹

·
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¨

©
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100
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̧¸ن  
¹

·
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©
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�
22
̧¸ن  33

¹

·
¨̈
©

§
� 21

12 . 

 للةصفو ا [ . 22.16ن  ية  اس   م ط يقة  رابهة را فيإرشاد : ]

ب    كن ض ت  اق ود الأ   ية للةصفو ة  .2
¸̧
¸
¸
¸

¹

·

¨̈
¨
¨
¨

©

§

� 3011
1000
0100
0010

013 ي   34  ��� xxx   

بحيــ  تكــون ض ــت   Qبلــى  Vبلــى   ــا    جهــي ثنــا ي البعــ   Tضــون تحــويل   طيــا   .3
12 ود الأ   ية لت  ي اق �x   ليكA  صـفو ة T   ناـبة لقابـ     تبـة  ـا للف ـاV 

 . Cضةصفو ة بلى   A ع برا   Aكو   ديةة  او للةصفو ة 
�ليك   .4 �ijA D   صفو ة سع ها nnu  بلىF : 

i.  بــ    كن كي� � � �n
n F�DDD ,...,,   ا و قــط   ا   A ــو   جــت  او للةصــفو ة  21

�ن  F�Dضان لبعض  � � �Ann DDDDDDD ,...,,,...,, 2121   . 
ii.  لأي ديةــــة  اتيــــةD  للةصــــفو ةA  ن مجةوبــــة ار جهــــا  ال اتيــــة للةصــــفو ةA 

�ببا   ب    ا   ز ي في  Dارن ةية  لى  �nF . 
 . (1)ال اتية لكل    ارصفو ا  ارعطا  في اراألة  بين القي  ال اتية وار جها  .5
 ـ   n ـا  Fبلـى حقـل  nnu صفو ة  Aب    كنت   ا ضانت  44.12باس   ام ن  ية  .6

ن كي كنـــت تو ـــ   Fترـــبت  صـــفو ة دط يـــة بلـــى  Aن  ـــإن  Fالقـــي  ال اتيـــة ار  لفـــة في 
�في  B صفو ة غت  نف د   �FM n  بحي  تكونABB  .  صفو ة دط ية �1
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�لـــيك   .7 �VAT nDDDولـــ ك   � ,...,, فيـــع ديةهــــا ال اتيـــة ار  لفـــة ن ا ـــ م كن بعــــ   21
�دابـ     تبـة  V. بـ    كن للف ـا   1 ـو  iDالف ا  الـ او لكـل  �nvvv ,...,, بحيـ   21

بالناـــبة  لى  ـــ في القابـــ   بلـــى الرـــكل  Tتكـــون  صـــفو ة 
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§

nD
D

D

00
00
00

2

1

 Aحيـــ   

� صــــفو ة ســــع ها  �knkx � صــــفو ة ســــع ها  Vو  � � � �knkn �u�  ــــي ارصــــفو ة  0و 
�الصف ية  ا  الاعة  �xkkn � . 

صــــو ة بــــين كن القــــي  ال اتيــــة للة .8
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§

600
9100
523

. حــــ د الف ــــا   Qبلــــى  6و  10,3 ــــي  

ال او لكل      في القي  ال اتية تحق     كن ا ةو  ارباش    في الف ـا ا  ال اتيـة  ـو 
3Q . نفات 

 [ .16.16اس   م ن يجة إرشاد : ]
�لـــــيك   .9 �vAT TTبحيـــــ   � 21بـــــ    كن  2  WWV همـــــا   ـــــا ان  WW,21حيـــــ    �

� ز يان يحققان  � � �01  WT  و� � 22 wwT 22لكل    Ww � . 
�اثبــت كن ال حويــل  .11 �VAT �ضــان يو ــ   نفــ دا    ا و قــط   ا   � �VAS بحيــ   0zSن  �

0  TSST . 
�ب    كنت  .11 �VAT دابل للعكً    اليةين   ا و قط   ا ضـان دـابل  للعكـً  ـ  الياـا   �

جة   في  حيحة في الف ا ا  ار جهـة الـ  كبعاد ـا غـت   ا   ن ت البع (  ل الن ي Vظ
  ن هية ؟ ]ا واب لا[ .

�و  Cكي   ـــــــــــــا    جهـــــــــــــي بلـــــــــــــى  Vلـــــــــــــيك   .12 �VAT TTيحقـــــــــــــ   � ـــــــــــــ     3  . ب
321 WWWV 11حيــــــــــــــــ  لكــــــــــــــــل   �� Ww 22ن  � Ww 33ن  � Ww �ن  � � 01  wT  ن

� � 22 wwT �ن    � 33 wwT   . 
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� مميز  ا ضان  .13 �charF 0  بـ    كن كي تحويـل� �VAT أكـ  ض اب ـت ضةجةـو  تحـويلين  �
  ن  ةين .

�كنـت لا    ـت تحـت ال حويـل  V ـ  الف ـا   Wي  ياـةى الف ـا  ا ز ـي تع   .14 �VAT � 
�  ا ضان  � WwT � . 

�و  Vتحويــل  ســقاى بلــى  Sلــيك   �VAT �بــ    كن  � �VS  لا    ــت تحــتT  ا و قــط  
TSSTS  ا ضــان  �واثبــت كن ضــل   ــ     �VS  وSker  لا    ــت تحــتT  ا و قــط   ا ضــان  

TSST   . 
� بــــ    كن تحــــويل   طــــي غــــت  ــــف ي .15 �VAT يكــــون  نــــ      ا و قــــط   ا ضلةــــا ضــــان  �

21 WWV � إن  V  ا ان  ز يان في  WW,21حي    � � � � � �21 WTWTVT �  . 
�بـ    /2Rاب بر  .16 �2RAT �حاـ   �/ � 11 2eeT �ن    � 212 2eeeT �حيـ    � �21, ee 

 . 1eارول  بـ  /2Rالف ا  ا ز ي في  1W  ا ضان  /2R ي القاب   القياسية للف ا  
a.  1ب    كنW  لا    ت تحتT . 
b.  2بـــــ    كنـــــت لا يو ـــــ  كي   ـــــا   ز ـــــيW  2فيR/  يكـــــون لا    ـــــت تحـــــتT  ولـــــت

21ا ا ية 
2 WWR � / . 
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 ثيرات الحدود الأصغرية معلومات إضافية حول ك -2
. لـيك   Fبلـى حقـل  n ـو   ـا    جهـي  و بعـ   Vضةا في البن  الاابقة  ـإن  

� � > @TFT �z <وضةـــــــــــــــا نعلـــــــــــــــ   ـــــــــــــــإن  0 @TF   حلقـــــــــــــــة  ز يـــــــــــــــة  ـــــــــــــــ� �VA  لأيF�D  و
� � > @TFTTITf k

k ���� DDD Fiن  10... �D يكون :   
 � � > @TFTTITf k

k ���� DDDDDDD ...10  
<بليــت  ــإن  @TF   ــو   ــا   ز ــي  ــ � �VA  ورــا ضــان� � 2nVAdemF <ن    @ 2nTFdemF d 

 الآن ل ينا الآو :

 23.16قضية 
�  ا ضانت د  ة ض ت  اق ود الأ   ية   �xm  لل حويلT  ي k : إن  

i .^ `12 ,...,,,1 �kTTT   تركل داب   للف ا> @TF  بلىF . 
ii .  بع> @TF  بلىF  يااويk . 

 البرهان 
i.   ل ك� � n

kkk xxxxm DDD ���� �� ...2
2

1
�الآن  1 � 0 Tm : يؤدي  لى كن 

 ITTT k
kkk DDD ��� �� ...2

2
1

1     (1) 
 TTTTTT k

kkkk DDD ���  �� ...1
21

1  
 � � TTITT kk

kk DDDDDD ������ �� ...... 2
1

2
1

11   (2) 

12ت ضي   طي في  1�kTي  ح كن  (2)    ,...,,, �kTTTI . 
ــــت  (1)في  kTوال عــــويض بقيةــــة  Tفي  (2) ــــ   ك ــــ   ب ــــ ب  ــــى كن كي ــــا   2�kTنحصــــل بل
12ت ضيـــ   طـــي في  ,...,,, �kTTTI  وبالاســـ ن اض ن و ـــل  لى كن ضـــل� �kT t""   ـــو ت ضيـــ 

12 طـــي في  ,...,,, �kTTTI  قـــا كن ضـــل� � 5
510 ... TTITf OOO  ـــو ت ضيـــ   طـــي في   ���

52 ,...,,, TTTI  1 إنـــــــــــــت   ا ضـــــــــــــان�! ks  بـــــــــــــال عويض بـــــــــــــ  ضـــــــــــــل � �kT t"" لـــــــــــــة ب لا
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12 ,...,,, �kTTTI  نحصــــل بلــــى كن� �Tf  12 ــــو ت ضيــــ   طــــي في ,...,,, �kTTTI   ا  > @TF  
12 ولــ  بالعنا ـ   Fضف ـا    جهـي بلـى  ,...,,, �kTTTI  لـو ضانــت  ـ في العنا ـ    تبطــة 

� إنت لبعض  F طيا  بلى  � iki E10 �dd : ليات فيعها ك فا ا  يكون ل ينا 
 0... 110  ��� � TTI kEEE  

ن حيـــ   kك ـــ    ـــ  د   هـــا  F ـــو  ـــ   لك ـــت  حـــ ود غـــت  ـــف ية بلـــى  Tبليـــت  ـــإن 
� � kxm  deg  12بال ــاف  ــإن  7.16 ــ ا ينــادض ن يجــة ن  يــة ,...,,, �kTTTI   اــ قلة  طيــا 
^وتكون ا ةوبة  Fبلى  `12 ,...,,, �kTTTI   داب   للف ا> @TF . 

(ii)       ين ج  باش(i) . 

 ملاحظة 
 ـي ض ـت  اقـ ود الأ ـ  ية لل حويـل ا طـي  2�xن  ـإ 3بلى سبيل ار ـال في   ـال  

T  3بلـــىQ  2. قـــا كن د  ـــة�x  تاـــاوي واحـــ  نحصـــل بلـــى كن> @ 1dim  TQQ   لكـــQ 
<دابل لل ة  في  @TQ  بليت  إن> @TQQ  ضحلق ين ظبال اف ضحقلين( .  #

13 ـــي  3Qبلـــى  Tض ـــت  اقـــ ود الأ ـــ  ية لل حويـــل ا طـــي   4في   ـــال   �x  بليـــت
^يكــون  `2,, TTI   ــي دابـــ   للف ــا > @TQ  بلـــىQ  13. لاحــ  كنــت لكـــون �x  غــت دابلـــة

 ــإن ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية ل حويــل  طــي  ــا لياــت بال ــ و   غــت دابلــة  Qلل حليــل بلــى 
 ( .18.13لل حليل ظان   ن  ية 

 24.16نظرية 
�  ا ضــان   �VAT �و  � �xm   ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لل حويــلT  بلــىF  إنــت لأي 

 يكون : �Vv  جت غت  ف ي 
a .> @ � �> @� � � � > @^ `TFTfvTfvTF  يحـــــــوي  Vببــــــا   بــــــ    ــــــا   ز ــــــي غــــــت  ــــــف ي في   �

 . vار جت 
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b . تو   ض ت  ح ود واح    قط واح ية غت  ف ية� �xmv  بلىF :  بحي 
i .� �> @� � 0 vTmv . 

ii . لأي� � > @xFxf �ن  � �> @ � � � �xfxmvTf v� 0 . 
iii .� � � �xmxmv . 
iv .� � > @vTFxm Fv dimdeg �في الوادـــع    � � � � �^ `vTvTvTv t 12 ,...,,, <دابـــ   للف ـــا   � @vTF 

�حي   �xmt vdeg  . 

 البرهان
a . الواضح كن   > @vTF�0   ض لص لأي� �> @ > @vTFvTg �و  � �> @vTf  وF�D : إن  

 � �> @ � �> @ � � � �> @ > @vTFvTgTfVTgvTF �� �  
�وكن  �> @ � �> @ > @vTFvTfvTf � DD  و نها ين ج كن> @vTF  ا   ز ي في  V . 
< نقـــا ك @TFI < ـــإن  � @vTFIvv < ـــإن يخ لـــ  بـــ  الصـــف   vوحيـــ  كن   � @vTF   ـــا  

 . V ز ي غت  ف ي في 
b .  لــــيك� � � �> @^ `0  vTfxfW  قــــا كن .� � 0 Tm ن� � Wxm مجةوبـــــة  Wبليـــــت  ــــإن  �

< ز ية غت  الية في  @xF  . 
�ن لأي الآ � � � Wxgxf �و  ,� � > @xFxh � ــــــــــــــــــــــــــــإن  � �> @� � 0 vTf  و� �> @� � 0 vTg 
� يؤدي  لى كن � � �> @� � � �> @ � �> @� � 0 � � vTgvTfvTgTf

 � �> @ � �> @� � � � � �> @� � 0  vTfThvTfTh 
�بال ـاف  ـإن  � � � Wxgxf �و  �� � � � Wxfxh <قـا كن  � @xF  حلقـة  ب اليـة� � � � Wxhxf   ا   �

W  اف في  > @xF  يخ ل  ب  الصف  ]ت ض  كن� �� � Wxm �z 0 . 
�ي ول  في ض ت  ح ود واح ية وحي   ول ك   Wل ا  إن  �xmv . 
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 (i)و كـ ا  ـإن  7.16   ارنا اة د  اس   م سابقا  بلى سـبيل ار ـال ان ـ  ن  يـة النو     ا
� ـإن تع يـ   7.16د  ب  نـت ضةـا في ن  يـة  �xmv  يعطينـا(ii)  باشـ   ن قـا كن � �> @ 0 vTm 

� إن  � � �iiiii � . 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــيك   �وك ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــتا  ل � txmv  deg  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــبعض ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــت ل Fi إن �O  يكـــــــــــــــــــــــــــــــــــــون

� � 00
2

2
1

1  ����� �
�

�
� OOO t

t
t

t
t

v xxxxm . 
�كي كن  �> @ 0 vTmv يؤدي  لى كن � � � � � � vvTvTvT t

t
t

t
t

0
2

2
1

1 ... OOO ��� �
�

�
� 
�باســـ   ام  نا اـــ ان  رـــابهة ل لـــص الـــ  في الق ـــية الاـــابقة ناـــ ن ج كن  � � �^ `vTvTv t 1...,, � 

<داب   للف ا   @vTF   ا  > @ � �xmvTF vF degdim �بال اف  إن    �iv . ب  نت 
   في الن  ية تح نا بلى الآو :

 25.16تعريف 
ن ض ــت   �Vvلكــل   جــت غــت  ــف ي  Vتحــويل   طيــا  غــت  ــف ي بلــى  Tلــيك   

�د الواح يــة اقــ و  �xm  بلــىF  تاــةى ض ـــت  اقــ ود الأ ــ  ية للة جــتv  ناـــبة  لىT   ا  
�ضــــــان  �> @� � 0 vTmv  ولكــــــل� � > @xFxf � ــــــإن  � �> @ 0 wTf  يــــــؤدي  لى كن� �xsmv   يقاــــــ

� �xf . 

 ملحوظة
 � � 1deg txmv  لكل� � Vv �z 0 . 

 26.16تعريف 
 يخ ل  ب  الصف  . Vتحويل   طيا  بلى  Tليك   

�ار ــــاف  �Vvلأي  � > @ � �^ `0 � vTfxFxfW  في> @xF   ياــــةى ار ــــاف ارعــــ م للعنصــــv 
 . Tبالنابة  لى 
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� ـــ  الواضـــح كن  �xmv  ـــاف نجـــ  كن ض ـــت  اقـــ ود ن بـــ لص  vارعـــ م للعنصـــ   W ولـــ  للة 
�الأ ــ  ية  �xmv   للعنصــv  ناــبة  لىT  ــي با ــل لك ــت  اقــ ود الأ ــ  ية � �xm  لل حويــل

T  ولـــيً لك ـــت  حـــ ود غـــت  ـــف ية� �xf هـــا كدـــل  ـــ  د  ـــة د   � �xmv  و� �> @� � 0 vTf 
�نحــ  نع ــبر  �xmv  لكــل� � Vv �z �ولنفــ م كن  0 �xm1  . ــو ار ــاب  اررــ ك الأ ــ    ــا 
�قا كن ضل  �xmv  و با ل في � �xm  ـإن � � � �xmxm1  و� �> @ 01  vTm  لكـلVv�  بـ لص

� ـــإن  � 01  Tm  ـــاف  ـــإن �وبال  � � �xmxm �  ا   1 � � �xmxm ن ار ـــاب  اررـــ ك الأ ـــ    1 
� ةيع  �xmv  ظ ةيع� � Vv �z 0. ) 

 ملحوظة
�رــا ضــان   � � �xmxmv  لكــل� � Vv �z �و  0 �xmdeg  ــو بــ د  ــحيح  و ــ   ــإن 

�بــــ د  �xmv  ار  لفــــة نــــ  كن يكــــون  ن هيــــا  ن  ــــ ا ياــــوفي لنــــا كنــــت بالإ كــــان ال حــــ ث في
� ةيع ار اب  ارر ك الأ     �xmv . 

 ال عليل الااب  ي ة  الن يجة الآتية : 
 27.16نتيجة 

�لأي تحويـــــل  طـــــي غـــــت  ـــــف ي   �VAT  ـــــإن ض ـــــت  اقـــــ ود الأ ـــــ  ية لـــــت  ـــــي  �
غــــت  ةيــــع العنا ــــ   Tار ــــاب  اررــــ ك الأ ــــ   لك ــــتا  اقــــ ود الأ ــــ  ية ناــــبة  لى 

 . Vالصف ية في 
 9مثال 

22اب ــبر ال حويــل ا طــي   QQT o   صــفو  ت ناــبة  لى القابــ   القياســية � �21, ee 
̧¸ ي 
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·
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0322قـــــا كن   c�� IAA   حيـــــ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
 c

10
01

I  ولأن ارصـــــفو ةA   لياـــــت دياســـــية ظكي  ـــــ
Iالنــو   cD  لــبعض"�D  ــإن A  بلــى  1لا أكــ  كن يكــون  ــ  ا  لك ــت  حــ ود  ــ  ال   ــة

Q . 
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322  ا   �� xx للةصـــــــفو ة   ـــــــي ض ـــــــت  اقـــــــ ود الأ ـــــــ  يةA  بال ـــــــاف لل حويـــــــلT  الآن .
� � 21 eeT �ن    � 212 23 eeeT �ي ةـــ  كن   � � � � � � � �212121 3 eeeTeTeeT بليـــت طارـــا  � � �
21ضـــــــــان  eev ـــــــــإن   �  � �� � 03  � vIT  3لأن�x   ـــــــــة د   هـــــــــا ـــــــــت  حـــــــــ ود واح ي و  1ض 

� �� � 03  � vIT  3 إن�x  ي نفاها ض ت  اق ود الأ   ية لــ v  ناـبة  لىT  وأكننـا بار ـل
213ن   كن ض ت  اق ود الأ   ية للة جت  eew  . 1�x ي  T نابة  لى  �

322واضـح كن  �� xx  1 ـو ار ـاب  اررـ ك الأ ـ   لك ـتو اقـ ود�x  3و�x  اب ــبر .
212 eev � يكون Q�Dلأي   � �� � � � � �2121 22 eeeeTvIT ��� � DD 

     � � � � � � � � 023422 122121 z��� ��� eeeeeTeT DDDD  

DDولأن لأي  ,04 023و  �   � D   لا أكـــ  كن ي حقــــ  في  ن  عـــا  ن لــــ ا لا تو ـــ  ض ــــت
 . Tنابة  لى  vفي ار اف ارع م للة جت  1ح ود واح ية د   ها تااوي 

 . 2ن  كن تكون بلى الأدل  v  في تبين كن د  ة ض ت  اق ود الأ   ية للة جت 
�قــا كن  �� � 00322   �� vvTT  322نجــ  كن �� xx  ــي ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية للة جــت v 

 ي نفـً ض ـت   Tيحوي   جها  ض ت  ح ودفي الأ   ية نابة  لى  2Qإن ن ل ا   Tنابة  لى 
 .   في اققيقة ت حق  في ارواد  العا ة ضةا سن    يةا بع  . Tاق ود الأ   ية لل حويل 

 25.16قضية 
wv  ا ضــــان   ــــتو  V  جهــــين غــــت  ــــف يين في الف ــــا  ار جهــــي  , بحيــــ  ضــــان ض 

همـا كولي ـان ناـبيا  كحـ هما  Vبلـى  Tحـ ودهما الأ ـ  ية ناـبة  لى تحويـل  طـي غـت  ـف ي 
wv ــــع الأ ــــ    ــــإن ض ــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية للة جــــت  ببــــا   بــــ  ضــــ ب ض ــــتو اقــــ ود  �

 . ,vwالأ   ي ين للة جهين 
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 البرهان
�لــــ ك    �xf  و� �xg   ض ــــتو اقــــ ود الأ ــــ  ي ين للة جهــــينvw,  .  بلــــى ال تيــــ
�ك بطينا كن  � � �� � 1,  xgxf . 

�الآن  �> @ 0 vTf  ن� �> @ 0 vTg  يؤدي  لى كن: 
 � � � �� � � � � �> @ � � � �> @ � � � � 000  � � � TfTgvTgTfvTfTgwvTgTf  

�  ا  ض ت  اق ود الأ   ية  �xm  للة جتwv �يقا   � � � �xgxf . 
�قا كن  � � �xfxg �ل بلـى كولي ـان ناـبيا  نحصـ , � � � � �xgxfxm �لـبعض   11 � � �xfxg 11 حيـ   ,

� � � �xfxf1  و� � � �xgxg1  وكن� � � �� � 1, 11  xgxf را ضانت� �xm   ض ت  ح ود واح يـة  كـل
� ــ   � � �xfxg 11 �يكــون . ا ــ م  أكــ  ك ــ  ا ض ــت  حــ ود واح يــة بن  ــ  , � � �xfxf z1  ن

� � � �xfxf degdeg 1  بال اف  إن : �
 � �> @ 01 zvTf       (1) 

� ض لص � � � � � � � � � � �� �wvTgTfxgxfxgxf � � 1111 0 
     � � � �> @� �vTgTf1   (2) 

�لأن  � 0 wTg  ـــــــــــــــ  كن �وحي � � �� � 1,  xgxf   إنـــــــــــــــت يو ـــــــــــــــ � � � � > @xFxBxA بحيـــــــــــــــ   ,�
� � � � � � � � 1 � xBxgxAxf  بنا  بليت في 20.10ظن يجة )> @TF : يكون 

 � � � � � � � � ITgTBTATf  �  

 ل لص :
 � � � �> @vTgTBIvv        (3) 

�لأن  �> @ 0 vTf  ب أثت� �TB  نحصل بلى : (2)بلى 
�( 3ظحا   � � � � �> @� � � �� � � �> @vTfIvTfvTgTfTB 1110     . 

�  ا   (1) ــ ا ينــادض  � � �xfxf degdeg 1 �بعبــا   ك ــ      � � �xfxf وبار ــل أكــ  تبيــان كن  1 
� � � �xgxg �  ا   1  � � � � �xgxfxm   . 
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 29.16قضية 
�  ا ضانــت ض ــتا  اقــ ود الأ ــ  ية للة جهــا  غــت الصــف ية   � ivsi ناــبة   2,1,...,

� ــي  T لى تحويــل  طــي  � � �xfsi i,...,2,1   بلــى ال تيــ  وضــان كي اثنــين في� �xf i  كولي ــان
521ناــــــبيا   ــــــإن ض ــــــت  اقــــــ ود الأ ـــــــ  ية للة جــــــت  ... vvvv  ــــــي حا ــــــل ال ـــــــ ب   ���

� � � � � �xfxfxf 521 ... . 

 البرهان
 لكـــــــي نطبـــــــ  الاســــــــ ن اض  28.16 ـــــــإن ارطلـــــــوب ينــــــــ ج في الق ـــــــية  s 2 ا بنـــــــ  
 كي كن ض ــــــــــــــــت  اقــــــــــــــــ ود الأ ــــــــــــــــ  ية  �15والن يجــــــــــــــــة  ققــــــــــــــــة للعــــــــــــــــ د  s!2ا ــــــــــــــــ م 
1521للة جــــــت  ... ���� vvvw  ــــــي � � � � � � � �xfxfxfxg 1521 ... �قــــــا كن   � � � �� � 1,5  xfxf i 
51 ةيـــــــــــــع  �d i  ـــــــــــــإن � � � �� � 1, 5  xfxg  تكـــــــــــــون ض ـــــــــــــت  اقـــــــــــــ ود  23.16وفي الق ـــــــــــــية 

5521الأ ـــــــــــــــ  ية للة جـــــــــــــــت  vwvvvv � ـــــــــــــــي   �� � � � � � � � �xfxfxfxg 525  ت حقـــــــــــــــ   ...
    الاس ن اض .

 الق ية ارااب   ال الية بايطة ون ك  ثبا ا للق ا  .

 30.16 قضية
 Tناــبة ل حويــل  طــي  �Vv  ا ضانــت ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية ر جــت غــت  ــف ي  

� ـــي  Vبلـــى  � � � � �xgxfxm �حيـــ     �xf  و� �xg  ـــتو حـــ ود واحـــ  ن في ض > @xF   ـــإن 
�ض ت  اق ود الأ   ية لـ  �vTf  نابة  لىT  ي � �Tg . 

 31.16نظرية 
ـــا  غـــت  ـــف ي بلـــى  T  ا ضـــان   بحيـــ    vيحـــوي   جهـــا   Vن  ـــإن  Vتحـــويل   طي

   ااوي ين . Tنابة  لى  vوار جت  Tض تو اق ود الأ   ي ين لل حويل 
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 البرهان
^ل ك    `nvvv ,...,,  . Vداب   للف ا   21

ni ــ م كنــت لكــل ا � ــي  Tناــبة  لى  ivض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية للة جــت    2,1,..., �xf i  ن
<قـــا كن  @xF  ـــو UFD  ناـــ طيع ال عبـــت بـــ  ض ـــت  اقـــ ودif    ـــ في ضحا ـــل ضـــ ب لقـــو 

 ض تا  ح ود واح ية غت دابلة لل حليل .
 � � � � � � � � � �nixxxxf tiii

i ,...,2,1,...21
21   DDD SSS  (1) 

ji  ـــل  jiDd0حيـــ   �و  , � � � � �xxx t333 ,...,,  ـــي ض ـــتا  حـــ ود غـــت دابلـــة لل حليـــل  21
�ليـل  ةيـع ظأكننا ك   نفـً ض ـتا  اقـ ود غـت القابلـة لل ح �xf i   و لـص بالاـةابا بالقـو

� الصف ية( ن و �xji
j
D3 � �> @ ji

j x D3  لكل 31.10ظان    ثبا  ن  ية )tj  ضع :  2,1,...,
 ^ `jnjjj DDDD ,...,2,1max     (2) 

ـــــــــــتا  اقـــــــــــ ود  �بن  ـــــــــــ  ار ـــــــــــاب  اررـــــــــــ ك الأ ـــــــــــ   لك  � � � � �xfxfxf n,...,,  ـــــــــــو  21
� � � � � � � �xxxxf t

t
DDD 333 ...21

21 . 
111الآن  iDD � بليت iلبعض    � � � � � � �> @xxxxf i

t
i

t
t 1121

1
...21

DDD 333  
� ـــــإ ا ضـــــان  � � �> @ i

i
t

i vTTw t 112 ...21
DD  ـــــي  1w ـــــإن ض ـــــت  اقـــــ ود الأ ـــــ  ية للة حـــــت   33

� �x1
1
D3  وبار ـل باب بــا  30.16ظد ـية )tDDD ,...,, twwwنحصـل بلـى   جهــا   32 ,,..., 32 

� ي بلى ال تي   Tبحي  ض تا  اق ود الأ   ية  ا نابة  لى  � � �xx t
t
DD 33 ,...,2

2 . 
�وحيـــ  كن ضــــل  و ـــين  ــــ  ض ــــتا  اقـــ ود  � � �xx t

t
DD 33 ,...,1

ن ناـــبيا   إنــــت حاــــ  كوليــــا 1
twwwwتكون ض ت  اق ود الأ   ية للة جت  29.16الق ية    ي : 21... ���

 � � � � � � � �xxxxf t
t
DDD 333 ...21

21  

ــــــــــــ ك   �ل �xm  ــــــــــــل ــــــــــــت  اقــــــــــــ ود الأ ــــــــــــ  ية لل حوي  يكــــــــــــون  �Vvا ــــــــــــ م  T ــــــــــــي ض 
nnvvvv EEE Fiلبعض  2211... ��� �E : بليت 

 � �> @ � � � � 0...11  �� nn vTfvTfvTF EE  
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�ظلأن  � 0 ii vTf  و� � � �xfxfi  لكلi. ) 
�  ا   � 0 Tf  ن  ــــ ا يــــؤدي  لى كن� � � �xfxm   ضــــ لص� � � �xmxfi كــــل لtdd ظن  يــــة  1"

�( و 24.16 �xf  ـــو ار ـــاب  اررـــ ك الأ ـــ    ةيـــع ض ـــتا  اقـــ ود � �xf i  إننـــا نحصـــل 
�بلـى كن  � � �xmxf  و كــ ا  ــإن� � � �xmxf  و� � � �xfxm ت  حــ ود ولكــون ضــل  نهةــا ض ــ

�واح ية  إن  � � �xmxf wT  ا  ض ت  اق ود الأ   ية لكل       � ي نفاها كي  , �xm . 
 ق ابة ن يجة  باش   للن  ية الاابقة . 22.16الآن ن  ية 

   32.16نتيجة 
�لأي تحويــل  طــي غــت  ــف ي   �VAT  tn ــإن د  ــة ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لــت  �

 . Vبع  الف ا  

 البرهان
�تكــون ض ــت  حــ ودفي الأ ــ  ية  vيحــوي   جهــا   V ــإن  31.16حاــ  ن  يــة   �xf 
<. قا كن  T ي نفاها ض ت  اق ود الأ   ية لل حويل  Tنابة  لى  @vTF   ـا   ز ـي  ـ  

V  ـــــــــإن > @ VnvTFF dimdim  d  يكـــــــــون  24.16 ـــــــــ  ناحيـــــــــة ك ـــــــــ   وحاـــــــــ  ن  يـــــــــة
� � > @vTFxm Fdimdeg �  ا     � nxm ddeg . و  ا ي بت الن يجة 

   33.16نتيجة 
لك ـت  اقـ ود الأ ـ  ية  Fضـل  ـ   في   Vبلـى  Tلأي تحويل  طي غت  ـف ي  
 . T و ديةة  اتية لل حويل  Tلل حويل 

 انالبره
�ل ك    �xm   ض ت  اق ود الأ   ية لل حويلT  وD  ا   ا في   F . 
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� إن  � � � � �xmxxm 1D�    حي� � > @xFxm   �Vvيو ـ    جـت  31.16اسـ نادا   لى ن  يـة  �1
� ي  Tض ت  اق ود الأ   ية لت نابة  لى  �xm . 

ــــ   �بن   � 01 zvTm  و  ا ضــــان� �vTmw ــــ   كن   1 �ن � � �wTvTm D�  0  ويــــؤدي  لى كن
� � wwT D   بال اف  إنD  ديةة  اتية لل حويلT . 

 10مثال 
�اب ــــبر ض ــــت  اقــــ ود   � � � 121 2422 �� � xxxxf  1نعــــين تحــــويل   طيــــا  بلــــىC  

12ض ت  ح ودفي الأ ـ  ية لـت  ـي  24 �� xx   لـ ك� �4321 ,,, eeee ة لــ القابـ   القياسـية ار تبـ
4C   ب   تحويل   طيـاT  4بلـىC  بحيـ  يكـون� � 21 eeT �ن    � 32 eeT �ن    � 43 eeT و   

� � 314 2eeeT �بليت   �� � 31
2 eeT �ن    � 41

3 eeT �ن    � � �1
2

11
4 2 eTIeeT    ا  :  �

 � � 02 1
24  �� eITT    (1) 

�قــا كن ار جهــا  الأ بعــة  � � � � �1
3

1
2

11 ,,, eTeTeTe  اــ قلة  طيــا  ن  ــإن د  ــة ض ــت  اقــ ود 
ناـ ن ج  (1)( بال اف  ـ  24.16ن  كن تكون بلى الأدل ك بعة ظن  ية  1eالأ   ية للة جت 

12كن  24 �� xx  1 ـــي ض ــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية للة جــــتe  44. الآن  eimC  يــــؤدي  لى كن
ــــل  ــــت  اقــــ ود الصــــف ية لل حوي (  ــــ   هــــة ك ــــ   32.16ظن يجــــة  4لا ت جــــاو   Tد  ــــة ض 

12 24 �� xx ض ـــت  اقـــ ود الأ ـــ  ية لل حويــل نقاــ  T  12لـــ ا  ـــإن 24 �� xx   ـــي نفاـــها 
�بالناــبة للقابــ   ار تبــة  T صــفو ة  Tض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لل حويــل  �4321 ,,, eeee  ــي 
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 . Tون ك للق ا  تعيين القي  ال اتية وار جها  ال اتية لل حويل  
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 11مثال 
والــ  د   هــا لا ت جــاو   /Rالف ــا  ار جهــي  ةيــع ض ــتا  اقــ ود بلــى  Vلــيك   

ــــة ال فاضــــل بلــــى  Dو  3 ــــال  Vبةلي ــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية  4yو ــــ نا كن  5في     ــــي ض 
Vx. اب ـــــــبر ار جـــــــت  Dلل حويـــــــل  �قـــــــا كن  �3 � 23 3xxD �ن    � xxD 632 �ن    � 633  xD 

,6,6,3وار جهـــــا   33 xxx  اــــــ قلة  طيــــــا   ــــــإن � � � � � �333233 , xDxDxDx  .  اــــــ قلة  طيــــــا 
 ـــي با ـــل واحـــ ي  D ـــإن ض ـــت  اقـــ ود الأ ـــ  ية لل حويـــل  24.16بال ـــاف حاـــ  ن  يـــة 

ناـبة  3xنفاـها ض ـت  اقـ ود الأ ـ  ية لــ  4y  ا   4ود   ها بلى الأض    4yلك ت  اق ود 
 . D لى 
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 مسائل
 

والــ   صــفو ا ا ناــبة  لى القابــ   القياســية  ــي  2Qلكــل  ــ  ال حــويل  ا طيــة بلــى  .1

¸̧
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©
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¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
03
25

;
31
10

;
12
21

;
22
قابلة  ـا وار جهـا  بين ض تا  اق ود الأ   ية ار 11

والـ  ض ـتا  اقــ ود الأ ـ  ية  ـا ناــبة بلـى ال حـويل  ا طيــة ارقابلـة تاــاوي   2Qفي 
 ض تا  اق ود الأ   ية لل حويل  ا طية ارقصود  .

̧¸تحق     كن ارصفو ة  .2
¹

·
¨̈
©

§ �
01
  Cولك   ا ديةة  اتية في  Qليً  ا ديةة  اتية في  10

�لــــيك   .3 � � �VAT �z mvvvو  0 ,...,, في ار جهــــا  غــــت الصــــف ية بحيــــ  ضانــــت   mكي  21
�ض ـــتا  اقـــ ود الأ ـــ  ية ا ا ـــة بهـــا  � � � � �xfxfxf m,...,, كوليـــة ناـــبيا   Tناـــبة  لى  21
�  نى   نى ب    كن مجةو  الف ا ا   � � � � � mvTFvTFvTF ,...,   و مجةو   باش  . 21

 . 3ك  لة ل وضيح الن يجة في اراألة  ضَو ِّن .4
ــــــــــل  طــــــــــي  ــــــــــا  .5 ــــــــــى  Tل حوي ــــــــــا   جهــــــــــا   Vبل mvvvكبطين ,...,, ــــــــــ  ضــــــــــان  21 بحي

> @¦
 

 
m

i
ivTFV

1

 ــي ار ـــاب  اررـــ ك  Tن بــ    كن ض ـــت  اقــ ود الأ ـــ  ية لل حويـــل  

miظ ivالأ   ية لك تا  اق ود الأ   ية للة جها   dd1 نابة  لى )T . 
ا  اقــ ود الأ ــ  ية لكــل  ــ  ار جهــا  في القابــ   في ضــل  طلــ  ممــا دو كو ــ  ض ــت  .6

 : Tالقياسية نابة  لى ال حويل ا طي ارعطى 
i .� �2QAT �ن  � � 21 eeT �ن    � 212 eeeT �  . 

ii .� �2QAT �ن  � � 211 eeeT �ن   � � 212 eeeT �  . 
iii .� �2QAT �ن  � � 211 2eeeT �ن   � � 12 eeT   . 
iv .� �3QAT �ن  � � � � 2132 , eeTeeT �ن     � 3213 eeeeT ��  . 
v .� �3QAT �ن  � � 21 eeT �ن    � 32 eeT �ن    � 03  eT . 
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كو ــ  ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لكــل  ــ  ال حــويل  ا طيــة في اراــألة ن وتحقــ   ــ  كنهــا  .7
 ار اب  ارر ك الأ    لك تا  اق ود الأ   ية ر جها  القاب   .
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 . صيغة جوردان القانونية3
 34.16تعريف 
�  ا ضانـــت   � 01

1
1 ... DDD ��� �
� xxxxf k

k
k  حـــ ود واح يـــة بلـــى حقـــل كيـــة ض ـــت  

F  إن ارصفو ة kk u   
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D
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�تاةى ارصفو ة ارصاحبة  ا وي  ز  ا بال  ز  �> @xfc . 

 2مثال 
�ارصفو ة ارصاحبة لك ت  اق ود   � 123 23 ��� xxxxf  ي : 
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 3مثال 
�اب ــــــــــــــــــبر ض ــــــــــــــــــت  اقــــــــــــــــــ ود   � 15 24 �� xxxf  ناــــــــــــــــــ طيع ض اب هــــــــــــــــــا ضــــــــــــــــــالآو

� � 1050 234 ��� xxxxxf وتكون  صفو  ها ارصاحبة  ي : 
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234ننصح الق ا  بك ابة ارصفو ا  ارصاحبة لك تا  اقـ ود  346 ��� xxx  12ن �� xx ن
12 �x  13ن �x  123ن �� xx . 
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 35.16نظرية 
�لـــ ك    � 01

1
1 ... DDD ���� �

� xxxxf m
m

m  كيـــة ض ـــت  حـــ ود واح يـــة بلـــى
ياـاوي د  ـة ض ـت   mبعـ في  Wبلى   ـا    جهـي  Tبن    يو   تحويل  طي  Fحقل 
�اق ود  �xf  بحي  تكون ض ت  اق ود الأ   ية لل حويلT  ي � �xf . 

 البرهان
�لـــ ك    �mvvv ,...,,  Wبلـــى  Tبـــ   ال طبيـــ  ا طـــي  Vدابـــ     تبـــة للف ـــا   21
�بحي   � � � � � mm vvTvvTvvT    �13221 �و  ,,..., � 112110 ... ����� mmm vvvvT DDD . 
�الآن  � � � � �^ ` ^ `n

m vvvvTvTvTv ,...,,...,,, 211
1

2
2

11  ي مجةوبة  ا قلة  طيـا  وتبعـا  للن  يـة  � 
وبال ـاف  m ي بلـى الأدـل  Tنابة  لى  1v إن د  ة ض ت  اق ود الأ   ية للة جت  24.16
mWلأن  m هــــي   dim   ضــــ لص  ــــإن د  ــــة ض ــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية لأي   جــــت كو تحويــــل

( والآن العلدــا  32.16ظن يجــة  طــي لا أكــ  كن ت جــاو  بعــ  الف ــا  ار جهــي الأساســي 
 تعطينا : Tارع  ة لـ 

 � � � � � � � �1
1

11
2

211101 ... vTvTvTvvT m
m

m �
����� DDDD  

� كي كن � 0... 101
2

2
1

1  ����� �
�

�
� vITTTT m

m
m

m
m DDDD 

�  ا   � 0
2

2
1

1 ... DDD ��� �
�

�
�

m
m

m
m

m xxxxf  1 ــي ض ــت  اقــ ود الواح يــة للة جــتv  ناــبة
  ا ضانـت د  ــة   32.16والن يجــة  (iii) قـ    24.16 (b)اســ نادا   لى ن  يـة ة .  ـ   ثانيـ T لى 

�ض ـــت  اقـــ ود الأ ـــ  ية  �xf  ل حويـــل  طـــيT  بلـــىV   تاـــاوي بعـــV   ـــإن للف ـــا V 
�نابة  لى تلص القاب    ي  T تبة بحي   صفو ة داب     �� �xfC . 

 البرهان
�ا ــــــ م كن   � 0

1
1 ... DD ��� �
�

k
k

k xxxf  ــــــي ض ــــــت  اقــــــ ود الأ ــــــ  ية لل حويــــــل 
� �VAT kVحيـــ   �  dim  يو ـــ    جـــت  31.16حاـــ  ن  يـــة� � Vv �z بحيـــ  تكـــون  01
� �xf  1 ي ض ت  اق ود الأ   ية للة جتv  نابة  لىT . 
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�  ا   � � � � �^ `1
1

1
2

11 ,...,,, vTvTvTv k�   تم ل داب   للف اV  24.16ظن  ية. ) 
� ضع � � � � � � � � �11

1
01

2
312 ,..., �

�      k
k

k vTvTvvTvTvvTv 
�الآن  �kvvv ,...,,  بحي  : Vداب     تبة للف ا   21

 � � � � � � kk vvTvvTvvT    �13221 ,...,,  

� و � � � � � � �1
1

111101 ... vTvTvvTvT k
k

k
k

�
����  DDD 

�ظلأن  � 01  vTf  ا يعطي  � � kkk vvvvvT ���� ...2110 DD . 
�نابة  لى القاب   ار تبة  T صفو ة  �kvvv ,...,,   ي 21

 � �� �xfC

k

k
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 37.16نتيجة 
  ا ضانـــت د  ـــة ض ـــت  اقـــ ود  Fبلـــى اققـــل  nnu صـــفو ة  ا  ســـعة  Aلـــ ك   
�الأ ـ  ية  �xf  للةصـفو ةA  تاـاويn   إنـت تو ــ   صـفو ة غـت  نفـ د p  بلـىF   بحيــ

PAPيكون  � ي  �1 �� �xfC . 

 البرهان
�و  Fقــــل بلــــى اق n  ــــا ا    جهــــا   و بعــــ   Vلــــيك    �nvvvB ,...,, دابــــ     21

 (a)حا  تع ي   A ي  Bو صفو ة نابة  لى  Vتحويل   طيا  بلى  T  تبة لت ن ليك  

� ــي كي ــا   T حويــل  ــإن ض ــت  اقــ ود الأ ــ  ية لل 9.16 �xf  ن قــا كن د  ــة� �xf  تاــاوي
n  إنــت تو ــ  دابــ     تبــة � �nwwwB ,...,, 21 c   للف ــاV  بحيــ  تكــون  صــفو ةT  ناــبة
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� القابـ    لى �nwww ,...,, � ــي  21 �� �xfCA  c  ا ضانــت  P  صــفو ة � �nvvv ,...,, ناــبة  21
�للقاب    �nwww ,...,, PAPA إن  21 1� c  ا  40.12ظن يجة   )� �� �xfCPAP  �1 . 

 38.16تعريف 
بحيـــ   �Vv نـــت دو ي   ا و ـــ   V  جهـــي بلـــى   ـــا   Tويـــل  طـــي يقـــال ل ح 
<يكون  @vTFV  . T  ا  دو ي نابة  لى  Vفي   في اقالة يقال كن   

 39.16قضية 
  ا و قـــط   ا ضـــان  Vبلـــى  Tدو ي ناـــبة  لى تحويـــل  طـــي  Vار جهـــي الف ـــا   

VFdim  يااوي د  ة ض ت  اق ود الأ   ية لل حويلT . 

 البرهان
ـــــت يو ـــــ   Tدو ى  ناـــــبة  لى  V  ا ضـــــان   ـــــ   �Vv إن <بحي @vTFV اســـــ نادا   لى   
< ــــــإن  24.16ن  يــــــة  @ � �xmvTF vF degdim �حيــــــ     �xmv  ــــــي ض ــــــت  اقــــــ ود الأ ــــــ  ية 
�ن بليـت  ـإن  Tناـبة  لى  vللة جت  � Vnxmv dimdeg ون يجـة  24.16ن وحاـ  ن  يـة    
� إن  32.16 �xmv  ي نفاها ض ت  اق ود الأ   ية لل حويل T . 

�بالعكــــً ا ــــ م كن د  ــــة ض ــــت  اقــــ ود الأ ــــ  ية   �xm  لل حويــــلT  تاــــاويn 
Vnحيـــ   dim   الآن يو ـــ    جـــت .v  فيV  تكـــون ض ـــت  حـــ ودفي الأ ـــ  ية ناـــبة  لىT 
� ي  �xm  ن و ك ا  إن> @ nvTF  dim  ظن  ية(iv) b 24.16 بال ـاف  ـإن )> @vTFV  ـ ا   

 . Tدو ي نابة  لى  Vي بت كن 

 40.16تعريف 
�و  Vتحــويل   طيــا  دو ى  بلــى  Tلــيك    � 01

1
1 ... DDD ���� �
� xxxxf n

n
n    ض ــت

�ح ود الأ   ية ن  إن ارصفو ة ارصاحبة لـ  �xf  نقص 
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 . Tتاةى  صفو ة  و دان لل حويل 

 41.16نظرية 
�لـــ ك    � � �� �kxqxf � ـــع ضـــون  n  ا  د  ـــة Fض ـــت  حـــ ود واح يـــة بلـــى     �xq  

mknظكي كن  mض ت  ح ود د   ها   . ) 
�بحيـــــــــــــ  كن  Vتحـــــــــــــويل   طيـــــــــــــا  دو ى  بلـــــــــــــى  T  ا ضـــــــــــــان  �xf ود  ـــــــــــــي ض ـــــــــــــت  اقـــــــــــــ  

بلــــى  Tتكـــون  صــــفو ة  V إنـــت بالناــــبة لقابـــ     تبــــة  ـــا للف ــــا   Tالأ ـــ  ية لل حويــــل 
 الصو   :
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�حي   �� �xqcc  ال  بلى الركل mmu ي ارصفو ة  Nو   
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 البرهان
<ن  �Vvالآن لبعض   @vTFV   . 
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 ب   :

 

� �> @ � �> @ � �> @
� �> @ � �> @ � �> @
� �> @ � �> @ � �> @

� � � � � � � � °
°
°
°

¿

°°
°
°

¾

½

   

   

   

   

�
����

���
�

�
�

���
�

�
�

����

vTvvTvvv

vTqTvkTqTvvTqv

vTqTvkTqTvkTqv

vTqTvTqTvvTqv

m
kmmkmk

km
m

k
m

k
m

km
m

k
m

k
m

km
m

kk

1
211/1

31
3

3
22

3
12

21
2

2
2

2
1

111
2

1
1

,...,,

.......................................................................................................................
,...,,

,,...,,

,,...,,

    (1) 

� و بالصي ة  ivو ك ا  إن ضل  �vTg  ع ضون � � 0zxgi  و� � nxgi �deg . 

Fiا ــ م لــبعض  �D  يكــون¦
 

 
km

i
ii v

1

0D   بحيــ  بع ــا   ــiD  لا ياــاوي الصــف  ن كي كن

� � 0 
»
»
¼

º

«
«
¬

ª
¦ vTg

i
iiD  قلح ــــة كن� �xgi  نجـــــ   ضلهـــــا  ا  د  ـــــا  ت لفــــة  ةـــــ  ارةكـــــ  كن

� � � �¦ z 0xgxg iiD  ن� � nxg �deg  و� � 0 vTg  ــــ ا ينــــادض حقيقــــة كن ض ــــت  اقــــ ود 
� ــــــــي  Tناــــــــبة  لى  vالأ ــــــــ  ية للة جــــــــت  �xf  ود   هــــــــاn ــــــــاف  ــــــــ إن ار جهــــــــا  ن بال 

� �nkm vvvv  ,...,,   ي  ا قلة  طيا  . nوال  ب د ا  21
 ل ك  :

 � � 01
1

1 ... DDD ���� �
� xxxxq m

m
m               (2) 

 نحصل بلى كن : iv   تع ي  ار جها  
 � � 11 vvT   

� � 32 vvT   
 .................  

.................  
 � � mm vvT  �1  
 � � � �> @ vTqTvT km

m
1�  

          � �> @ � �> @ vTqTqT um 1��  

�ظلأن  �> @ 0 vTq k .    � � � �> @ vTqTTI km
m

11
110 ... ��
���� DDD 
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          � �> @ � �> @ � �> @ vTqTvTqTvTq km
m

kk 11
1

1
1

1
0 ... ��

�
�� ��� DDD  

� و  ا يؤدي  لى كن � mmm vvvvT 12110 ... ���� DDD 
 � � 21 � � mm vvT  
 � � 32 � � mm vvT  

.................  
 � � mm vvT 212  �  
 � � � �> @ vTqTvT km

m
2

2
�  

         � �> @ � �> @ � �> @ vTqTqTvTq kmk 21 �� ��  
         � � � �> @vTqTTIv km

m
21

1101 ... ��
����� DDD  

�   ا يعطي كن � mmmmm vvvvvT 21211012 ... ��� ���� DDD 

� بالاس ة ا  به ا الأسلوب نحصل بلى � 2212 ��  mm vvT 
 � � 3222 ��  mm vvT  

.................  
 � � mm vvT 313  �  

.................  

.................  
 � �� � � � 2111 ����  mkmk vvT  

.................  
 � � kmkm vvT  �1  
 � � � � � � � � kmmmkmkmkkm vvvvvT 121111112 ... ������� ���� DDD  

�قيقة كنت   ا ضان باس   ام ح � ¦
 

 

 
kmn

j
jii vvT

1

D 

�في ارصــفو ة  jوالصــ  الــ ي ت تيبــت  i ــإن العنصــ  الوادــع في العةــود الــ ي ت تيبــت  �ijD  ــو 
 . jv عا ل 

�نابة  لى  Tصفو ة ارعادلا  الاابقة فيعها تؤدي  لى كن   �kmvvv ,...,,   ي : 21
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 التالية : mmuهي المصفوفة ذات السعة  Cحيث 

 � �� �xqC
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 الآتية mmuهي المصفوفة ذات السعة  Nو 
¸̧
¸
¸
¸

¹

·

¨̈
¨
¨
¨

©

§

0...00
............
0...00
1...00

 

 . وهذا يكمل إثبات النظرية
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 42.16تعريف 
�لـــتك    �xq   كثـــحد حـــحود واححيـــة ر ولـــتك  د  ت ـــاm  علـــلح ا قـــلF  لأي عـــحد

 تي تساوي وال kmkmuفإن المصفوفة ذات السعة  kصحيح مو ب 
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�هــي المصــفوفة المصــاحبة لكثــحد ا ــحود  Cحيــث  �xq  وN  هــي المصــفوفة المصــاحبةmmu 
 الآتية
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00...00
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�تسملح مصفوفة  و دان لكثحد ا حود  � � �� �xqxf �نسبة إلى    �xq . 

 14مثال 
�اعتـــــ    � � �32 1� xxf  د  ـــــة� �xf  علـــــلحQ  هنـــــا  6هـــــي� � 12 � xxq  المصـــــفوفة

�المصاحبة لكثحد ا حود  �xq  هي¸̧
¹

·
¨̈
©

§ �
 

01
10

C . 

�كثــحد حــحود الأصــيرية هــي   6Qعلــلح  Tلــحينا يويــل   ــي   �xf  ( 35.16)نظريــة
�وتو ح قاعحد مرتبة  �654321 ,,,,, uuuuuuB نسـبة ذـذ   Tبحيث أن مصفوفة  6Qللفضاء   

�القاعحد هي المصفوفة المصاحبة لكثحد ا حود  � � � 1331 24632 ��� � xxxxxf وهي : 
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�تبـــج و ـــود قاعـــحد مرتبـــة  41.16في نفـــل الوقـــة نظريـــة  �654321 ,,,,, vvvvvvB  c  للفضـــاء
6Q  بحيث أن مصفوفةT عللح  نسبةBc هي 
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̧¸حيث 
¹
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N وهكذا فإن 
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PAPAفـــإن  Bنســـبة إلى  Bcهـــي مصـــفوفة  Pفـــإذا كانـــة  1� c  ًإذاAc  وA  مصـــفوفتان
�هي مصفوفة  و دان لكثحد ا حود  Acمتشابهتان ر  �xf  12نسبة إلى �x . 

 15مثال 
�و  F�Dليك    � � �nxxf D�  . 

�الآن  � � � nnxnnnnn xcxcxxf DDD 1...2
2

1
1 �حيـــــث  �� ���� � � �

r
rnnn

cnr ...3.2.1
1...1 ���

لكـــــل   
nr dd1  بالتالي فإن المصفوفة المصاحبة لكثحد ا حود� �xf : هي 
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�في نفل الوقة فإن المصفوفة المصاحبة لكثحد ا حود  � D� xxq  هي� �D . 
�فإذا كان  �1 N  فإن المصفوفة م  السعةnnu . 
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�همــا مصـــفوفتان لــنفل التحويــل ا  ـــي علــلح  Acو  Aبمــا أن  �nF  فــإنAA ,c  متشـــابهتان ر
�أي أنه تو ح مصفوفة غح منفردد  �FMP n�  بحيث أنPAPA 1� c  ( .40.12)نتيجة 

 ملاحظة 
فـــإن  F�Dبحقـــة أكثـــر حيـــث نإحـــع أننـــا إذا أع ينـــا  15علينـــا أن نـــتفح  مثـــا   
 الآتية : nnuالمصفوفة 
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�وهـــي مصـــفوفة بحيـــث  � � �nxxf D�   ر  35.16هـــي كثـــحد ا ـــحود الأصـــيرية ذـــا )النظـــريتج
هـو اذـذ   D( بما أن كل قيمة ذاتية للمصفوفة هي  ذ  لكثحد حـحودها الأصـيرية و 41.16

�الوحيـــح لكثـــحد ا ـــحود  �xf  نســـتنتن أنD  هـــو القيمـــة الذاتيـــة الوحيـــحد للمصـــفوفةA   هـــذ
تســـملح لـــح   42.16والـــتي هـــي حالـــة  اصـــة مـــ  المصـــفوفة المع ـــاد في تعريـــ   Aالمصـــفوفة 

 بعض المؤلفج بقالب  و دان . 
 مباشرد أن المصفوفات : وهكذا نست يع القو  
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5,1,2علــلح اليتيــب ذــا القــية الذاتيــة الوحيــحد  لــذلإ إذا كــان نمكاننــا إثبــات أن مصــفوفة  �
مع ـاد هــي شــبي ة لقالـب  ــو دان وفــو  معرفتنــا الأ ـحد يكــون مــ  السـ ل  ــحاً يحيــح قيم ــا 

 اححد فقط( .الذاتية )التي يمك  أن تكون و 

 34.16تعريف 
أنـه  Vفي  Wر يقـا  للفضـاء اذي ـي  Vيويإً   ياً عللح فضاء متج ـي  Tليك   

�إذا كان  Tفضاء  ي ي لا متيح وفق  � WxT �]أي أن  �Wxلكل  � � WWT �. ] 

 ملاحظة 
�لأي يويــل   �VAT �ر  Vالفضــاءات  � �ر  0� �VT  فضــاءات  ي يــة لا متيــحد وفــق
 . Tالتحويل 
ر فإنــه نمكاننــا تعريــ   Tلا متيــح وفــق التحويــل  Vفضــاءاً  ي يــاً في  Wإذا كــان  

WWTيويل   ـي  o:  بحيـث يكـون� � � �xTxT  c  لكـلWx�  ويقـا  أنT c   مسـتحح
 ر لحينا الآن ما يلي : Tبـ 

 44.16قضية 
21لــــــيك    VVV 12بحيــــــث أن  Vإلى  Vيويــــــل   ــــــي في  Tو   � ,VV  فضــــــاءان

�ر إذا كـان  Tكإهما لا متيح وفق  V ي يان في  � iTi �يويـل   ـي علـلح   2,1 �2,1 iVi 
�فــــإن كثــــحد ا ــــحود الأصــــيرية  Tمســــتحح  في  �xf  للتحويــــلT لمضــــاع  المشــــي  هــــي ا

 . 2Tو  1Tالأصير لكثحتي ا حود الأصيرية لكل م  
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 البرهان
ـــــتك    �ل �xf i   ـــــحد ا ـــــحود الأصـــــيرية للتحويـــــل �ر بمـــــا أن  iTكث � 0 Tf  وiT  هـــــو
�ر يكـون لـحينا أيضـاً  iVعلـلح  Tمقصو   � 0 iTf  يكـون  7.16وحسـب نظريـة� � � �xfxfi 

�بالتالي فإن المضاع  المشي  الأصير  �xg  لكثحتي ا حود� � � �xfxf 12 �يقسة  , �xf  ًأيضا. 
11الآن لأي   Vx �فـــــــــــــــــــــــــــإن  � � � � 0111   xTgxTg  لأن� � 01  Tg  لاحـــــــــــــــــــــــــــع أن[
� � � �xgxf1 بالمثل فإن ]� � 02  xTg  22لكل Vx � . 

�إذاً  �> @ � �01  VTg  و� �> @ � �02  VTg هــذا يــؤدي إلى أن� � � �0 VTg  21لكــون VVV لــذا   �
�فــــإن  � 0 Tg  وبالتــــالي� � � �xgxf  وهكــــذا فــــإن .� �xf  مصــــاحب لكثــــحد ا ــــحود� �xg  ر

�نتيجة لذلإ يكون  �xf  هو المضاع  المشي  الأصير لكثحتي ا حود� �xf1  و� �xf2 . 

 45.16نظرية 
�و  Vيـــويإً دو عً علـــلح فضـــاء متج ـــي  Tلـــيك    �xf    كثـــحد حـــحود  الأصـــيرية إذا

�ان كــ � � �> @ � �> @ � �> @ ttfxfxfxf t
DDD ...21

�يلــيإً لكثــحد ا ــحود   21 �xf   كحاصــل بــرى قــو
�لكثـــــــحات حـــــــحود واححيـــــــة لتلفـــــــة غـــــــح قابلـــــــة للتحليـــــــل  �xf i  علـــــــلحF  ر عنح ـــــــذ يكـــــــون

tVVVV  iTبحيـث المقصـو   Tلا متيـحد وفـق  Vفي  iVذملة فضاءات  ي يـة  21... ���
�بحيـــث تكــــون  iVهـــو يويــــل   ـــي دو ي علــــلح  iVعلــــلح  Tللتحويـــل  �> @ ixf i

D  د هـــي كثــــح
 ححود  الأصيرية .

 البرهان
<ر  Vيويـــــل دو ي علـــــلح  Tبمـــــا أن   @vTFV �و  �Vvلـــــبعض    �xf  هـــــي كثـــــحد

 . Tنسبة إلى  vا حود الأصيرية لـ 
� عرف �> @ � �> @ � �> @ � �> @ � �> @ � �> @ vTfTfTfvvTfTfTfv tt

tt
DDDDDD ...,... 2132

312321    
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 ................................................. � �> @ � �> @ � �> @ vTfTfTfv t
tt

121
121 ... �
� DDD  

�هــي  1vعنح ــذ كثــحد ا ــحود الأصــيرية للمتجــه  �> @ 1
1

Dxf  ( بصــو د عامــة كثــحد 30.16)قضــية
�هــــي  ivا ــــحود الأصــــيرية للمتجــــه  �> @ ixf i

D  فــــإن كثــــحد  29.16وهكــــذا ادــــتناداً إلى القضــــية
 ا حود الأصيرية للمتجه   

 tvvvw ...21 ��     (1) 

� هي �> @ � �> @ � �> @ � �xfxfxfxf t
t  DDD ...21

21 
�إذاً  � > @wTFxfV dimdegdim  يؤدي إلى أن :   

 > @wTFV       (2) 

<ليك   @ ii vTFVtiV  dd <ر بما أن  1, @ > @ ii vTFvTTF هـو فضـاء  iVفإننـا نتوصـل إلى أن  �
<نجـــح أن  iVعلـــلح  Tمقصـــو   iTر عليـــه إذا كـــان  T ي ـــي لا متيـــح وفـــق  @ iii vTFV هـــو   
�ر بما أن  iTفضاء دو ي نسبة إلى  �> @ ixf i

D  هي كثـحد ا ـحود الأصـيرية للمتجـهiv  نسـبة إلى
T  نجح أيضاً أن� �> @ ixf i

D ه هي كثحد ا ـحود الأصـيرية للمتجـiV  نسـبة إلىiT  ًإذا� �> @ ixf i
D 

 . iTهي كثحد ا حود الأصيرية للتحويل 
tvvvwبما أن  <يعني أن  21... ��� @ > @ > @ tvTFvTFwTFV ...1  فإن :  ��

 tvvvV ��� ...21     (3) 

 هذا المجموع هو مجموع مباشر ر افرض أن :نحعي ان 
 � � � � � � 0...221  ��� tti vTgvTgvTg   (4) 

�لبعض  � > @vliTFVvTg iii  فإن : � 
 � �> @ � �> @ � � � �> @ 0...... 112

2  �� ttt vTgvTgtfTf tDD  (5) 

�بما أن  �> @ 0 ii vTf iD  ذميعi  تؤدي إلى أن : (5)ر فإن 
 � �> @ � �> @ 0... 121

2  vTfTfg t
t

DD  

� فإن 24.16وحسب نظرية  �> @ � � � �> @ � �> @ txfxfxgxf t
DDD ...21

211 
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�بالتالي يكون  �> @ � �xgxf 11
1D  لأن� �> @ 1

1
Dxf   أولية نسـبياً مـع كـل واحـحد مـ� �> @ ixf i

D  حيـث
2ti  ًإذا� � 011  vTg  بالمثـــل فـــإن� � � � 0...,,022   tt vTgvTg مـــ   وهكـــذا فـــإن كـــل حـــح

tvvvVيساوي صفراً ر إذاً  (4)ال رف الأيسر في   وهذا يثبة صحة النظرية . 21... ���

 46.16نظرية 
ولــــــــــــــــــتك   Vيــــــــــــــــــويإً   يــــــــــــــــــاً دو عً علــــــــــــــــــلح فضــــــــــــــــــاء متج ــــــــــــــــــي  Tلــــــــــــــــــيك   

� � � �> @ � �> @ � �> @ txfxfxfxf t
DDD ...21

� حيـــث Tكثـــحد ا ـــحود الأصـــيرية للتحويـــل    21 �xf i   هـــي
ر عنح ــذ تو ــح قاعــحد  1tiDو  Fكثــحات حــحود واححيــة لتلفــة غــح قابلــة للتحليــل علــلح 

 بالنسبة ذا هي Tبحيث تكون مصفوفة  Vللفضاء  Bمرتبة 
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� iJحيـــــــث  �ti �هـــــــي مصـــــــفوفة  ـــــــو دان لــــــــ   2,1,..., �> @ ixf i
D  نســـــــبة إلى� �xf i   تعريـــــــ(

42.16. ) 

 البرهان
 نست يع أن نكتب : 

 tVVVV ��� ...21    (1) 

 iTدو ي نســــبة إلى  iVبحيــــث يكــــون  Tلا متيــــحد وفــــق  Vفي  iVلــــبعض فضــــاءات  ي يــــة 
�و  iVعلــــلح  Tهــــو مقصــــو   iTحيــــث  �> @ ixf i

D  هــــي كثــــحد ا ــــحود الأصــــيرية للتحويــــلiT 
�( . نست يع إيجاد قاعـحد مرتبـة 42.16)نظرية  �i

n
ii

i i
wwwB ,...,, بحيـث تكـون  iVللفضـاء   21

�لكثــحد ا ــحود  iJهــي مصــفوفة  ــو دان  iBنســبة إلى  iTمصــفوفة  �> @xf i  نســبة إلى� �xf i 
 ( .  42.16وتعري   41.16)نظرية 

� الآن �t
n

tt
nn t

wwwwwwwwwB ,...,,,...,,...,,,,...,, 21
22

2
2
1

11
2

1
1 21
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�ر ليك   Vهي قاعحد مرتبة للفضاء  �i
imi bJ  عنح ذ يكون :  

 � � � � mi
i

nt
i
m

i
mi

i
m wbwTwT ,

1

,�  ¦
 

"

"

"    (2) 

�لاحـــــع  �imwT  يمكـــــ  التعبـــــح عنـــــه كيكيـــــب   ـــــي فيi
n

ii
i

www ,...,, iوأن المعـــــامإت  21
mB" 

 هي  Bنسبة إلى  Tبحفع ذلإ في الذاكرد فإننا نقتنع بس ولة أن مصفوفة  iJمأ وذد م  
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 وتَردُِ عللح الفو  النتيجة الآتية :

 47.16نتيجة 
�لــتك    �FMA n�  بحيــث تكــون د  ــة كثــحد حــحودها الأصــيرية� �xf  تســاويn ر
� فــــإذا كــــان � � �> @ � �> @ txfxfxf ti

DD �حيــــث   1... �xf i  هــــي كثــــحات حــــحود واححيــــة غــــح قابلــــة
 بحيث أن Pعنح ذ تو ح مصفوفة غح منفردد  1tiDو  Fللتحليل عللح 
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1  

�هي مصفوفة  و دان لكثحد ا حود  iJحيث  �> @ ixf i
D  نسبة إلى� �xf i . 

وحقــــل  Cعلـــلح  nفي النظريـــة الأدادــــية للجـــ  نعلــــة أن أيـــة كثــــحد حـــحود د  ت ــــا  
�عليـــه إذا كانـــة  nوعـــحدها  Cالأعـــحاد المركبـــة تكـــون ايـــع  ـــذو ها في  �xf   كثـــحد حـــحود

 فإننا نست يع أن نكتب : nد  ت ا  Cواححية عللح 
 � � � � � � � � t

t
a axaxaxxf DD ��� ...21

21  
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taaaحيث  ,,..., �ا حود هي  ذو  لتلفة لكثحد  21 �xf  وiD ر  هي أعحاد صحيحة مو بـة
�لكثــحد ا ــحود  iJكمــا  أينــا دــابقاً مصــفوفة  ــو دان  � ia

iax هــي قالــب  �iaxنســبة إلى  �
  و دان الآتي
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 تؤدي إلى النتيجة الآتية : 46.16فإن نظرية  وهكذا

 48.16نتيجة 
�لــــيك    �CMA n�  بحيــــث كانــــة د  ــــة كثــــحد ا ــــحود الأصــــيرية� �xf  للعنصــــرA 
taaaإذا كــــــان  nتســــــاوي  ,...,, �ة لكثــــــحد ا ــــــحود هــــــي اذــــــذو  الم تلفــــــ 21 �xf  بتكــــــرا ات

tDDD ,...,, �في  Pعللح اليتيب ر فإنه يو ح مصفوفة غح منفردد  21 �CMn بحيث يكون 
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iiهو قالب  و دان دعت ا  iJحيث كل  DD u 
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 49.16تعريف 
ولـــــــــــــــــتك   FVيـــــــــــــــــويإً   يـــــــــــــــــاً دو عً علـــــــــــــــــلح فضـــــــــــــــــاء متج ـــــــــــــــــي  Tلـــــــــــــــــيك   

� � � �> @ � �> @ txfxfxf i
DD ...1

�حيــــث  Tكثــــحد ا ــــحود الأصــــيرية للتحويــــل    1 �xf i  هــــي كثــــحات
 فإن المصفوفة Fححود واححية لتلفة وغح قابلة للتحليل عللح 
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�هـــي مصــفوفة  ـــو دان لكثــحد ا ـــحود  iJحيــث  �> @ ixf i
D  نســبة إلى� �xf i  تســـملح المصـــفوفة

ر المصفوفة السـابقة تسـملح أيضـاً  Tلكإديكية أو صيية  و دان القانونية للتحويل القانونية ا
�بالمصفوفة القانونية الكإديكية لكثحد ا حود  �xf . 

 50.16تعريف 
tVVVو  Vيــويإً   يــاً علــلح فضــاء متج ــي  Tلــيك    ,...,, فضــاءات  ي يــة لا  21

tVVVVبحيـث  Tمتيحد وفـق  يسـملح  Tفـإن  iVعلـلح  Tمقصـو   iTإذا كـان  21... ���
tTTTويإت المجموع المباشر للتح ,...,, tTTTTويكتب  21 ��� ...21 . 

هــــي  Bو  iVللفضــــاء  iBنســــبة إلى قاعــــحد مرتبــــة مــــا  iTمصــــفوفة  iAإذا كانــــة  
في  2Bتسـبق عناصـر  1Bوهي اياد ايع القواعح التي في ا عناصر  Vء القاعحد المرتبة للفضا
في اليتيــب وهكــذا . مــ  الممكــ  أن نــر  بســ ولة أن  2Bتلــي عناصــر  3Bاليتيــب وعناصــر 

 هي Bنسبة إلى  Aمصفوفة 

¸̧

¸
¸
¸

¹

·

¨̈

¨
¨
¨

©

§

tA

A
A

...
2

1

 

tAAAهو مجموع مباشر م   Aنقو  أن  ,...,, tAAAAوتكتب  21 ��� ...21 . 
 16مثال 

3يويإً   ياً عللح  Tليك   
Q   كثـحد حـحود  الأصـيرية هـي� � � �� �112 �� xxxf  و

12 �x  1و�x  هما عامإن لتلفان لكثحد ا حود� �xf . وهما أححعن وغح قابلج للتحليل 
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�المصـــفوفتان المصـــاحبتان ذمـــا همـــا  �1,
01
10

21 � ¸̧
¹

·
¨̈
©

§ �
 JJ  بالتـــالي فـــإن المصـــفوفة القانونيـــة .

 هي : Tالكإديكية للتحويل 
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 17مثال 
ر كثــــــــــــــحد حــــــــــــــحود  الأصــــــــــــــيرية هــــــــــــــي  5Cيــــــــــــــويإً   يــــــــــــــاً علــــــــــــــلح  Tلــــــــــــــيك   

� � � � � �� �22 321 ��� xxxxf  ر بمــــا أن� � 5dimdeg Cxf يويــــل   ــــي دو ي .  Tفــــإن   
�مصفوفات  و دان لكثحات ا حود  � � �21,2 �� xx  و� �23�x  هي عللح اليتيب: 

 � � ¸̧
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,2,
30
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123 JJJ  

 هي : Tعليه فإن المصفوفة القانونية الكإديكية للتحويل 

 

¸
¸
¸
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨
¨
¨
¨

©

§

 
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§

30000
13000
00200
00010
00011

00
00
00

3

2

1

J
J

J
 

 التي تظ ر عللح الق ر هي قية ذاتية للتحويل . 3و  2ر  1لاحع أن الأعحاد  
 18مثال 

ـــــــــــــل ا  ـــــــــــــي   ـــــــــــــ  التحوي ـــــــــــــلح  Tاعت �المعـــــــــــــرف كمـــــــــــــا يلـــــــــــــي  2Qعل � 11 eeT ر   
� � 212 23 eeeT ـــــــــــــث   � �حي �21, ee  2هـــــــــــــي القاعـــــــــــــحد القيادـــــــــــــية للفضـــــــــــــاءQ  بمـــــــــــــا ان .
� �^ ` ^ `2111 ,, eeeTe ــاً فــإن د  ــة كثــحد ا ــحود الأصــيرية للعنصــر    نســبة إلى  1eمســتقلة   ي

T  2ر وبمــا أن د  ت ــا لا يمكــ  أن تتجــاو   2هــي علــلح الأقــلdimQ  فإنهــا  2والــذي يســاوي
 يويل دو ي . Tر عليه فإن  2تساوي 
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�نسبة إلى  Tمصفوفة  �21, ee : هي 
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
 

21
30

A       (1) 

0322بمـــــــــا أن   �� IAA  وT  دو ي فـــــــــإن� � � �� �31322 �� �� xxxxxf  هـــــــــي كثـــــــــحد
 . Tا حود الأصيرية للتحويل 

�لكثــحد ا ــحود  الوحيــحان الم تلفــانهمــا العــامإن  3�xر  1�xالآن  �xf  وكإهمــا غــح قابــل
 للتحليل . 
� ــو دان ذمــا )هنــا بالضــبط المصــفوفتان المصــاحبتان( همــا علــلح اليتيــب  مصــفوفتا �و  �1� �3 

̧¸هي  Tإذاً المصفوفة القانونية الكإديكية للتحويل 
¹

·
¨̈
©

§�
30
01 . 

بالنســــبة ذــــا هــــي  Tبحيــــث تكــــون مصــــفوفة  2Qدعنــــا قــــحد قاعــــحد مرتبــــة للفضــــاء  
 المصفوفة القانونية الكإديكية السابقة .

 عرف :
 � � � � � � 211111 333 eeeIeTeITu �� � �    (2) 
 � � � � � � 211112 eeeIeTeITu ��� �    (3) 

12 ,uu  مستقإن   ياً )أثبة ذلإ( فتكون� �21,uuB  . 2Qعحد مرتبة للفضاء هي قا  
 الآن :

 � � � � � � � � 21212211 32333 eeeeeeTeTuT � ��� ��  

�أي أن  � uuT � 1 . 
�بالمثل فإن  � 21 3uuT �نسبة إلى القاعحد  T. إذاً مصفوفة    �21,uu  هي¸̧

¹

·
¨̈
©

§�
 c

30
01

A   م

�يتضح أن مصفوفة (3) و (2) �21,uu  نسبة إلى� �21, ee  هي¸̧
¹

·
¨̈
©

§�
 

11
13

P . 

PAPAويمك  التحقق بس ولة م  أن  1� c . 
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 مسائل
 

 اكتب المصفوفات المصاحبة لكثحات ا حود التالية : .1
i .1�x   ii.x   iii .522 �� xx    iv .123 ��� xxx 
v .13 �� xx  vi .13 �x   vii .1234 ��� xxx   viii .xxx �� 24 20   
 : Tيويإً   ياً  عَجِّ  .2
i عللح .Q  1بحيث تكون كثحد ححود  الأصيرية هي�x . 

ii 2. عللحQ  522بحيث تكون كثحد ححود  الأصيرية هي �� xx . 
iii 3. عللحQ  13بحيث تكون كثحد ححود  الأصيرية هي �� xx . 
iv 4. عللحQ  420بحيث تكون كثحد ححود  الأصيرية هي 24 �� xx . 
الإمتيـح وفــق  Vفي  Wر الفضـاء اذي ـي  Vمـا علـلح فضــاء متج ـي  Tلتحويـل   ـي  .3

T  والذي هو بالصيية> @vTF  رVv�  يسملح فضاء  ي ي دو ي لا متيح وفقT . 
i إذا كان .� �2QAT �التحويل المع لح حسب  � � 21 eeT �ر    � 12 eeT �و    � 33 eeT   . 

<ححد  @ 1eTF  ر> @ 3eTF  الفضاءان اذي يان الحو عن الإمتيحان وفقT . 
<]إرشاد :  @ 1eTF   هو فضاء  ي ي مولح م� �21, ee ]. 

هي مصفوفات مصاحبة لبعض كثحات ا حود ر عـج كثـحات  Qالمصفوفات الآتية عللح  .4
 ا حود تلإ :
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5. (a) : اكتب مصفوفات  و دان لكثحات ا حود 
i .� � � �32 1� xxf  12نسبة إلى �x . 

ii .� � � �22 12 �� xxxf  122نسبة عللح �� xx . 
iii .� � � �41� xxf  1إلى نسبة�x . 

(b)  اكتــــب المصــــفوفات المصــــاحبة لكــــل مــــ  كثــــحات ا ــــحود في(a)  بــــره  في كــــل حالــــة أن
 المصفوفة المصاحبة ومصفوفة  و دان متشابهتان .

AIxعـــج  4في المســـألة  Aلكـــل مصـــفوفة  .6 �c  حيـــثI c المصـــفوفة ادايـــحد الـــتي ذـــا  هـــي
AIx. بـــره  أن  ـــحد  Aنفـــل العـــحد مـــ  الصـــفوف والأعمـــحد كمـــا للمصـــفوفة  �c   هـــو

 ( .A)أي كثحد ا حود التي تصاحب ا المصفوفة  Aكثحد ا حود الأصيرية لـ 
12لــــــــتك   .7 , AA  أيــــــــة مصــــــــفوفتج علــــــــلح حقــــــــلF  بــــــــره  أن المصــــــــفوفتج .¸̧

¹
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©

§

2

1

0
0
A

A  

̧¸و 
¹

·
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©

§

1

2

0
0
A

A . متشابهتان 

�مع القاعحد المرتبة  Fفضاءاً متج اً عللح  1Vليك   ]إرشاد : �tuuuB ,...,, 211  1Aبحيـث   
 . [1Bنسبة للقاعحد  1Vعللح  1Tهي مصفوفة لتحويل   ي 

 نســـــبة لقاعـــــحد  Fعلـــــلح  2Vعلـــــلح فضـــــاء متج ـــــي  2Tمصـــــفوفة لتحويـــــل   ـــــي  2Aلـــــيك  
�مرتبـــــــــــــــة  �mvvvB ,...,, 212 21اعتـــــــــــــــ     VVV 21و   � TTT   Tعنح ـــــــــــــــذ مصـــــــــــــــفوفة   �

�نســــــــــــــبة للقاعــــــــــــــحد  �mt vvvuuuB ,...,,,,...,, ̧¸هــــــــــــــي   2121
¹

·
¨̈
©

§

2

1

0
0
A

A حد ونســــــــــــــبة للقاعــــــــــــــ

� �tm uuuvvvB ,,...,,,...,, 2121 c  هي¸̧
¹

·
¨̈
©

§

1

2

0
0
A

A] 

kCCCمـــ  المصـــفوفات  kلأي  .8 ,...,, ^للمجموعـــة  Vولأي تبـــحيل  21 `k,...,3,2,1  بـــج
 أن المصفوفتج
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 متشابهان .
لعــحد  kT 0أنــه عــحق القــود إذا كــان  Vعلــلح فضــاء متج ــي  Tيقــا  لتحويــل   ــي  .9

 . تعري  مشابه يمك  إع اؤ  لمصفوفة . kصحيح مو ب 
(a) : بج أن المصفوفات 
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 عحيمة القود . في الواقع يقق م  أن :
i .0,0 2

2
2 z AA . 

ii .03
3  A   02لك

4 zA . 
iii .04

4  A   03لك
4 zA . 

(b)  0إذا كــانzT  يــويإً عــحق القــود علــلحV  0بحيــث كــان kT   01لكــ z�kT  فــإنk 
 . Tيسملح دليل المعحومية للتحويل 
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 تعريف مشابه يعُطى لمصفوفة
ــــــــة   tAAAAإذا كان ,...,,, ــــــــة معــــــــحوميت ا هــــــــي  321 مصــــــــفوفات عحيمــــــــة القــــــــود وأدل

tkkk ,...,,  عللح اليتيب ر بره  أن المصفوفة 21

¸̧

¸
¸
¸

¹

·

¨̈

¨
¨
¨

©

§

 

tA

A
A

A
...

2

1

 

�عحيمة القود وأن دليل انعحام ا هو  � ikkti max1  dd . 
(c)  ع  الصفر . بره  أن التحويل ا  ي العحق القود ليل له قية ذاتية تختل 

�]إرشاد :  � � � 1, t� � kvTvvT k
v

k DD] 

 . بعض نظريات التحليل4
 51.16نظرية 

�لــيك    �VAT �حيــث كثــحد حــحود  الأصــيرية هــي  � � � �� �txPxf لكثــحد حــحود    
p  غح قابلة للتحليـل وعـحد صـحيحtd1 افة إلى ذلـإ افـرض أن بالإبـVu�  بحيـث كانـة

�هــي  Tإلى نســبة  uكثــحد ا ــحود الأصــيرية للمتجــه  �xf  نفســ ا . فإنــه يو ــح فضــاء  ي ــي
W  فيV  فق لا متيح وT  بحيث يكون> @uTFWV �  . 

 البرهان
والــتي تقاهع ــا  Tالإمتيــحد وفــق  Vفي  Uعا لــة ايــع الفضــاءات اذي يــة  Fاعتــ   

<مـــــــــع  @uTF  يســـــــــاوي� �. بمـــــــــا ان الفضـــــــــاء اذي ـــــــــي  0� ووابـــــــــح أن  Tلامتيـــــــــح وفـــــــــق  0�
� � > @ � �00  � uTF  فــإن� � F�0  أي أنF  عا لــة غــح  اليــة ر وحيــث أنــه لا يو ــح عضــو في

F   ذو بعح أك  مn  حيثVn dim   فإنه يمكننا العثـو  علـلح عضـوW  فيF   بعـح أكـ
 . Fبعح م  بج ايع أعضاء 
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ـــــــه فـــــــإن  ـــــــه أكـــــــ  بعـــــــح بحيـــــــث أن  Tلا متيـــــــح وفـــــــق  Vو فضـــــــاء  ي ـــــــي في هـــــــ Wوعلي ل
> @ � �0 � uTFW . 
<نــحّعي أن   @uTFWV بحيــث  �Vvافــرض  ــإف ذلــإ وهــذا يعــني أنــه يو ــح   �

> @uTFWv �� . 
�الآن  �> @ > @uTFWvIVTp v <ولك  هو في  0  �� @uTFW �ولك   � �> @ 0 t

vTp . 
ـــــــــــــا إيجـــــــــــــاد عـــــــــــــحد صـــــــــــــحيح  ـــــــــــــه يمكنن ـــــــــــــث  tt"علي �بحي �> @ > @uTFWTp v في حـــــــــــــج  "��

� �> @ > @uTFWTp v �بـــــــــــــــع  "���1 �> @ 1� "
vTpy  فـــــــــــــــإنy لى ينتمـــــــــــــــي إV  و لا ينتمـــــــــــــــي إلى

> @uTFW � . 
�كذلإ  � � �> @"vTpyTp <ينتمي إلى    @uTFW  لذا فإن : �

 � � � �uTgwyTp �       (1) 

�و  �Wwلبعض  � � �xFxg   د عللح ذلإ أن : �
 � �> @ � �> @ � � � �> @ � �> @ � �uTTpTpyTpTpTp tt

w
tt

y
1110 ��� �     (2) 

<بمــــا أن المجمــــوع  @uTFW ــــإن  � �هــــو مجمــــوع مباشــــر ف �> @ 01  � wTp t  و� �> @ � � 01  � utgTp t 
�وعليـــــــــــه ولأن  �> @txp  هـــــــــــي كثـــــــــــحد ا ـــــــــــحود الأصـــــــــــيرية للعنصـــــــــــرu  نســـــــــــبة إلىT  فـــــــــــإن

� �> @ � �> @ � �xgxpxp tt 1� . 
�هــــذا يـــــؤدي إلى أن  � � �xgxp  عليــــه فـــــإن� � � � � �xgxpxg �لــــبعض   1 � > @xFxg عنح ـــــذ  �1

�يكون لحينا  � � � � �uTgTpwyTp  أي أن :  �1
 � � � �> @ WwuTgyTp � � 1      (3) 

<حيـــث  Tإمتيـــح وفـــق الفضـــاء اذي ـــي ال 1Wاعتـــ   @ � �> @uTgyTFWW 11 1WWر   �� � 
�فــــإذا كــــان  � WuTgy �� �فســــوف قصــــل علــــلح  1 � wuTgy c� 1  لــــبعضWw �c  عنح ــــذ

<يكون  @ WuTFy �وهذا تناقض لـذا فـإن  �� � WuTgy ��  Wيحـوي  1Wوهـذا يـ ه  أن  1
 فعلياً .
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WWفيكون  dimdim 1 وذو أكـ  بعـح  Tفضاءاً  ي ياً لا متيـحاً وفـق  Wوحيث أننا ا ينا  !
<بــج الفضــاءات اذي يــة الــتي يقــق  @ 0 � uTFW  فــإن> @ � �01 z� uTFW  إذاً يو ــح عنصــر

<غح صفري  @uTFWw ��  بحيث : 11
 � � � �> @uTgyThww 11 ��c     (4) 

Ww �c  ولما كان> @uTFw  فإننا قصل عللح : �1
 � � � �> @ � �uThuTgyThw c ��c 1     (5) 

�لبعض  � > @xFxh �c : ًإذا 
 � � � � � � � �> @ > @uTFWuThTgThwyTh ��c��c� 1   (6) 

�إذا كان  � � �xhxp  ر فإن� � � � � � � � > @xFxhxhxpxh � 11 , . 
�تؤدعن إلى أن  (4)و  (3)بالتالي المعادلتج  � � � � �> @ WuTgyTpThww ���c 111 

<فـــإن  (4)مـــ    ـــة سنيـــة حســـب  @uTFw <عليـــه فـــإن  �1 @ � �01  � uTFWw n  هـــذا ينـــاقض
01حقيقـــة أن  zw  ًإذا� �xp  لا يقســـة� �xh  أي أن العامـــل المشـــي  الأكـــ  لكثـــحتي ا ـــحود

� �xp  و� �xh  وبناء عليه فإن  1هو� � � � � � � �xpxbxhxa �ض لبع 1 � � � � > @xFxbxa �, . 
�إذاً  � � � � � � �TpTbThTa �ومن ا  1 � � � � � � � �yTpTbyThTaIyy �   . 

� (1)بمــــا أن  � > @uTFWyTp � (6)ومــــ   �� � > @uTFWyTh <و  �� @uTFW هــــو فضــــاء  �
<فالمعادلة الأ حد تبج أن  Tلا متيح وفق  V ي ي في  @uTFWy وهـذا ينـاقض الفـرض  ��

> @uTFWy <إذاً  �� @uTFWV �  . 

 52.16نظرية 
�لــيك    �VAT �يــويإً كثــحد حــحود  الأصــيرية هــي  � � � �� �kxpxf لكثــحد حــحود   

�ليـــــــــــل واححيـــــــــــة غـــــــــــح قابلـــــــــــة للتح �xp  ولعــــــــــــحد صـــــــــــحيح مو ـــــــــــبk  عنح ـــــــــــذ يكــــــــــــون
> @ > @ > @ tuTFuTFuTFV �لبعض المتج ـات اليـح صـفرية  ,... ��� � iuti dd1  بحيـث كثـحد
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�هــــــــــــــي  Tنســــــــــــــبة إلى  iuا ــــــــــــــحود الأصــــــــــــــيرية للمتج ــــــــــــــات  �� � ikxp   ققــــــــــــــة الشــــــــــــــر 
1...21 !tt tkkkk  وهذ  الأعحادik  وحيحد التححيح بواد ةT . 

 البرهان
بحيــث تكــون كثــحد  1uفيــه عنصــر غــح صــفري ولــيك   Vالفضــاء  31.16مــ  نظريــة  

�هـــي  Tا ـــحود الأصـــيرية لـــه نســـبة إلى  � � �� � 1kxpxf 1kkحيـــث    ( ومـــ  31.16)نظريـــة   
 فإن : 51.16نظرية 

 > @ 11 VuTFV �    (1) 

�إذا كــــان  Tتكــــون لا متيــــحاً وفــــق  Vفي  1Vلفضــــاء  ي ــــي  �01  V  . فقــــح يقــــق الم لــــوى
�لنفــرض  �01 zV  فمــ  الوابــحVV dimdim 1 فتكــون كثــحد  1Vعلــلح  Tمقصــو   1Tلــيك   �

�وهــي أحــح عوامــل كثــحد ا ــحود  1Tلتحويــل ا ــحود الأصــيرية ل � � �� � 1kxpxf فإنهــا تســاوي   
� �� � 1kxp  2لـــــــــــــــــــــــبعضkki d  02إذا كـــــــــــــــــــــــان  k  فـــــــــــــــــــــــإن� �� � Ixp k يـــــــــــــــــــــــؤدي إلى أن  2 

� � � �� � 111
20 VIVVTp k 12ا فإن وهذا تناقض لذ     tk . 

ـــا العثـــو  علـــلح متجـــه  31.16مـــرد أ ـــر  فحســـب نظريـــة  تكـــون كثـــحد بحيـــث  1vفي  2uيمكنن
ــــــ  ـــــالي نســـــبة إلى  1Tنســـــبة إلى  2uا ـــــحود الأصـــــيرية ل ( هـــــي Tمقصـــــو   1Tتكـــــون  T)بالت

� �� � 2kxp  قصل عللح أن : 51.16وإدتناداً إلى نظرية 
 > @ 221 vuTFV �   (2) 

 ( T)بالتالي لا متيحاً وفق  1Tيكون لا متيحاً وفق  Vم   2Vإذاً لفضاء  ي ي 
 > @ > @ 221 VuTFuTFV ��  

�إذا كان   �02  V    2فإننا نكون قح أكملنـا ال هـان فـإف ذلـإ فباعتبـاT   مقصـو
1T     ومــــــــــ(T علــــــــــلح )2V  ــــــــــا نتــــــــــابع ولمــــــــــا كــــــــــان  1Vأو  V... بالنســــــــــبة للفضــــــــــاء فإنن
VVV dimdimdim 12 منتــــه ر فــــإن هــــذ  العمليــــة تنت ــــي بعــــح عــــحد منتــــه مــــ   Vdimو  ��

 ا  وات ر عليه قصل عللح أن :
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 > @ > @ > @ tuTFuTFuTFV ��� ...21   (3) 

ـــــــــــحد ا ـــــــــــحود الأصـــــــــــيرية لكـــــــــــل  ـــــــــــث أن كث �هـــــــــــي  iuبحي �� � ikxp   ـــــــــــق الشـــــــــــر مـــــــــــع يقي
1...321 ttttt tkkkkk . 

tkkkقــ  قــاو  بيــان أن   ,...,, مــ  أ ــل ذلــإ نفــرض  (3)مســتقلة عــ  التحليــل  21
 :أن

 > @ > @ > @ 521 ... uTFuTFuTFV c��c�   (4) 

iuبحيــــــــــــث أن كثــــــــــــحد ا ــــــــــــحود الأصــــــــــــيرية لكــــــــــــل  c  هــــــــــــي� �� � ikxp c   مــــــــــــع يقــــــــــــق الشــــــــــــر
1... 521 tcttctc kkkk . 

�اعتــــــ   �^ `0 � vTpVvW  فــــــإنW  فضــــــاء  ي ــــــي فيV   كــــــذلإ لأي عنصــــــر
Ww� فإن � � � �> @ � �> @ WTwwtpTwTTp ��  0 

يكــــون  (3)مــــ   �Wwلــــيك   Tوهــــو لا متيــــح وفــــق  Vفضــــاء  ي ــــي في  Wوهكــــذا فــــإن 

� �¦
 

 
t

i
ii uTgw

1

�لبعض   � > @xFxgi �ر  � �ti dd1  ًإذا� � 0 wTp : يؤدي إلى أن 
 � � � � � � � � � � � � 0...2211  ��� tt uTgTpuTgTpuTgTp  

�مجموعـــــــاً مباشـــــــراً فـــــــإن  (3)هالمـــــــا أن  � � � 0 ii uTgTp  لكـــــــلti dd1  هـــــــذا يـــــــؤدي إلى أن
� �� � � � � �xgxpxp i

ki  لأن� �� � ikxp الأصــــــــــيرية للعنصــــــــــر  هــــــــــي كثــــــــــحد ا ــــــــــحودiu  بالتــــــــــالي
� �� � � �xgxp i

ki �أي أن  �1 � � � � �� � 1� ik
ii xpxhxg  إذا وبعنا عليه� �� � i

k
ii uTpw i ر فإننـا   �1

Wwiنر  أن  �z0   وكل عضو مW  هو بالصيية� � � � � � tt wThwThwTh ��� ...2211 . 
< إذاً  @ > @ > @ twTFwTFwTFW ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــإ يكــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــون  21... ��� إبــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــافة إلى ذل

> @ > @ � �tiuTFwTF ii dd� <يكون مجمـوع الفضـاءات  (3)وحسب  ,1 @ iuTF  ًمجموعـاً مباشـرا
<فإن مجموع الفضاءات  @ ivTF :  هو أيضاً مجموع مباشر بعبا د أ ر 

 > @ > @ > @ twTFwTFwTFW ��� ...21    (5) 
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 قصل عللح أن : (4)دت حا  وبالمثل با
 > @ > @ > @ swTFwTFwTFW c��c�c ...21   (6) 

�حيث  �> @ 10 �c
c cz i

i

k
ui Tpw  51ر dd i . 
�يحقـــق  �Wwلأن أي عنصـــر غـــح صـــفري   � 0 wTp  فـــإن كثـــحد ا ـــحود الأصـــيرية
�وامــــل كثــــحد ا ــــحود هــــي عامــــل مــــ  ع wللعنصــــر  �xp  مــــرد أ ــــر  بمــــا أن كثــــحد ا ــــحود .

�الأصيرية لمتجه غـح صـفري ذات د  ـة مو بـة دا مـاً و  �xp  غـح قابلـة للتحليـل فإننـا قصـل
�عللح أن  �xp  هي نفس ا كثحد ا حود الأصيرية للعنصـرw  إذاً كثـحد ا ـحود الأصـيرية لكـل

iw  أوiwc  هي� �xp . 
<اعتـــــــــــــــــــ   @

� � !�
 

xp
xF

K  فـــــــــــــــــــإنK  حقـــــــــــــــــــل )لمـــــــــــــــــــاذا  ( لأن مجموعـــــــــــــــــــة مصـــــــــــــــــــاحبة

� � � � � � !�� xpxgxg  فيK  ولأيWw�  عرف� � � �wTgwxg   . 
ـــــا إذا فربـــــنا  ـــــحاً لأنن �هـــــذا معـــــرف تعريفـــــاً  ي � � �xgxg ـــــبعض   1 �ل � � � > @xFxgxg ـــــإن  ,�1 ف

� � � � � � !��� xpxgxg �أي أن  1 � � � � �� �xgxgxp ــــــــإ  �1 �ولأن مــــــــ  ذل � 0 wTp يكــــــــون 
� � � �> @ 01  � wTgTg  أي أن� � � �wTgwTg �أي أن   1 � � �wxgwxg هـــــــــــــــذا يبـــــــــــــــج أن   1

�الضرى  �wxg . ًمعرف تعريفاً  يحا 
 . Kفضاءاً متج اً عللح  Wوالآن المعالم وابحة لإثبات أن هذا التعري  يجعل 

<مـــــ  الوابـــــح أن  @ > @wTFwxFkw tkwkwkwWيكـــــون  (5)عنح ـــــذ مـــــ      ��� ...21 
tWkهذا يبج أن   dim  فإن  (6) م بالمثلsWk  dim  ًإذاst  tوهـذا يثبـة أن العـحد   

ttلذا يبقلح أن نبـج أن  Tد ة يتححد بصفة وحيحد بوا kkkkkk c c c ,...,, ومـ  أ ـل  2211
هــذا ن بــق الادــتنتاب علــلح بعــح الفضــاء المتج ــي فنفــرض أن النتيجــة  ققــة ذميــع الفضــاءات 

�اعتــــــــــــــــــــــ   Vdimأصــــــــــــــــــــــير مـــــــــــــــــــــــ  المتج ــــــــــــــــــــــة ذات الأبعـــــــــــــــــــــــاد  �VTpV  c  بمـــــــــــــــــــــــا أن
� � � �> @ � �VTpTVTpVT � c  فـــإنV c  فضـــاء  ي ـــي فيV  لا متيـــح وفـــقT  ر بالإبـــافة إلى
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�أن  �> @ � � � �01   c� VTpVTp kk   لكـــــــــ� �> @ 01 z� VTp k  فنحصـــــــــل علـــــــــلح أنVV zc أي أن
VV dimdim �c ليـــه إذا كـــان عT c  مقصـــو  علـــلحV c  فمـــ  فـــروض الادـــتنتاب تكـــون النتيجـــة

V ققــــة لـــــ  c  وT c  21...1بمــــا أن tttt tkkkk  0فبالإمكــــان العثــــو  علــــلحtD  بحيـــــث
1 ik  لكـــــــــــــــلD!i   1ولكـــــــــــــــ!ik  ـــــــــــــــحما ـــــــــــــــحما يكـــــــــــــــون  Ddiعن ـــــــــــــــذ عن  D!iعنح 

� � � �> @ 0  i
k

i uTpuTp i  لك  عنحما يكونDdi  فإن� � 0ziuTp . 
� يكون (3)مرد أ ر  م   � > @ � � � � � � DuTpTFuTpTFVTpV ��  c ...1 

       > @ � � DvTFvTF �� ...1   (7) 

�حيــث  � ii uTpv �ر    �Ddd i1  لــه كثــحد ا ــحود الأصــيرية تســاوي� �> @ 1�ikxp  نســبة إلىT 
Tبالتالي نسبة إلى  c ن :بالمثل قصل عللح أ 

 > @ > @ > @ EvTFvTFvTFV ��c�c c ...21   (8) 

وإن  Ediعنــــحما  cik!1و  E!iلكــــل  cik 1هــــو عــــحد صــــحيح بحيـــث يكــــون  Eحيـــث 
� � ii uTpv c c  لــه� �> @ 1�cikxp  ود أصــيرية ككثــحد حــح� � ii uTpv c c  نســبة إلىT  بالتــالي نســبة(
Tإلى  c. ) 

EDمــــــ  فــــــروض الادــــــتنتاب لــــــحينا  11ر    �c � ii kk  لكــــــلDdi  أي أنii kk c   عنــــــحما
iiفمـ  الوابـح أن  D!iعنـحما  cik 1ر  ik 1ونظراً لأن  Ddiيكون  kk c   لكـلD!i 

iiهذا ي ه  أن  kk c   لكلi ثبات النظرية .بذلإ يكمل إ 

 53.16نظرية 
 وكثحد ححود  الأصيرية هي : Vيويإً   ياً عللح  Tليك   

 � � � �> @ � �> @ � �> @ vk
v

kk xpxpxpxf ...21
21  

�حيث  � � � � �xpxpxp v...,,,  ikهي كثحات ححود واححية لتلفة غح قابلة للتحليل وايـع  21
vVVVأعــــــــــحاد صــــــــــحيحة مو بــــــــــة فإنــــــــــه تو ــــــــــح فضــــــــــاءات  ي يــــــــــة وحيــــــــــحد  ,...,,   Vفي  21
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rVVVVبحيـــــــــث أن  Tولا متيـــــــــحد وفـــــــــق  rTTTTر  21... ���   iTحيـــــــــث  21... ���
�وأن  iVعللح  Tهو مقصو   �> @ ik

i xp . تمثل كثحد ححود  الأصيرية 

 البرهان
�ليك    � � �

� �> @ ik
i

i
xp

xf
xg riلكل    dd1 . 

� �xgi  عبا د ع  حاصل برى ايع كثحات ا حود� �> @ jk
j xp  التي ذاij z . 

 عرف :
 ri dd1 ر  � �vTgV ii       (1) 

 ر بما أن : Tلا متيح وفق  Vوهو فضاء  ي ي في 
 � �> @ � �> @ � � � � � �0   vTfVTgTpVTp i

k
ii

k
i

ii  

�هــي  Tللتحويــل  Tقصــل علــلح أن كثــحد ا ــحود الأصــيرية لمقصــو   �> @ ik
i xp  بمــا أن العامــل

�المشــــــــــــي  الأكـــــــــــــ  لــــــــــــــ  � � � � �xgxgxg r,...,, فإنــــــــــــه يو ـــــــــــــح كثـــــــــــــحات حـــــــــــــحود  1هـــــــــــــو  21
� � � � � �xqxqxq r,...,,  بحيث : 21

 � � � � � � � � � � � �xqxgxqxgxqxg rr��� ...1 2211   (2) 

 إذاً :
 � � � � � � � � � � � �TqTgTqTgTqTgI rr��� ...2211   (3) 

 . �Vvعنح ذ لأي 
 � � � � � � � � � � � � � �vTqTgvTqTgvTqTgvIv rr���  ...2211  
    rvvv ��� ...21  

�حيث  � � � � �VTgVvTqTgv iiiii rVVVVإذاً   �  ��� ...21 . 
iiولبيان أن هذا المجموع هو مجموع مباشر افرض لبعض  Vx � (ri dd1: أن ) 

 0...21  ��� rxxx      (4) 

�يكون  iوحيث أنه لأي  �> @ � �xgxp i
k

j
j ijعنحما  / z  وأن� �> @ � �0 j

k
j VTp j  فإننا نجح

� � � �0 ji VTg  عنحماji z   قصل عللح أن : (4)لذا م 
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 � � 0 ii xTg      (5) 

�الآن  �> @ ik
i xp  و� �xgi  أوليـــــــــان نســـــــــبياً ر عليـــــــــه لكثـــــــــحتي حـــــــــحود� �xa  و� �xb  في> @xF  

 : يكون
 � � � � � � � �> @ ik

ii xpxbxgxaI �    (6) 

 هكذا فإن :
 � � � � � � � �> @ ik

ii TpTbTgTaI �    (7) 

�تالي فـإن بال � � � � � � � � �> @ 0 �  i
k

iiiii xTpTbxTgTaxIx i  لأن� � 0 ii xTg  ( 5)حسـب
�و  �> @ � �0 i

k
i VTp i  0يكون كل  (4)إذاً في ix : وم    فإن 

 rVVVV ��� ...21     (8) 

 افرض أن : iVلكي نبج واححانية الفضاءات 
 rWWWV ��� ...21     (9) 

�لــــبعض فضــــاءات  ي يــــة  � iWri dd1  لا متيــــحد وفــــقT  بحيــــث أن كثــــحد ا ــــحود الأصــــيرية
�( هي iWعللح  T)مقصو   iTللتحويل  �> @ ik

i xp ن وبما أ� �> @ � �xgxp i
k

i  لكـلji z  يكـون
�لــــحينا  � � �0 ji wTg  عنــــحماji z   قصــــل علــــلح  (9)ر عليــــه مــــ� � � � iiii WWTgVTg �  
iiأي أن  WV Wwiمـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ناحيـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة أ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــر  لأي  �   (7)فمـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   �
� يكون � � � � � � �> @ i

k
iiii wTpTbwTaTgv i�  

     � � � � � � iiii VVTgwTaTg  �  

iiإذاً  VW iiلذلإ فإن  � VW  تتححد بصفة وحيحد . iVهذا يثبة أن الفضاءات   

 ملاحظة 
�نـــــــــــــحعي أن   �> @^ `0,0  t�� vTpVvV i

iii
DD  بمـــــــــــــا أن� �> @ � �0 VTp ik

i  فـــــــــــــإن
� � 0 vTp ik
i  ـــــــع ـــــــرض أن  �iVvذمي �يحقـــــــق  �Vvر بالعكـــــــل اف �> @ 0 vTp i

i
D  لـــــــبعض

1tiD . 
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�بمـــــــــــا أن العامـــــــــــل المشـــــــــــي  الأكـــــــــــ  لكثـــــــــــحتي ا ـــــــــــحود  �> @ � �xgxp i
i 1,D  فـــــــــــإن  1يســـــــــــاوي

� � � � � �> @ � �xbxpxaxg i
ii 111 D�  عض كثحتي ححود لب� � � � � �xFxbxa �11  إذاً : ,

 � � � � � � � �^ ` � � � � iiii VvTaTgvTpTbvTaTgIvv i � �  111
D  

� بالتالي �> @^ `01  t�� vTpVvV i
iii

DD  

 )النظرية الأساسية للمجموع المباشر( 54.16نظرية 
 Vيويـل   ـي علـلح  Tو  Fعللح حقـل  0�nأي فضاء متج ي بعح   Vليك   

�فإنه تو ح كثحات ححود وحيـحد  � � � � �xqxqxq m,...,, كـل واحـحد تكـون قـود لكثـحد حـحود   21
mWWWواححيــة ر وتو ــح فضــاءات  ي يــة دو يــة  ,...,, )ليســة بالضــرو د وحيــحد( لا متيــحد  21

mWWWVبحيث  Tوفق  لـه كثـحد حـحود  iWعلـلح  Tم   iTوأن كل مقصو   21... ���
�أصيرية  �xqi . 

 البرهان
�افرض   � � �> @ � �> @ � �> @ rk

x
kk xpxpxpxf ...21

 Tهي كثحد ا حود الأصـيرية للتحويـل   21
�حيــث  � � � � �xpxpxp r,...,, و  Fكثــحات حــحود واححيــة لتلفــة وغــح قابلــة للتحليــل علــلح   21

ik . أعحاد صحيحة مو بة 
 والمإحظة التالية ذا ر نجح أن : 53.16م  نظرية 

 rVVVV ��� ...21      (1) 

بحيـث تكـون كثـحد ا ـحود الأصـيرية للتحويـل  Tلا متيـح وفـق  Vفضـاء  ي ـي في  iVحيث 
iL   وهو مقصوT  عللحiV  هي� �> @ ik

i xp : وأن 
 � �> @^ `0,1  t�� ixpVvV iii

DD  

 يمك  كتابة : 52.16وادتناداً إلى نظرية 
 > @ > @ > @

iitiri uTFuTFuTFV ��� ...
21

  (2) 
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�في  ijuلـــبعض المتج ـــات غـــح الصـــفرية  � ii Vtj dd1  بحيـــث كثـــحد ا ـــحود الأصـــيرية للمتجـــه
iju  نســـبة إلىiL هـــي � �> @ ijk

i xp   ويقـــق الشـــرitiii kkkk ttt ...21  الأعـــحاد الصـــحيحة
ijk  هـــذ  يـــحد ب ريقـــة وحيـــحد بوادـــ ةiL  وحيـــث أنiL   هـــو مقصـــوT  علـــلحiV  قصـــل

�هي  Tنسبة إلى  ijuعللح أن كثحد ا حود الأصيرية لكل  أيضاً  �@ ijk
i xp : عليه إذا كتبنا 

 > @ ijiji uTFWritj  dddd ,1,1     (3) 

 قصل عللح أن : (2)و  (1)فإننا في 
 rtrrt WWWWWV ������� ......... 1111211   (4) 

علــلح  Tلــ  ijTبحيـث أن المقصـو   Tهـو فضـاء  ي ـي دو ي لا متيـح وفـق  ijWكـل  
�لــه كثــحد ا ــحود الأصــيرية  ijWالفضــاء  �> @ ijk

i xp  وهــي قــود لكثــحد حــحود واححيــة غــح قابلــة
فالنظرية يكمل برهانها إذا بينّا أن كثحات ا حود الواححية هذ  يحد بصـفة وحيـحد للتحليل . 
 ر لتنفيذ ذلإ افرض أن : Tبواد ة 

 mWWWW ��� ...21      (5) 

�أن بحيـــث  Tهــو فضـــاء  ي ــي دو ي لا متيــح وفــق  iWحيــث كــل  �xqi  هــي كثــحد ا ـــحود
�ر وأن  iWعلـــــلح  Tالأصـــــيرية لمقصـــــو   �xqi  ـــــح ـــــة غـــــح قابلـــــة هـــــي قـــــود لكث د حـــــحود واححي

�ر عنح ــذ تكــون للتحليــل � � �> @ � �> @ rk
r

k xpxpxf ...1
هــي المضــاع  المشــي  الأصــير لكثــحات   1

�ا ــــــــــــحود  � � � � � � � � �> @ ixpxqxqxq xjm
D ,...,, ــــــــــــبعض  21 �ل � iji ik DD ,1 dd  ــــــــــــبعض أو و  iل

� �ik ji  D  يكون  53.16حسب المإحظة التي تلة نظرية� �iji VW إبـافة إلى ذلـإ لكـل  �
ri �فـــإن بعضـــاً مـــ    2,1..,, �xq j  يجـــب أن يكـــون قـــود لكثـــحد ا ـــحود� �xpi  بالتـــالي لكـــل
ri �التي في ا  jWكمجموع الفضاءات   iUونأ ذ   2,1,..., �xq  قود لكثـحد ا ـحود� �xpi 

iiفنحصل عللح أن  VU  ومن ا : �
 rUUUV ��� ...21      (6) 

iU  فضاء  ي ي فيV  وهو لا متيح وفقT  وii VU � . 
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ruuuxيكون  (6)حسب  �iVxاعت  أي عنصر   هذا يؤدي إلى أن : 21... ���

 � �¦ ¦
z z

 ¸
¸

¹

·

¨
¨

©

§
�� �

ij ij
jiji VVuux 0  

jjjلأن  VUu iiفإن  jذميع  �� Uux iiر نتيجة لذلإ فإن   � VU riلكل    dd1 . 

 jW( هــــو المجمــــوع المباشــــر لتلــــإ الفضــــاءات اذي يــــة الحو يــــة iV)وكــــذلإ  iUالآن  
�هي  iWعللح  Tوالتي كثحد ا حود الأصيرية لمقصو   �xq j  وهـي قـود لكثـحد ا ـحود� �xpi .

ijفــــإن عــــحد العناصــــر  52.16ظريــــة مــــ  ن Ww �( وأن (2))مــــ   itيســــاوي  � �xq j  تســــاوي
� � � �> @ ijk

ii xptj ,1 dd  وهكــذا فــإن كثــحات ا ــحود� �xq j  هــذ  تتحــحد بصــفة واحــحد بوادــ ة
T ل ال هان .وهذا يكم 

 16-55تعريف 
mWWWVو  Vيـــويإً   يـــاً علـــلح فضـــاء متج ـــي  Tلـــيك    يلـــيإً  21... ���
ود الأصــيرية بحيــث كثــحد ا ــح Tإلى فضــاءات  ي يــة دو يــة لا متيــحد بالنســبة إلى  Vللفضــاء 
�هــي  iWعلــلح  Tوهــو مقصــو   iTللتحويــل  �xqi  وهــي قــود كثــحد حــحود واححيــة غــح قابلــة
�للتحليل  � � � � �xqxqxq m,...,,  . Tتسملح القوادة الأولية للتحويل  21

 Tفـإن القوادـة الأوليـة للتحويـل  Vنسبة لقاعحد مرتبـة مـا للفضـاء  Tمصفوفة  Aإذا كانة 
 . Aتسملح أيضاً بالقوادة الأولية للمصفوفة 

 ملاحظة
�كثــحات ا ــحود   �xqi  ًالســابقة ليســة بالضــرو د لتلفــة ر ودــوف نــر  ذلــإ لاحقــا

�فإن  54.16علماً بأنه م  نظرية  �xqi  تتححد ب ريقة وحيحد بواد ةT . 

 16-56نتيجة 
ــــــــل   ــــــــي  Fأي  ــــــــذ  في    هــــــــو قيمــــــــة ذاتيــــــــة  FVعلــــــــلح  Tلقادــــــــة أولي لتحوي
 . Tللتحويل 
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 البرهان
mWWWVالآن    iWمننننننلا افي ننننننف ا س ال ،ربمنننننن  السننننننا      ننننننا  ن  21... ���

 iTكثنو  دن ردا اغ نيرربمس نسنلىس      �iWwفإنن  بمججن   iTفضاء جزئن  دري  في م يرنو رفن  
�( ه  T  )بال الي نسلىس   �xqi . 

�لكثننننننننو  ا ننننننن رد  Dاع نننننننر    جننننننن ي  �xqi  سF  فسننننننن كجن� � � �� �D� xxgxqi   ،لننننننننلى
� � > @xFxg � . 

� ا  ن  � � �xqxg idegdeg �   � �> @ 0zwTg  ضع� �wTgv    عن ئ  :  
 � � � � � �> @ � � 0  � � wTqwTgTvT iDD  

�بمؤد      ن  � vrT D   ًذا D  هج ق مس ذات س لل حجبملT . 
 19مثال 

�بح نننننن   4Qتحننننننجبم ً عف نننننناً علنننننن   Tلنننننن كلا  4Qاع ننننننر   � 21 eeT     � � 02  eT   
� � 43 eeT     � � 04  eT    د� �4321 ,,, eeee  4ه  القاع   الق اس س للفضاءQ . 
02راضننأ  ن   T  0ر نzT  عل نن  فننإن كثننو  ا نن رد اغ ننيرربمس لل حجبمننل .T   2هننx   رهنن

�قج  لكثو  ا  رد  � xxp �رملا الجاضأ  ن    � xxp  غو قا لس لل حل ل .  
<الآن   @ > @ 31

4 eTQeTQQ هننج ومننجا ملىافننر لفضننائ د جننزئ د دريبمنند .  ننا  ن   �
13كثو  ا  رد اغ يرربمس لكل ملا  , ee     نسنلىسT   2هنx   فمنلا ال سنو  ن نقنجن  ن كثنو

<علننن   Tصنننجي رهنننج مق Tا ننن رد اغ نننيرربمس لل حجبمنننل  @ 1eTQ  3رT  رهنننج مقصنننجيT   علننن
> @ 3eTQ  22هما , xx . عل  الترت ب 

22 53.16ف كجن دسب المصفلحات س ت،ربم   , xx ن اغرل ان لل حجبمل هما القاسماT  رهمنا
 س ه ا ا الس م ساريان .
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 20مثال 

اع ننر المصننفجفس  
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§
� 
210
100

001
A  لنن كلاT   3ال حجبمننل ايفنن  علننQ  بح نن   نA 

�ه  مصفجف   نسلىس    قاع   مرتلىس  �321 ,, vvv  3للفضاءQ عن ئ  بمكجن . : 
� � 11 vvT   � � 32 vvT    � � 323 2vvvT ��   . 
رد ن   ن  1�xهن   Tنسنلىس     1vملا الجاضأ  ن كثو  ا  رد اغ يرربمس للم ج   
<بمؤد      ن  1ديج ها  @ 11 vQvTF   . 

� � � � 02 2
2

2
2  �� � vITTvIT  رلكننلا� � 02 z� vIT  ففالمننا  ن� �1�x  غننو قا لننس لل حل ننل

�فننننننننننإن  �21�x   2هنننننننننن  كثننننننننننو  ا نننننننننن رد اغ ننننننننننيرربمس للم جننننننننننv     نسننننننننننلىسT  ًذا   > @ 2vTQ  
�هننج الفضنناء الم جلنن  س  �^ `22 , vTv  س   � �32 ,vv  بال ننالي فننإن> @ 322 QvQvvTQ رهكنن ا   �

� فإن � > @ > @ 21321
3 vTQvTQyQyQyQQ � ��  

�ر ناء عل   فإن  �21�x   1�x  هما القاسمان اغرل ان لل حجبملT . 
 21مثال 

اع ر المصفجفس  
¸
¸
¸
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨
¨
¨
¨

©

§
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01000
40100
10000

00021
10010

A   

�مصننفجف   نسننلىس    القاعنن   )الق اسنن س(  5Qتحننجبم ً عف نناً علنن   Tلنن كلا  �54321 ,,,, eeeee 
 . Aه   5Qللفضاء 

̧¸ ذا كننننان 
¹

·
¨̈
©

§
 

21
10

1A   
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§ �
 

010
401
100

2A  21  ركمننننا  ن AAA فإننننننا عصننننل علنننن   ن   �

! � 211 ,eeW   ! � 5432 ,, eeeW  هما فضناءان جزئ نان منلاV     في م يرنوان بالنسنلىسT 
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21ر ن  WWV �علننن   Tمقصنننجي  iTلننن كلا كنننل   � � iWi .  iAهننن   iTفنننإن مصنننفجفس   2,1
124ه  المصفجفس المصادلىس لكثو  ا  رد غو القا لس لل حل ل  1Aالآن  �� xx . 

� ننننا  ن  � 21 eeT <فننننإن    @ 11 eTFW هننننج فضنننناء جزئنننن  دري  ر ن كثننننو  ا نننن رد اغ ننننيرربمس   
122هنننننننننن   1Tلل حجبمننننننننننل  �� xx  مننننننننننر   ن ننننننننننس غن� � 43 eeT     � � 54 eeT لنننننننننن بمنا  بمضنننننننننناً   

> @ 32 eTFW هننن  المصنننفجفس المصنننادلىس لكثنننو  ا ننن رد  2Aفضننناء جزئننن  دري    رد ننن   ن   
143غننو القا لننس لل حل ننل  �� xx رد اغ ننيرربمس لل حجبمننل فهنن ا بمننؤد      ن كثننو  ا نن T   هنن

143 �� xx  ذاً كثنننو  ا ننن رد اغ نننيرربمس لل حجبمنننل T   هننن� �� �1412 32 ���� xxxx   رالقجاسننن
122اغرل س ل  اثنان هما  �� xx  143ر �� xx . 

 ملاحظة
� داً من ه ناً منلا كثنوات ا ن رد الجاد بمنس  عف ننا عن  � � � � �xqxqxq t,...,, علن  دقننل  21

F   كل راد   منها ه  قج  للى،  كثو  دن رد غنو قا لنس لل حل نل علن  F  يمكنننا  نشناء  
ذر  ،ننن  بمسنننار  ومنننجا ديجنننات كثنننوات ا ننن رد  FVعلننن  فضننناء م جهننن   Tتحجبمنننل عفننن  

�الم،فننننا  . فهنننن  تكننننجن  � � � � �xqxqxq t,...,, . لنننن ل  ضنننننع Tهنننن  قجاسنننن   رل ننننس لل حجبمننننل  21
� � iAti dd1  ثل المصفجفات المصادلىس لن � �xqi . 

�لنن كلا  � ii mxq  deg  رiW   فضنناء م جهنن  علننF  نن ا، im   عن ئنن  بمججنن  تحجبمننل عفنن  
iT   علiW  مصفجف   نسلىس    قاع   مرتلىسiB   هiA   دن ردا اغ نيرربمس هن  ركثو� �xqi 

 ( .36.16ر  35.16)النظربم ان 
عن ئننن   ذا   iTفضننناء دري  بالنسننلىس     iWفننإن  35.16كمننا ي بمننننا س  ثلىننات نظربمنننس  

tWWWVكنننان  tTTTTر  21... ��� فضننناء جزئننن  دري   iWبمكنننجن لننن بمنا  21... ���
�ر  iWعلننننن   Tبمسنننننار  مقصنننننجي  iTبح ننننن   Tنسنننننلىس     Vس  �xqi  هننننن  كثنننننو  ا ننننن رد

�.  ذاً  iTاغً يرربمس لل حجبمل  � � � � �xqxqxq t,...,,  . Tه  القجاس  اغرل س لل حجبمل  21
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 22مثال 
�لنن كلا   �1�x  ر� �21�x  ر� �1�x  ر� �12 �� xx  هنن   ي ننع كثننوات دنن رد   راضننأ

رمصنفجفااا المصنادلىس  Qهلا ه  قنج  لكثنو  دن رد غنو قا لنس لل حل نل علن   ن كل راد   من
 ه  عل  الترت ب :

� �11 � A   ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�
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2A   � �13 � A   ¸̧
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4321 AAAA 

�مصننفجف   مشننالس للمصننفجفس السننا قس فننإن  6Qتحننجبم ً عف نناً علنن   Tعل نن   ذا كننان  �1�x  ر
� �21�x  ر� �1�x  ر� �12 �� xx  ه  القجاس  اغرل س لل حجبملT . 
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 ئلمسا
 

هننن  قنننج  لكثنننو   Tس كنننل منننلا ال منننايبملا ال ال نننس  ننند  ن كثنننو  ا ننن رد اغ نننيرربمس لل حجبمنننل  .1
كمجمنجا ملىافنر لفضناءات   Vد رد غو قا لس لل حل ل   رملا ثم مثنّل الفضناء الم جهن  

 . Tجزئ س دريبمس رف  
a .2QV     � � 11 2eeT     � � 22 2eeT   . 
b .2QV     � � 21 eeT �    � � 12 eeT   . 
c .3QV     � � 211 eeeT �    � � 212 2 eeeT �  . 
d .3QV     � � 11 eeT     � � 3212 2 eeeeT ��    . 
e .3QV     � � 21 eeT     � � 32 eeT     � � 213 4eeeT ��  . 
f .3QV     � � 11 eeT     � � 32 eeT     � � 13 2eeT   . 
g .4QV     � � 21 eeT     � � 12 eeT     � � 43 eeT �    � � 34 eeT   . 
h .4QV     � � 11 eeT     � � 22 eeT     � � 1323 2 eeeeT ��    

� � 4324 444 eeeeT ��  . 
i .4QV     � � 4321 22 eeeeT ��    � � 43212 6243 eeeeeT ����    

� � 4323 22 eeeeT ���    � � 43214 6342 eeeeeT ����  . 
جنننات القجاسننن  فنننإن ومنننجا دي  FVعلننن  فضننناء م جهننن   T نننرهلا  نننن  غ  تحجبمنننل عفننن   .2

 . FVبمسار   ،   Tاغرل س لل حجبمل 
Tر  T رهلا  ن    تحجبملد عف د  .3 c   عل  فضاء م جهV  لهما نفن  القجاسن  اغرل نس

 م شالد . Vسلىس    قاع   ما للفضاء  ذا رفقط  ذا كانت مصفجف هما ن
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هنن  عامننل  ا ننل ضننر  قجاسنن   T ننرهلا  ن كثننو  ا نن رد اغ ننيرربمس ل حجبمننل عفنن  مننا  .4
 اغرل س  ن ركل قاس   رلي هج عامل لكثو  د ردا اغ يرربمس .

  Vت ننس رعننر عننلا الفضنناء الم جهنن   رجنن  القجاسنن  اغرل ننس لكننل مننلا ال حننجبم ت ايف ننس الآ .5
 : Tكمجمجا ملىافر لفضاءات جزئ س دريبمس في م يرو  نسلىس    

a .2QV     � � 11 eeT     � � 11 eeT     � � 22 3eeT   . 
b .2QV     � � 21 eeT     � � 12 eeT   . 
c .2QV     � � 21 5eeT     � � 22 3eeT   . 
d .3QV     � � 3211 eeeeT ��    � � 32 eeT �    � � 323 32 eeeT �  . 
e .3QV     � � 3211 22 eeeeT ��    � � 3212 236 eeeeT ���    

� � 3213 338 eeeeT ��    
f .4QV     � � 21 eeT     � � 12 eeT     � � 43 eeT     � � 34 eeT   . 
g .4QV     � � 21 eeT �    � � 3212 eeeeT ��    � � 43 eeT     � � 434 eeeT �  . 

هننن   FVعلننن  فضننناء م جهننن   T ذا كاننننت كثنننو  ا ننن رد اغ نننيرربمس ل حجبمنننل عفننن  منننا  .6
� �� �kxp   د ننن� �xp  غنننو قا لنننس لل حل نننل   فمنننا هننن  القجاسننن  اغرل نننس الم  لفنننس لل حجبمنننل

T؟ 
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 . صيغة جوردان العادية5
�ل كلا   �ijA D   مصفجفس س، هاnnu  عل  دقنلF  رV  م جهن  علن  فضناءF 

�  ر  n ، ا  �nbbbB ,...,,  Vتحجبمنل عفن  علن   Tفنإذا كنان  Vقاعن   مرتلىنس للفضناء   21

�م،رفاً دسب  � ¦
 

 dd
n

i
iiji bbTnj

1

,1 D  فإنA  ه  مصنفجفسT     1نسنلىسB  افنر   ن .

� � � � � �xqxqxq m,...,, mWWWVفنننننإن  Tهننننن  القجاسننننن  اغرل نننننس لل حجبمنننننل  21 ��� ...21   
mTTTT �لفضنناءات جزئ ننس دريبمننس  21... ��� � iWni ,1 dd   في م يرننو  رفننT  بح نن  تكننجن

� �xqi  ه  كثو  ا ن رد اغ نيرربمس لل حجبمنلiT  رهنج مقصنجيT   علنiW  (  نا 54.16)نظربمنس
 iBتكنجن لن  قاعن    46.16رمنلا نظربمنس  iTئن  دري  في م يرنو رفن  هنج فضناء جز  iW ن  كل 

�ه  مصفجفس ججيدان لكثنو  ا ن رد  iBنسلىس     iTبح   تكجن مصفجفس  �xqi   نسنلىس علن
�س لل حل ل تكجن كثو  د رد غو قا ل �xqi . قج  لها 

mTTTT �قاعنننننن    Vبمنننننؤد      ن للفضننننناء  21... ��� �nbbbB ccc c ,...,, بح ننننن  تكننننننجن  21
nJJJJهننن   Bcنسنننلىس     Tمصنننفجقس  مشنننالس للمصنننفجفس  Aن عن ئننن  تكنننج  21... ���

J  ( تسننم  40.12)ن  جننسJ  نن يرس جننجيدان ال،ادبمننس للمصننفجفس A  ننا  ن القجاسنن  اغرل ننس   
 Aيرس جننجيدان ال،ادبمننس للمصننفجفس ( فننإن  نن 54.16ت حنن د  صننفس رد نن   )نظربمننس  Tلل حجبمننل 

 . iJت ح د  صفس رد    ع ا للترت ب ال   بمك ب    
� ذا كاننننت كثنننو  ا ننن رد   �xq  هننن  قنننج  لكثنننو  دننن رد راد بمنننس غنننو قا لنننس لل حل نننل

� �xp  ا ننن رد فنننإن مصننننفجفس جنننجيدان لكثننننو  � �xq     نسننننلىس� �xp  سنننجس تسننننم   لىسننننا س
� صفجفس ججيدان لكثو  ا  رد  �xq . 

 57.16نظرية 
�غ    �CMA n�  يرس ججيدان ال،ادبمس للمصفجفس    A  ه  بالشكل 
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 . Aهج ق مس ذات س للمصفجفس  iDركل 

 البرهان
�لننن كلا   � � �xqxq m,...,1  القجاسننن  اغرل نننس لننننA رد غنننو القا لنننس    نننا  ن كثنننوات ا ننن 

�هنن  فقننط تلنن  النن  ديج هننا رادنن    ر ن كننل  Cلل حل ننل علنن   �xqi  هنن  قننج  لكثننو  دنن رد
�غننننننو قا لننننننس لل حل ننننننل   بمكننننننجن لنننننن بمنا  � � � ik

ii xxq D�   لننننننلى،  ال،نا ننننننرCi �D  رغعنننننن اد
�  عن ئ  تكجن مصفجفس ججيدان لكثو  ا  رد  ik ح حس مججلىس  �xqi :  ه 

iiالمصفجفس ملا الس،س  kk u الآت س 
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 . 56.16ملا النظربمس بم حق  ملا ن  جس الجزء ال الي 
 23مثال 

�اع نننر كثنننوات ا ننن رد   �1�x   � �21�x   � �2ix �   � �2ix مصنننفجفات  Cعلننن   �
 ججيدان المقا لس لها )قجالب ججيدان( ه  عل  الترت ب :
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 ال ال س : 77uالمصفجفس ذات الس،س 

 

¸̧
¸
¸
¸
¸
¸
¸
¸
¸

¹

·

¨̈
¨
¨
¨
¨
¨
¨
¨
¨

©

§

�
�

�
�

�

 

¸̧

¸
¸
¸

¹

·

¨̈

¨
¨
¨

©

§

i
i

i
i

J
J

J
J

000000
100000
000000
001000
0000100
0000110
0000001

000
000
000
000

4

3

2  

 ن جننننجيدان ال،ادبمنننننس رقجاسمهننننا اغرل ننننس هنننن  كثنننننوات ا نننن رد المنننن كجي  سنننننا قاً   ر هنننن   صنننن يرس 
1,1,, �� ii  ال ات س الم  لفس ه  ق مها. 

 58.16تعريف 
 ذا كنان  kd1 ن  عن   القنج   ن ل ل  Vعل  فضاء م جه   Tبمقان ل حجبمل عف   

0 kT  01رلكلا z�kT . 
عل  غراي ذل  يمكنلا  عفناء ت،ربمن  لاثنل لمصنفجفس ع يمنس القنج    رعلن  الفنجي بم لىند  

 ذا رفقننط  ذا كانننت مصننفجفس المنننا ر  ع يمننس  kبمكننجن عنن   القننج   نن ل ل  T ن تحننجبم ً عف نناً 
 . kالقج  بال ل ل 

ال،نا نننر الننن  علننن  القفنننر رتح ننن  بمسنننار  الصنننفر  nnuان فنننإن  بمنننس مصنننفجفس رعلننن  سنننلى ل المثننن
 . tnتكجن ع يمس القج    ل ل 



 
 
 

 الص غ القانجن نننس

 

909 

 59.16نظرية 
� ذا كنننان   �VAT  Vللفضننناء  Bفإنننن  تججننن  قاعننن   مرتلىنننس  kعننن   القنننج   ننن ل ل  �

 عل  الصجي  Bنسلىس     Tبح   تكجن مصفجفس 
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rkkkkد    ttt ...21  رلكل ع د  ح أ مججبt  .tM ه  المصنفجفس tt u   الم،فنا
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 البرهان
�كثنو  ا ن رد اغ نيرربمس   kT 0 ا  ن   �xm  لل حجبمنلT   بمقسنkx  ًذا � � "xxm   

 . "kdل، د 
01رد نننننننننننن   ن   �kT   1�d k"  فننننننننننننإن  k "  عل نننننننننننن  تكننننننننننننجن� � kxxm . لنننننننننننن كلا   

� � � � � �xqxqxq r,...,, رغن كنننل رادننن   منهنننا تقسننن  كثنننو   Tهننن  القجاسننن  اغرل نننس لل حجبمنننل  21
�د اغ نننيرربمس ا ننن ر  � kxxm �فنننإن    � ik

i xxq kkiل،ننن د    d   عل ننن  امكانننننا  عننناد  ترت نننب .
�كثوات ا  رد  �xqi    بحvkkk ttt ...21 . 

� ننا  ن المضنناع  المشننترر اغ ننيرر لكثننوات ا نن رد  �xqi  هننج كثننو  ا نن ردkx   عصننل علنن
1kk ن  �الآن مصنننفجفس جنننجيدان لكثنننو  ا ننن رد    � ik

i xxq  15دسنننب مثنننان  xنسنننلىس      
iiه  المصفجفس ذات الس،س  kk u : ال ال س 
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قاعن   مرتلىنس  V ا  ن  بمس مصنفجفس تكنجن مشنالس لمصنفجفس جنجيدان ال،ادبمنس لهنا   فنإن للفضناء 
B  بح   تكجن مصفجفسT     نسلىسB  ه 
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 ملاحظة 
السنننا قس ت حننن د  صنننفس رد ننن     فنننإن اغعنننن اد  Tاسننن  اغرل نننس لل حجبمنننل  نننا  ن القج  

rkkkالصننح حس  ,,..., . هنن ا اغعنن اد  Tس النظربمننس السننا قس ت حنن د  صننفس رد نن    جاسننفس  21
 ال،   القج  . Tالصح حس تسم  في م يروات لل حجبمل ايف  

 24مثال 
 بالصجي  : nnuاع ر المصفجفس ذات الس،س  
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�هننننن ا المصنننننفجفس هننننن  المصنننننفجفس المصنننننادلىس لكثنننننو  ا ننننن رد   � nxxf كثنننننو  ا ننننن رد    
لهننا قاسنن   رلي رادنن   Mفهنن ا بم،ف نننا  ن  nرغن ديج هننا  nxهنن   Mاغ ننيرربمس للمصننفجفس 

هنن  كثنو  ا ن رد مننلا  xنسنلىس     nx. الآن مصنفجفس جننجيدان لكثنو  ا ن رد  nxهنج نفن  
 الآت س : nnuالس،س 
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 . nرفي م يروها الجد   هج  Jه   M ذاً   يرس ججيدان ال،ادبمس للمصفجفس 
 25مثال 

 غ جنننجيدان ال،ادبمننس للمصنننفجفات منننلا . دعننننا عنن د   نننع  نن 3xاع ننر كثنننو  ا نن رد  
    نع هن ا المصنفجفات ع يمنس القنج     3xرال  لها كثو  د رد   نيرربمس تسنار   66uالس،س 

 بمنننس رادننن   منننلا هننن ا المصنننفجفات فنننإذا كاننننت في م يرواانننا هننن   A. لننن كلا  3 ننن ل ل تسنننار  
rkkk ,...,, rkkkفإننن  بمكننجن  21 ttt ...3 يمكننلا ال ،لىننو عننن  لنن ا الصنن يرس  6ر ن  ال،نن د  21

 فقط بالفرق الث ثس الآت س :
1113,123,33   ذا   غ ججيدان ال،ادبمس المح ملس ه  فقط :������
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الننن  هننن  ع يمنننس  88uننُننجع زُ القنننراء   ح بمننن  مصنننفجفات جنننجيدان ال،ادبمنننس منننلا السننن،س  
 . 3 , 5 , 6 , 7القج  ربأدلس 

 26مثال 

اع نننننر المصنننننفجفس  
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مننننلا  نننن يرس جننننجيدان  33u.  نننا  ن المصننننفجفس الجد نننن   ذات السننن،س  3القنننج  ردل لهننننا بمسننننار  

هننن  فقنننط المصنننفجفس  3ال،ادبمنننس رتكنننجن ع يمنننس القنننج  ردل لهنننا 
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 . Jمشالس للمصفجفس 

اع نننر المصنننفجفس 
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B  هننن ا المصنننفجفس ع يمنننس القنننج  ردل لهنننا هنننج ... راضنننأ  ن

AB  غو م شال د . ,
121بالصنننن يرس  3 ننننا  ن الفربمقننننس الجد نننن   لك ا ننننس  ...3 kkk  عنننن اد  ننننح حس  ikد نننن    ���

rkkkمججلىننننس تحقنننن   ttt ...2 123هنننن   21 عصننننل علنننن   ن  نننن يرس جننننجيدان ال،ادبمننننس   �

ه   Bللمصفجفس 
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 مسائل
 

�اثلىننننت  ن تحننننجبملد عف نننند س  .1 �VA   م شننننالان  ذا رفقننننط  ذا كننننان لهمننننا نفنننن  القجاسنننن
 اغرل س .

�لنننننننننننننننننننننن كلا  .2 �VAT تحننننننننننننننننننننننجبم ً عف نننننننننننننننننننننناً كثننننننننننننننننننننننو  دنننننننننننننننننننننن ردا اغ ننننننننننننننننننننننيرربمس هنننننننننننننننننننننن   �
� � � �> @ � �> @ � �> @ tm

t
mm xpxpxpxF ...21

�د ننن    21 �xpi  هننن  كثنننوات دننن رد راد بمنننس   لفنننس
س  نن يرس جننجيدان ال،ادبمننس يمكننلا  T.  ننرهلا  ن مصننفجفس  1timرغننو قا لننس لل حل ننل ر ن 

 ،ها بالشكلرض
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expC
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itiiiiربح نن  بمكننجن  eeem ttt ...21  ر   كثننو  دنن رد� �� � � �xgxgC m ترمننز    مصننفجفس  ,
�جننجيدان للمصننفجفس  �> @ imxg     نسننلىس� �xg  المصننفجفس تسننم  كنن ل   صننفجفس س  نن يرس( .

 قانجن س ق اس س(
� يفاد :  ذا كان ] � � �xqxq i,...,1  ه  القجاس  اغرل س لل حجبملT  فنإن كنل رادن  منهنا هنج  

�قننج  لكثننو  دنن رد  �xp  ضنن    ننع كثننوات ا نن رد .� �xq j   هنن ا النن  هنن  قننج  لنننف  كثننو
�ا  رد  �xpi. ] 
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� ذا كانننننت   ننننع الجنننن ري المم ننننز  لل حجبمننننل  .3 �VAT  Tاثلىننننت  ن مصننننفجفس  Fتقننننع س  �
القفننر مسنناربمس  صنن يرس جننجيدان ال،ادبمننس هنن  مصننفجفس مثلث ننس ن،ننه  ن   ننع عنا ننرها تحننت 

 للصفر .
مصننفجفس مثلث ننس مننلا السنن،س  Aاعننط  رهنناسً باسنن   ات دسننابات مصننفجف س  ننن   ذا كانننت  .4

nnu   رعنا ننننرها القفربمننننس هننننnOOO ,,..., �فننننإن  21 �� � � � 0...21  c�c�c� IAIAIA nOOO 
Iد    c  ذات الس،س ه  مصفجفس الجد  nnu . 

 س كل ملا ا افيت اغت س : T رج    يرس ججيدان ال،ادبمس للمصفجفس ال  تمثل  .5
i .� �2QAT�  2ل  القاسمد اغرل د�x   3�x . 

ii .� �3QAT�  122ل  القاس  اغرلي �� xx . 
iii .� �3QAT�  13ل  كثو  ا  رد اغ يرربمس �� xx . 
iv .� �4RAT�  1ل  القاسمد اغرل د, 22 ��� xxx S . 
v .� �6CAT�  16ل  كثو  ا  رد اغ يرربمس �x . 

رلهنننا قننن    /R علننن س  ننن يرس جنننجيدان ال،ادبمنننس  44uاك نننب   نننع المصنننفجفات ذات سننن،س  .6
 . 1 , 2 , 3ذات س 

  رج    يرس ججيدان ال،ادبمس لكل ملا المصفجفات الآت س : .7
i .¸̧

¹

·
¨̈
©

§�
10
11    ii .¸̧

¹

·
¨̈
©

§
� 01

10 

iii .
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¸
¸

¹

·
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¨
¨

©

§
��

��

134
114
112

   iv .
¸
¸
¸

¹

·

¨
¨
¨

©

§
��

244
024
002

 . 

بح نن  تكننجن  صنن يرس جننجيدان ال،ادبمننس  Qعلنن   66uاك ننب   ننع المصننفجفات مننلا السنن،س  .8
 عن ما :
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i .� �122 �xx . ه  كثو  ا  رد اغ يرربمس لكل منها 
ii .� �� �� �2112 ��� xxx . ه  كثو  ا  رد اغ يرربمس لكل منها 

iii .� � � � � �121 32 ��� xxx . ه  كثو  ا  رد اغ يرربمس لكل منها 
iv  4. كل منها ع يمس القج    ل ل  قل  ر بمسار . 
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 كثيرات الحدود المميزة -9
 60.16تعريف 
� ذا كانت   �ijA D   بمس مصفجفس nnu  عل  دقل ماF : فإن مح د  المصفجفس 
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A (Iتسم  كثو  ا  رد المم ز  للمصفجفس  c  بمرمز    مصفجفس الجد   ذات الس،سnnu. ) 
 . س الجاقع ه  بالص يرس : nراد بمس رديج ها  Aد المم ز  للمصفجفس كثو  ا  ر 

 � � � � Axx n
ii

nn det1...1 ���� ¦� D  

 27مثال 
̧¸ل كلا  

¹

·
¨̈
©

§
 

332
10

A  فإن¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��
��

 �c
32

10
x

x
AIx   

 � � � � 2323det 2 �� �� �c xxxxAIx  

232عل    �� xx    كثنو  ا ن رد المم نز  للمصنفجفس هA  يمكنلا ال حقن   سنهجلس منلا  ن  A 
 ج ي لكثو  د ردها المم ز  .

 61.16قضية 
 لهما نف  كثو  ا  رد المم ز  .    مصفجف د م شال د 
 البرهان

�لننن كلا  �FMBA 2, APPBر ن  � �س  Pلكثنننو  دننن رد غنننو منفنننرد    �1 �FMn 
� فإن � � �APPPIxPBIx 11detdet �� �c �c 

       � �> @PAIxP �c �1det  
       � � PAIxP detdetdet 1 �c �  
       � �AIx �c det  
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1det.det)غن  1  �PP. ) 
AB ذاً   لهما نف  كثو  ا  رد المم ز  . ,

 62.16تعريف 
�لنننن كلا   �VAT فننننإن كثننننو   Vنسننننلىس    قاعنننن   مرتلىننننس للفضنننناء  Tمصننننفجفس  Aر  �

 . Tبمضاً  كثو  ا  رد المم ز  لل حجبمل تسم    Aا  رد المم ز  للمصفجفس 
مصننننفجف ان  Acر  Aكننننل تحجبمننننل عفنننن  لنننن  كثننننو  دنننن رد ل ننننز  رد نننن    ذا كانننننت  

�ل حجبمنننل عفننن   �VAT BBنسنننلىس علننن  القاعننن تد المنننرتلى د  � ,c  علننن  الترت نننب   فنننإنAB , 
AAبمكننجن  61.16(  ذاً دسننب القضنن س 40.12م شننال ان )ن  جننس  ,c  لهمننا نفنن  كثننو  ا نن رد

 المم ز  .
هنننج جننن ي لكثننننو   Tاليرنننر  الرئ سننن  لهننن ا اللىنننن  هنننج  ثلىننننات  ن كنننل تحجبمنننل عفننن   

 ه  ج ي لكثو  د ردا المم ز  . Tق مس ال ات س لل حجبمل د ردا المم ز  رال
سننجس نننرهلا هنن ا  رفيً باسنن   ات  نن يرس جننجيدان ال،ادبمننس لمصننفجفس   ر ،نن ها  رهنناسً مسنن قً   
سنجس نفنر   ن القنراء علن  ديابمنس بالمحن دات علن  اغعن اد المركلىنس . ت،ربمن  المحن دات ر ،نن  

رسنجس علن  اغعن اد المركلىنس يمكنلا تجسن ،ها للمحن دات علن     دقنل عصائصها اغساس س 
�نسنن   ت هنن ا الن ننائإ درن  ثلىااننا . علنن  سننلى ل المثننان    مصننفجفس  �FMA n�  تكننجن قا لننس

0detلل،ك  )   غو منفنرد (  ذا رفقنط  ذا كنان  zA  عل ن  فنإن تحجبمنل عفن  منا .T   علن
V  هنننج غنننو منفنننرد  ر منفنننرد  تلى،ننناً لمحننن د مصنننفجف   المصنننادلىسA  منننلا د ننن  كجنننن    لفننناً عنننلا

 الصفر  ر بمسار  الصفر .
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 63.16نظرية 
�لنن كلا   �VAT  ذا رفقننط  ذا كننان  Tهننج ق مننس ذات ننس لل حجبمننل  �Fcفننإن ال،نصننر  �

� � 0det  �c AIc    دA  ه  مصفجفسT  نسلىس لقاع   مرتلىس للفضاءV . 
 البرهان

�الآن   �AI �c  هنن  مصننفجفسTcI  ذا رفقننط  ذا كننان  Tق مننس ذات ننس لل حجبمننل  cر  �
 : �Vvم ج  غو  فر  

 � � � � � �� 0vTCIcvvT  
TcI �  

  ذا كنان محن د مصنفجف   بمسنار   نفراً   بال ناليرلكننا ن،لن   ن تحنجبمً  عف ناً منا بمكنجن منفنرداً 
� ذا رفقط  ذا كان  Tق مس ذات س لل حجبمل  cفإن  � 0det  �c AIc . 

 64.16قضية 
�غ  كثنننننو  دننننن رد راد بمننننننس   � 0

1
1 ... DD ��� �
�

n
n

n xxxf  علننننن  ا قنننننلF    كثننننننو
�ا  رد المم ز  للمصفجفس المصادلىس لها ه   �xf . نفسها 

 البرهان
  فننننننننإن  n 1نننننننننرهلا الن  جننننننننس بافيسنننننننن ن اا علنننننننن  ديجننننننننس كثننننننننو  ا نننننننن رد  ذا كننننننننان  

� � 0D� xxf   رالمصنننفجفس المصنننادلىس لهنننا هنننن� �0D A  ركثنننو  ا ننن رد المم نننز  للمصننننفجفسA 
�  تسار  � � �xfxAIx  � �c 0det D . 

ل فلى ننن  افيسننن ن اا نفنننر   ن الن  جنننس محققنننس لجم نننع كثنننوات  n 1 ذاً الن  جنننس محققنننس عنننن ما 
 . n!ا  رد الجاد بمس رال  ديج ها 
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�الآن المصفجفس المصادلىس لكثو  ا  رد  �xf :  ه 
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 ه  : Aركثو  ا  رد المم ز  للمصفجفس 
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  لء المح د باس   ات ال،مجد اغرن عصل عل   ن :
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  CxB�    (1) 
 د   :

 

1

2

0

1

2

1
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,

100
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nn x

x
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x

x
x
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D
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D

  

هنننننننن  كثننننننننو  ا نننننننن رد المم ننننننننز  للمصننننننننفجفس المصننننننننادلىس لكثننننننننو  ا نننننننن رد  Bمننننننننلا الجاضننننننننأ  ن 
1

2
1

1 ... DD ��� �
�

� n
n

n xx . 
!�1 ا  ن كثو  ا  رد ه ا ديج ها  nn : فإن  دسب فرر  افيس ن اا بمكجن 

 1
2

1
1 ... DD ��� �

�
� n

n
n xxB    (2) 
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 :ص  اغرن عصل عل   ن عل  ال C لء 

 � � � �

1...0000
..................
0...0100
0...010
0...001

1 0
1

�

�
�

�

�� �
x

x

C n D  

�]مح د ل   �1�n :   فاً[ رعل  
 � � � �� � 0

2
0

2 11 DD � ��� �� nnC    (3) 

� عصل عل   ن (3)ر  (2)   (1)ملا  � 01
2

1
1 ... DDD ���� �c �

�
� n

n
n xxxAIx 

            � �xfxxx n
n

n  ���� �
� 01

1
1 ... DDD  

�عل   الن  جس محققس عن ما  � nxf  deg    بال الي الن  جس محققس لجم ع قn . 

 65.16قضية 
�غ  كثنننننو  دننننن رد   � � �> @mxfxg �د ننننن     �xf    كثنننننو  دننننن رد راد بمنننننس فنننننإن كثنننننو

�ا  رد المم ز  لمصفجفس ججيدان لكثو  ا  رد  �xg  نسلىس   � �xf  ه  نفسها� �xg . 

 البرهان
�افننننر   ن   � kxf  deg  ف كننننجن مصننننفجفس جننننجيدان لكثننننو  ا نننن رد� �xg     نسننننلىس

� �xf  ه  المصفجفسA  ذات الس،سkmkmu :  ره  عل  الصجي 
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�ه  المصفجفس المصادلىس لكثو  ا  رد  Cد    �xf  رN  ه  المصنفجفس ذات السن،سkk u 
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 ه  : Aكثو  ا  رد المم ز  للمصفجفس   

 

CIx

NCIx
NCIx

AIx

�cc

��cc
��cc

 �c

000
000

...............
0...0
0...0

 

IIد ننننن   ccc kkرالسننننن،س  kmkmuهمننننننا مصنننننفجف ا الجدنننننن   منننننلا السنننننن،س  , u  . علنننننن  الترت ننننننب
mCIxAIxباس   ات المفكجر القالبي للمح د نج   ن  �cc �c . 

 القالب   ع ال،نا ر تكجن عل  القفر الرئ س  ه  تسار   فر . غن  س مح د
� 64.16الآن دسب القض س   �xfCIx  �cc . 
�  ل  فإن   �> @ � �xgxfAIx m   �c . ره ا بمثلىت النظربمس 

 القض س ال ال س يمكلا  ثلىااا  سهجلس .

 66.16قضية 

 منننننننلا الصننننننن يرس Aغبمنننننننس مصنننننننفجفس  
¸̧

¸
¸
¸

¹

·

¨̈

¨
¨
¨

©

§

tA

A
A

...000
...............
0...00
0...00

2

1

هننننننن   بمضننننننناً  iAد ننننننن   

تسنننار  ضنننر  كثنننوات ا ننن رد المم نننز   Aمصنننفجفات   فنننإن كثنننو  ا ننن رد المم نننز  للمصنننفجفس 
�للمصفجفات  � iAti .,...,2,1  . 
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 هاملتون(  –)نظرية كيلي  67.16نظرية 
 هج ج ي لكثو  د ردا المم ز  . Vم جه      تحجبمل عف  عل  فضاء 

 البرهان
�افننر   ن   �xm  هنن  كثننو  ا نن رد اغ ننيرربمس لل حجبمننلT  فلكنن  نثلىننت  ن .T  هننج

�ج ي لكثو  د ردا المم ز   �xf    ن نثلىت  ن  بمكف� �xm   بمقس� �xf . 
�الآن افنننننر   ن   � � � � �xqxqxq t,...,, )ت،ربمننننن   Tهننننن  القجاسننننن  اغرل نننننس لل حجبمنننننل  21

شننترر هنن  المضنناع  الم Tفننإن كثننو  ا نن رد اغ ننيرربمس لل حجبمننل  54.16( رمننلا نظربمننس 55.16
�اغ يرر لكثوات ا  رد  �xqi . 

 ه  Tالآن   يرس ججيدان ال،ادبمس لمصفجفس 
¸̧

¸
¸
¸

¹

·

¨̈

¨
¨
¨

©

§

 

tJ

J
J

A

...000
...............
0...00
0...00

2

1

 

�هج مصفجفس ججيدان القانجن س لكثو  ا  رد  iJد   كل  �xqi . 
�كثننو  ا نن رد المم ننز    66.16الآن دسننب القضنن س  �xf  للمصننفجفسA  بال ننالي لل حجبمننل(T )

�   iJه  دا ل ضر  كثوات ا  رد المم ز  للمصفجفات  �tj ,...,2,1  . 
�ه   iJد المم ز  لكل كثو  ا  ر   65.16راس ناداً    القض س  �xqi : ل  فإن   

 � � � � � � � �xqxqxqxf t...21     (4) 

� نننا  ن كثنننو  ا ننن رد اغ نننيرربمس  �xm  لل حجبمنننلT  هننن  المضننناع  المشنننترر اغ نننيرر لكثنننوات
�ا  رد  � � �xqti i.,...,2,1   تؤد      ن  (4)فإن الم،ادلس� �xm   تقس� �xf . 
�بال الي  � 0 Tf . ره ا بمثلىت الن  جس 
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 ملاحظة
تسنار   T ن كثو  ا ن رد المم نز  ل حجبمنل عفن  منا  تلىدَ الرهان السا   س ا ق قس  

 قجاسم  اغرل س .دا ل ضر  

 67.16نظرية برهان بديل لبرهان نظرية 
ف كنجن كثنو  ا ن رد المم نز   Vللفضناء  Bنسلىس لقاع   مرتلىس  Tمصفجفس  Aل كلا  
AIxه   Tلل حجبمل  �c . 
nnافر   ن 

n xxaxaaAIx ���� �c �
�

1
110 Faiد   ال،نا ر  ... � . 

�لنننن كلا  �xB  المصنننننفجفس المرافقنننننس(Adjoint)  للمصنننننفجفسAIx �c  نننننا  ن عنا نننننر  .� �xB   هننننن
AIxال،جامنننل المرافقنننس ل،نا نننر المصنننفجفس  �c  فهننن  كثنننوات دننن رد منننلاx  نننيرر منننلا ديج هنننا   

� ه ا بمؤد      ن 1�n ر تسار   � 1
110 ... �
���� n
n xBxBBxB 

2,1,0,...,1د   لكل  � ni  :iB  ه  مصفجفس س، هاnnu   علF . 
رملا الم،لجت ج  اً دنجن عا ن س الترافن  س المصنفجفات  xمس قلس علا  iB ،نى آعر ال،نا ر 

 فإن :
 � �> @� � � �> @� � IAIxAIxxBAIxAIxAdj c�c �c �cc�c  

 عل   فإن :
 � �� � � �IxxaxaaAIxxBxBB nn

n
n

n c���� �c��� �
�

�
�

1
110

1
110 ......  

 :س الفرفد   عصل عل   x قاينس م،ام ت القج  الم ساربمس لن 
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IAAAn ضنننر  هننن ا الم،نننادفيت المصنننفجف س س  c� ,,...,  علننن  الترت نننب عصنننل علننن   nAر  21
IaAB  ن : c � 00 

 
nn

n
n

n
n

n
n

n AABAaABAB

AaABAB

  ��

 ��

�
�

�
�

�� 1
1

1
1

21

10
2

1

,

....................  

 عصل عل   ن : بجمع ه ا الم،ادفيت المصفجف س
 0... 1

110  ����c �
�

nn
n AAaAaIa  

...0 ره ا   ريا بمؤد      ن : 1
110  ���� �
�

nn
n TTaTaIa 

 هج ج ي لكثو  د ردا المم ز  . T    ن 
 

 تمارين محلولة
 

 1تمرين 
بمقننان عننلا مصننفجفس ) ر تحجبمننل عفنن (  لننا قا لننس لل مث ننل القفننر   ذا كانننت مشننالس تعريففف   

 فجفس قفربمس )ل  قاع   تكجن مصفجف   نسلىس له ا القاع   مصفجفس قفربمس( .لمص
�تحننننجبم ً س  T ذا كننننان   �VA  فننننإنT  قا ننننل لل مث ننننل القفننننر  )عننننن ما تكننننجن   ننننع

� ذا رفقننننط  ذا كننننان ( Fجنننن ريا كثننننو  دنننن ردا اغ ننننيرربمس س  � 0 � vIT mO   د ننننVv�   
F�O  فإن� � 0 � vIT O . 

 الحل
�ل كلا   �xm   كثو  ا  رد اغ يرربمس لل حجبملT  ا  ن   ع جن ريها تقنع س   F   

�يمكنننننا  ن نك نننب  � � � � � � � nk
k

nn xxxxm OOO ��� ...21
عنا نننر   لفنننس س  iOد ننن  كنننل  21

F  ر نin  لكل  1 كر ملا  ر تسار   ع اد  ح حسki ,...,2,1  . 



 
 
 

 الص غ القانجن نننس

 

925 

kVVVV ذاً   Vفي م يرنننو بالنسننننلىس     Vهنننج فضننناء جزئننن  س  iVد ننن  كنننل  21... ���
�هننن   iVعلننن   Tهنننج مقصنننجي  iTبج ننن  تكنننجن كثنننو  ا ننن رد اغ نننيرربمس لنننن  � in

ix O�   تججننن
نسنننننننننننلىس لهنننننننننننن ا القاعنننننننننننن   علنننننننننننن  الصننننننننننننجي   Tمصننننننننننننفجفس  Aبح نننننننننننن   V  للفضنننننننننننناء قاعننننننننننن 
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nJ

J
J
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...............
0...00
0...00

2

1

�هنن  مصننفجفس جننجيدان لكثننو  ا نن رد  iJد نن    � tnx O�     نسننلىس

ix O�  ننننا  ن � � � � 0 � i
n

ii vIT iO  لكننننلii Vv �عصننننل علنننن   ن  � � 0 � ii vIT O   لنننن ا فننننإن
ixه   iVعل   iTكثو  ا  رد اغ يرربمس لن  O�  1    ن in  لكلki ,,...2,1  . 

kiمصنننفجفس قفربمنننس لجم نننع قننن    iJبال نننالي فنننإن  ن  جنننس  iOركنننل عنصنننر قفنننر  هنننج   2,1,...,
 قا ل لل مث ل القفر  . Tنفسها مصفجفس قفربمس ف كجن  Aل ل  فإن 
�قا ننننل لل مث ننننل القفننننر  تججنننن  قاعنننن   مرتلىننننس  Tكنننن  افننننر   ن بال،  �neee ,...,, 21 
�بح نننن   ن  Vللفضنننناء  � iii eeT O   لكننننلni فننننإن الن  جننننس محققننننس  v 0 ذا كننننان   2,1,...,
  جضجا .
Vvافر   ن  �z0    بح� �> @ 0 � vIT mO   ،للىF�O   Nm� : الآن   

 ¦
 

� 
n

i
iii Fev

1

, PP  
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t

j
ijij e

1

P  

^د    ` ^ `niii eeeeee
t

,...,,,...,, 2121
  ل  علا الصفر .يخ Fعنصر س  ijPركل  �

�  ضافس    ذل  فإن �> @ � �¦
 

 �� �
t

j
ij

m
ij

m eITrIT
1

00 OPO 

�مننر   عننر   � iii eeT O   بم،ف نننا� � � � iiiii eeTeT 22 OO بافيسنن مراي علنن  هنن ا المنننجان يمكننلا    
�فإن  r  ان  ن لكل ع د  ح أ مججب  � � �ir

ii
r eeT O  . 

�رهك ا  � � � ij
m

ijij
m eeIT OOO tiلكل  � �  ر ن :  2,1,...,
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 ^ ` ^ `mitii OOOOOO ,...,,,...,, 2121 �  

� ربال الي فإن �> @ � �¦
 

 �� �
t

j
ij

m
ijij

m erIT
1

00 OOPO 

            � � 0 �� m
ijij OOP  

غن  jلكل 
tiii eee ,...,,

21
فنإن  jiلكنل  0zijP   نا  ن  Fم جهنات مسن قلس عف ناً علن   

OOه ا بمؤد      ن   ij  لكلtj  بال الي فإن :  2,1,...,
 � � � � � � 0

11

 � � � ¦¦
  

iji

t

j
iij

t

j
ij eeITvIT

jj
OOPOPO  

 2تمرين 
TTيحقننن   Vتحنننجبم ً عف ننناً علننن   T نننرهلا  نننن   ذا كنننان   قا نننل لل مث نننل  Tفنننإن  2 

STالقفر    ر ن   ذا كان  �تحجبم ن عف نان علن   , �� �VVATS SSTTبح ن   ,�   22 , 
STفإن   م شالان  ذا رفقط  ذا كان لهما نف  المرتلىس . ,

 لحلا
�فيدن   ن دنل الجنزء اغرن منلا ال منربملا بم فلنب تحقن  الشنر    �> @ 0 � vIT mO  رهننج

�بمننننؤد      ن � 0 � vIT O  لجم ننننعVv�  رلجم ننننع الجنننن ري لكثننننو  ا نننن رد اغ نننننيرربمس� �xm 
� ري  شننننر   ن   ننننع جنننن Tلل حجبمننننل  �xm  تقننننع سF  س هنننن ا ال مننننربملا  TT بم،ف نننننا  2 

� � xxxm �. عل ننن  فنننإن الجننن ري الجد ننن   المح ملنننس لكثنننو  ا ننن رد  �2 �xm   رهمنننا  1 ,0هننن
 . Fعنصران س 
�ن الآ  �> @ � � 000  � � vTvIT mm   غNm�  1 ذا كنننننننننان m  فننننننننن ل  بم،ف ننننننننننا
� � 0 vT  2ر ذا كننننننانtm  فمننننننلا ال، قننننننسTT  2   TT m مننننننر   ن ننننننس عصننننننل علنننننن   ن   

� �> @ � � 000  � � vTvIT m . 
� مر   عر  فيد   ن � TIITTIT � �� � 222   
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�    ن  � TITI � � بمكنننننننننننجن  2tm. مثنننننننننننل السنننننننننننا   هننننننننننن ا بمنننننننننننؤد      نننننننننننن  لجم نننننننننننع  2
� � TITI m    بال الي : � �

 � �> @ � �> @ � �> @ � �> @ 0000  �� �� �� � vITvTIvTIvIT mm  

 قا ل لل مث ل القفر  . T ذاً   محق   السا قس 1عل   فإن الشر  س الجزء اغرن س تمربملا 
STالآن افر   ن  �م شنالان   فإنن  بمججن  تحجبمنل غنو منفنرد  , �VAU  UTUS �1بح ن   �

� ل ا � � � � � � �TruTuruTurSr    �� 11 
�ربال،كننننن  افنننننر   ن  � � � kTrSr SS نننننا  ن       TTر  2   Tر  Sفنننننإن كننننن ً منننننلا  2 

�قا ننل لل مث ننل القفننر  رتججنن  قاعنن تد مننرتلى د  �neee ,...,, �ر  21 �nfff ,...,,  Vللفضنناء  21
 بح   :
� � ii eeS kiلكل    dd1 . 
� � 0 ieS  لكلnik d� . 
� � ii ffT kiلكل    dd1 . 
� � 0 ifT  لكلnik d� . 
�عرس  �VAu�    كالآ� � ii feu niلكل     تحجبمل غو منفرد ر ن : uفإن   2,1,...,

� � � � � �iii eTufTeuS    usuTTuuS � �1ه ا بم،ف نا  0   
TSرهك ا فإن   م شالان . ,
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 مسائل
 

 ردا اغ نيرربمس  ذا رفقنط  ذا  اثلىت  ن كثو  ا  رد المم ز  ل حجبمل عف  تسنار  كثنو  دن .1
 كان ال حجبمل ايف  دريياً .

ردنن د كثننو   Qاك ننب مصننفجفس جننجيدان القانجن ننس لكننل مننلا كثننوات ا نن رد الآت ننس علنن   .2
�د ردها المم ز   �22 1�x  ر� �31�x  ر� �23 12 �� xx  23ر �x . 

مشنننالس لمصنننفجفس قفربمنننس  ذا رفقنننط  ذا كاننننت   nnuذات سننن،س  Aاثلىنننت  ن مصنننفجفس منننا  .3
�كثنننننو  دننننن ردها اغ نننننيرربمس  �xm   تسنننننار� �� � � �mxxx DDD ��� لنننننلى،  عنا نننننر  21...

mDDD  لفس  ,...,,  [ .اس   ت   يرس ججيدان ال،ادبمس]إرشاد   .  Fس  21

مشنالس لمصنفجفس  Q د بحسابات ملىافر   ن  في تجج  راد   ملا المصفجفات ال ال س عل   .4
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:  Q رجنننننننننننننن  كثننننننننننننننو  ا نننننننننننننن رد المم ننننننننننننننز  لكننننننننننننننل مننننننننننننننلا المصننننننننننننننفجفات ال ال ننننننننننننننس علنننننننننننننن   .6
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� ذا كننننان  .7 �RM
dc
ba

A 2�¸̧
¹

·
¨̈
©

§
   نننند  ن كثننننو  ا نننن رد  0zc ر  0zbمننننع كننننجن  مننننا   

�هننننن   Aالمم نننننز  للمصنننننفجفس  � � � bcaddaxxxf �ر ن  2 ���� �xf   هننننن   بمضننننناً كثنننننو
  IR مشنننننالس لمصنننننفجفس قفربمنننننس علننننن  A. اسننننن ن إ  ن  Aا ننننن رد اغ نننننيرربمس للمصنننننفجفس 

� ذا رفقط  ذا كان  � � � 042 !��� bcadda . 
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 الملاحـــق
 

 الكتل الذرية المحايدةجدول 
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 قائمة المصطلحات
 

 هـــــــوصف حـــــــالمصطل
Abelian group زمرة أبيلية 
Addition modulo n  جمع معيار أو مقياسn 
Admissible sequence متتابعة مقبولة 
Algebraically closed  مغلق جبريا 
Algebraic closure الانغلاق الجبري 
algebraic extension توسيع جبري 
Alternating group An  الزمرة المتناوبةAn 

Annihilator معدم 
Artinian ring حلقة أرتينية 
Ascending chain condition (ACC) شرط السلسلة التصاعدية 
Automorphism أتومورفزم 
Basis قاعدة 
Bijection تقابل أو تناظر أحادي 
Cartesian product الضرب الديكارتي أو الكارتيزي 
Centralizer مركز 
Center of group مركز الزمرة 
Characteristic مميز 
Characteristic polynomial كثيرة الحدود المميزة 
Class فصل أو صف 
Class equation معادلة صف 
Classical canonical matrix المصفوفة القانونية الكلاسيكية 
Co domain انطباق المصاحب 
Co-maximal مة ، أعظمية مترافقةمتعاظ 
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 هـــــــوصف حـــــــالمصطل
Commutative ring حلقة إبدالية 
Commutator مبادلة 
Companion matrix المصفوفة المصاحبة 
Complement of a subspace متمم أو مكمل فضاء جزئي 
Composition series سلسلة تركيبية 
Conjugate مرافق 
Constructible قابل للانتشار 
Co-prime elements اصر أولية نسبياا عن 
Correspondence theorem نظرية التقابل 
coset مجموعة مصاحبة 
Countable set ابلة للعدمجموعة ق 
Cycle دورة 
Cyelic group زمرة دائرية أو دورية 
Cyclic space فضاء دوري 
Cyclotomic polynomial كثيرة حدود سايكلوتومية 
Denumerable set  للترقيممجموعة قابلة 
Derived group الزمرة المشتقة 
Descending chain condition (DCC) شرط السلسلة التنازلية 
Diagonalizable قابل للتمثيل القطري 
Dihedral group الزمرة الدايهيدرالية 
Dimension بعد 
Direct product الضرب المباشر 
Direct summand حد مجموع مباشر 
Direct sum موع مباشرمج 
Divisible قابل للقسمة 
Division algorithm خوارزمية القسمة 
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 هـــــــوصف حـــــــالمصطل
Division ring حلقة قاسمية 
Domain ساحة 
Dual ثنائي 
Eigen value قيمة ذاتية 
Eigen vector متجه ذاتي 
Eisenstien's Criterion معيار أيزنستن 
Elementary divisors قواسم أولية أو ابتدائية 
Elementary symmetric function دالة تماثل أولية 
Embedding theorems for rings الأغمار للحلقات نظريت 
Endomorphism إندومورفزم 
Epimorphism أبيمورفزم 
Equipotent sets مجموعات متكافئة 
Equivalence class فصل تكافؤ 
Equivalent matrices مصفوفات متكافئة 
Euclidean algorithm خوارزمية إقليدس 
Euclidean domain ساحة إقليدية 
Even permutation تبديل زوجي 
Extension توسيع 
Factorization domain ساحة تحليل 
Field of quotients حقل قواسم 
Fixed field الحقل المثبت 
Galois extension توسيع جالوا 
Galois theory نظرية جالوا 
Gaussian domain ساحة جاوسيان 
Geometric multiplicity تكرار هندسي ، تعددية هندسية 
Gram-Schmiat orthogonalization process طريقة جرام شميدث للتعامد 
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 هـــــــوصف حـــــــالمصطل
Highest common factor (HCF) عامل مشترك أعلى 
Ideal مثالي 
Identity محايد 
Image صورة 
Inclusion map راسم الاحتواء 
Index of a subgroup دليل زمرة جزئية 
Inner automorphism أتومورفزم داخلي 
Inner product space فضاء ضرب داخلي 
Integral domain ساحة تامة 
Invariant subgroup زمرة جزئية لا متغيرة 
Invertible element عنصر قابل للعكس 
Jordan block قالب جوردان 
Jordan normal from صيغة جوردان القانونية 
Kernel نواة 
Klein's 4-group زمرة كلاين الرباعية 
Leadiny coefficient المعامل القائد 
Least common multiple (LCM) المضاعف المشترك الأصغر 
Linear combination تركيب خطي 
Linearly dependent (L.D.)  مرتبط خطياا 
Linearly independent (L.I.)  مستقلة خطياا 
Linear transformation تحويل خطي 
Mapping راسم 
Maximal أعظمي 
Maximal normal subgroup زمرة جزئية عادية أعظمية 
Minimal أصغري 
Minimal polynomial كثيرة حدود أصغرية 
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 هـــــــوصف حـــــــالمصطل
Monomorphism مونومورفزم 
Multiplicative subset مجموعة جزئية ضربية 
Nilpotent عديم القوة 
Norm معيار 
Normal extension توسيع عادي 
Normalizer منظم 
Nullity صفرية 
Null space الفضاء الصفري 
Odd permutation تبديل فردي 
Order رتبة 
Ordered basis قاعدة مرتبة 
Orthogonal عمود 
Orthonormal عياري متعامد 
Partial ordering ترتيب جزئي 
Permutation تبديل 
Polynomial كثيرة حدود 
Primary ابتدائي 
Prime أولي 
Prime subfield حقل أولي 
Primitive ابتدائي 
Principal رئيسي 
Projection إسقاط 
Quaternion group الزمرة الكوانيرنسية 
Quotient ring حلقة القسمة 
Radical extension توسيع جذري 
Range مدى 
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 هـــــــوصف حـــــــالمصطل
Rank مرتبة 
Refinement تحسين 
Regular منتظم 
Restriction مقصور أو مقيد 
Separable قابل للفصل 
Singular منفرد 
Splitting field حقل انغلاق 
Solvable قابل للحل 
Surjection فوقي 
Symmetric متناظر ، متماثل 
Sylow's theorems نظريت سايلو 
T-invariant  لا متغير وفقT 
Transcendental متسامي 
Transitive متعددي 
Transpose منقول أو مدور 
Unit of a ring وحدة في حلقة 
Valuation ring حلقة تقييم 
Vector space فضاء متجهي 
Zero divisor قاسم صفري 
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